Mathématiques I

Epreuve 2013

Question 1 : On considére une succession de sacs gue I'on désigne par 54, S,,.... Sk

Au départ le sac S; contient 2 jetons noirs et un jeton blanc ; tous les autres sacs contiennent chacun
un jeton noir et un jeton blanc.

On tire au hasard un jeton du sac S; que I'on place dans le sac S;. Puis on tire au hasard un jeton du
sac S, que I'on place dans le sac Sz, et ainsi de suite.
On note By I'événement : << le jeton tiré du sac Sk est blanc >>, et py=p(By) sa probabilité.
Alors pourtoutnz1:
A: P4 = 1/3p, +2/3; B: Poy1 = 1/3p,+1/3; C:Ppy1 =1/3p,-2/3;
D: P,y =1/3p, —1/3; E: Autre réponse

Question 2: Une urne contient n boules numérotées de 1 a n, et on suppose que nz3. On tire au
hasard et successivement 3 boules de I'urne ; les tirages sont effectués sans remise.
La probabilité de 'événement : ” On a obtenu dans I'ordre trois numéros consécutifs” est :

s —
1 - 1 1 1 ?
7 . E: Autre Reponse

A:

"n(n-1)(n+1) ' n(n—1) ’ Z n(n+1) '

Question3 : Soit X une variable aléatoire a densité, de loi uniforme sur l'intervalle ]0,1].

On pose Y = —BIn(X) ; B étant un nombre réel strictement positif.
Déterminer I'espérance mathématique de Y.

A/§+1 ; B/2B8 ; C/ B ;D In(p) i E/ Autre Réponse
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Question4 :

Un mobile se déplace aléatoirement dans I'ensemble des sommets d’'un triangle ABC de la facon
suivante : si, a 'instant n, il est sur 'un quelconque des trois sommets, alors a I'instant (n+1), soit il y
reste, avec une probabilité de _—2, soit il se place sur 'un des deux autres sommets, et ceci avec la
méme probabilité.

On note A, I'événement : “ le mobhile se trouve en A & l'instant n “.

B, I'événement ;: “ le mobile se trouve en B a I'instant n*’.

C, I'événement : “ le mobile se trouve en C a I'instant n”.

On pose ; a,=p( A,) , bn=p(B,) et c,=p(Cy).

an
Soit le vecteur-colonne de R® : X, = (bn)
Cn
Cnaalors: X,y = M.X, , oll M est la matrice carrée d’ordre 3 suivante :

2 1 1 2 1 1 1 Z 1 2
2 e B - = = Lo W = g 2
3 3 6 3 6 6 & 3 3 3
1. 1T I 5211 ClEl D)lll
A]632 }366 )636 3 2 o6
111 112 2 11 to11
6 3 2 6 6 3 3 6 6 3 2 6

E) Autre réponse

Question 5 : Soit X une variable aléatoire réelle ayant pour densité de probabilité la fonction réelle f
définie par:

f(x) = a exp (—3x?) Pour tout x réel ol @ est une constante & déterminer éventuellement.
L'écart-type de X est :

A

|

) .- 1 .
; Biz; C:v6; D:igz; E : Autre Réponse

Question 6 : Soit X une variable aléatoire de densité de probabilité f définie sur IR par :

fx) = {E_(‘t_a) six>a

(1] ailleurs FLEAR

Déterminer le nombre réel m tel que : F(m) = % ol F est la fonction de répartition de X.

AfIn2 ; B/ a+in2 . c/ a—%inZ ;o DY %a ; E/ Autre Réponse.

Question 7 Soit a un nombre réel non nul, on considére la suite (Pr)n=p définie parv¥n € IN,

1 24ag™
Pour quelle valeur de g, la suite (p,, )y, définit-elle une loi de probabilité ?
A/In2 ; B/In(8-2¢) C/ 1In(8-e) ; D/ % ; E/ Autre réponse.
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Question 8 : Une urne contient 3 dés équilibrés. Deux d’entre eux sont normaux : ils possédent six
faces numérotées de 1a 6. Le troisiéme est truqué : il posséde deux faces numérotées 1 et quatre
faces portent le numéro 6.

On prend un dé au hasard dans I'urne et on effectue de maniére indépendante des lancers successifs
de celui-ci. On note pour tout n entier non nul, §,, "événement << on obtient 6 a chacun des n
premiers lancers >> et B, sa probabilité

Alors
AP s T oo omep A e - E -D—P-—l—-E-AutreRéonse
TR g TR T gt TR T gl BT T gy g o P
Question 9 :

On donne la série statistiqgue suivante : 14, 16, 12, 9, 11, 18, 7, 8, 9, 16, 7,9, 18.
La médiane est égale a :

A} 9 B) 11 C) 14 D) 16 E) Autre réponse

Question 10 : Calculer la limite de la suite (U/,, )=, définie par :

i 2n n
Un = k=1 e+l
A +eco ; B_.-’% : C/f 3e? D/ 2 2 E/ Autre Réponse

Question 11 : Soit n un entier naturel non nul. On considére I'intégrale 1,, définie par :
..[[Jl xNel—% Iy
Alorsl, ., =
A:—1—(n+1)1,; B:-1-I,;; C:-1+nly,; D:-1+(n+1} 1, ; E : Autre Réponse
__Question 12 :_anlculer Iintégrale suivante :

1
1
| G
(e* + 1)
0

3 1 e+l 3 . etly, 1 ety L s :
A}Ee—InZ ;B];*ln(7)+m, C)ln( 5 )+E+1 i D}ln(z) E+1,E}Autre Réponse

3 2x
Question 13 : Calculer I'intégrale suivante : -[2 m Inx dx

A:—13/4In3 +17/61n2; B:—13/8mm3+17/3In2 ; C:—13/8In3 +17/21n2;
D:—13/8In3+ 17/61n2; E: Autre Réponse.

Question 14 : Soit le systéme a 3 inconnues réelles x,y et z

x—3y+72=-25
3x+y+z=5
3x+11y—19z =85

Alors 'ensemble des solutions de ce-systeme est :
Af(~z—1;2z—8;z);z€R}; B:f(—z—-1;2z+8,zeR)}; C:H(z+1;2z+8;z);z€R};
D:{(—1;8;0)}; E: Autre Réponse
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Question 15 : Soit le systéme a 4 inconnues réelles x,y,z et t
x—y+z—2t=-8
2x —y+3z+t =23 R
4x + 3y +5z—3t =7
S5x—2y+8z+5t=77
Alors 'ensemble des solutions de ce systéme est :
A:{(2z — 3t + 31; —z — 5t + 39; z: t); (2, t) € R*}; B:{(—22z + 3t + 31; z — 5¢ + 39; z; £); (=, t) € R?*};
C:{(—2z—3t+31;—z — 51+ 39; z; t); (2, t)) € R?*}; D:{(28; 34, 0; 1)}; E: Autre Réponse

Question 16 : Soit @ un nombre réel et n un entier naturel non nul et soit f la fonction définie
1—(14x)~"

sur 'intervalle [0; +co] de R parf(x) = { six >0

a six=240

La condition nécessaire et suffisante pour que f soit continue en O est :
Aza=-1 ; B:a=0 ; D:a=n+l ; E:Autre Réponse

On considére les matrices carrées d’ordre 2 suivantes -
i -1 1 1 —f2 1 o 1 ]

P=(—ﬁ 0 ﬁ),Q= —2 0 2] et A=(1 Q 1)
1 1 1 1 V21

4 '
Onpose: B = ;QAP . B est alors égale & :

1 0 0 VZ 0 ) 0 0 )
Ao 2 o 3}(0 -2 0 olo V2 o
0 0 —Z 0 o 1 0 0 —J/Z
VZ 0 0
D) o 0 1] E) Autre Réponse
0 0 —zZ
Questionls :

On considére l@nctionf définie sur R par :

FO) =0 et vxeR", f(x)=e &

Soit ( £f) la courbe représentative de f.
La tangente a (Cr) a 'origine a pour équation :

A} y=x B) w=-x C) y=x+1 D) w=0 E) Autre réponse
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§ __ ! -1 1
Question 18 : Soit P la matrice | —/2 0  +/Z|. P est inversible et son inverse P—1 est égale 3
1 1 1
J0o 1 1 J1 -2 1 J1 =2 1] [-1 vz
A Z1=VZ 0 VZlseigl-2 o0 z[;03|-2. o 2[;D);1-2 0 2
1«2 1 L1 V2 1 V2 V2 1 1 V2 1

E) Autre Répense

Question 20 : on effectue des tirages successifs et sans remise d’une boule dans une urne contenant
2 boules blanches et 3 boules noires. Soit X la variable aléatoire égale au rang de sortie de la

premiére boule blanche, et ¥ la variable zléatoire égale au rang de sortie de la seconde boule
blanche.

Aprés avoir déterminé la loi du couple (X,Y), calculer la covariance de X et ¥, Cov(X,Y)

b 1
Al ; B/-3 ; of= ; D/O

: E/ autre réponse
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~—6.—Lebaréme-suivant sera-adopté:-

Groupe ISCAE

CONCOURS D’ACCES ALA GRANDE ECOLE

- ANNEE 2013

MATHEMATIOUES II

DUREE : 3 heures

|

B2

1. Il n’est fait usage d’aucun document; Iutilisation de toute calculatrice et de tout
matériel électronique est interdite.

2. Seule I’utilisation d’une régle graduée est autorisée.
3. Les téléphones portables sont strictement interdits et doivent étre éteints.

4. Les réponses aux questions devront étre portées sur la grille distribuée en

complément du sujet.

5. Tl ne sera admis qu'une seule réponse par question.
q p

Répounse correcte: +2

Réponse fausse: =1

Pas de réponse: 0

Il y a 20 questions totalement indépendantes.
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Question 1 :

- Soit M,(R) I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 muni de sa structure d'espace vectoriel et
soit J la matrice : )
e ( 0 1)
1 0 o
On considére l'application S de M,(R) dans lui-méme qilﬁiva:s;ocie atout élément M de
M,(R) I'élément S(M) =IM]J
L'application S est un automorphisme de l'espace vectoriel M, (R) .

De plus, si M et N sont deux éléments quelconques de M, (R) ,ona :

S(MN)=S(M)S(N)
On consideére les éléments :

SRS N EE S A e

La matrice représentant l'automorphisme S dans la base (I,J, K, L) est alors égale & :

-10 0 1 0 0 0 1 00 0
01 0 0 0 -1 0 0 01 0 0

A4) B) &)
0 0 -1 0 0 0 -1 0 001 0
00 0 -1 0 0 0 -1

D) E) Autre réponse

L s L s R
o O = O
|
—
= O S O

Question 2 :

Soit f la fonction définie pour tout réel x par :
f(x)=e"In(l+e%)

Apres avoir déterminé l'expression de f'(x) + 7 (x) , pout tout réel x , (ot f'(x) est la dérivée de

de fenx ), on en déduit que l'intégrale impropre f :m f(x)dx converge vers :

A) ~]£12—3 B)2In2 ) %% D)3In5 E) Autre réponse
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Question 3 :

x ¥ %
On considére l'ensemble F des matricesde laforme M=| y z | ol x,yetz sontdes
£ 3 %

réels .
On note ¢ l'application linéaire de F dans R qui 4 toute matrice A de F associe le nombre :

3 2

i+ f
220" a,
i=1 j=1
ol g, désigne I'élément de la matrice A situé 4 l'intersection de la i"™ ligne et de la j™

colonne.
On note Ker ¢ le noyau de ¢ . La dimension de Ker ¢ est alors égale &

Al B) 2 €) 3 D) 4 E) Autre réponse

Question 4 :
Soit fk(x)HM six#1 et f(1)=0 ,okkeN-

Pour quelles valeurs de k, f, estcontinueenl ?

Ayke[2,4o] B)ke[l,+o] O kell,2] D)ke]l,+o]
E) Autre réponse

-—————Question-5— ' L
OD_ I‘appeﬂe que ’ il = M ez‘ iiz — n(n + 1)6(272 + ].)
=]

On considére un nombre ent:[er n =2 etune wne contenant n jetons numérotésde 1 an .
On extrait de cette ume successivement et sans remise 2 jetons et on désigne alors par :
N la variable aléatoire indiquant le numéro du premier jeton tiré ,

N, la variable aléatoire indiquant le numéro du second jeton tiré .

Onpose: Z=N;+ Nz

La variance de la variable aléatoire Z est alors égale a :

A) (n— 1)6(71 +3) B) (n+2)(n-3) ) (n+1D)(n-2) D) (n+ 5)6(72 - 4)

E) Autre réponse
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Question 6 : Pour neN, on pose :

La suite (S,) converge vers :

AY0O ; B)4e ; C) In2 . D)l

;  E) Autre réponse

Question 7 : Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre A=1.
Onpose: ¥ = In(e* —1)

Calculer E(X).
A) n2 B) 0

2

eln2 : D) e-1
2

: E/ Autre réponse

Question 8 : Pour tout réel m non nul, on définit la matrice 4 suivante :

\
o L1
m m
1
A=lm 0 —
m
m* m O

L’ensemble des valeurs propres de A4 est:
Al {-m,m} ; B/ {m,2Zm} ;

C/{m,2} ; D/{-1,2} ; E/ Autreréponse

Question 9 : Soit X, , X, ,

,X, nvariables aléatoires indépendantes et suivant la méme loi
*—"unj_forme-sur{'() z a} ot z-estun nombreréel non nul:

Omposz s T = Mol o 26y o} o6 AT
La variance de T, est:

2
A = 2
n+l

: £ ;  E) aufre réponse
n(n+2) a

Question 10 : Soient les matrices :

3 2 1 1 00
P=|2 0 -1|, D=[0 1 0| et M telle que M =PDP’
0 1 1 G 0 2

VneN : M" estlamatrice : A
A) M =(Z-DM+@-2 ;  BYM =(2+DM +(1-2")],
C) M =2"M + (1-2")],

C D) M =2"M + (1+27)]

>

;. E) Autre réponse
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Question 11 : Pour tout entier naturel 7, on pose I = .f:[Log(l o x)] dx
Log désigne le logarithme népérien. On cherche un équivalent de In quand » tend vers I'infini;

On pourra commencer par étudier la monotonie de la suite (In)n@q, puis par voir la relation de

récurrence liant I ,; & I, et enfin par trouver un encadrement de I,

Alors, un équivalent de I, quand # tend vers l'infini est:
2n+l L

A) %(Logfi)”“; B) %(Log2)”*‘; C) — D) E: Autre Réponse

My,
Question 12 : Pour tout entier naturel », on pose , = j o2
Log désigne le logarithme népérien. On cherche un équivalent de u, quand » tend vers l'infini;
On pourra comm??cer par remarquer que (Vx20) i <1; puis par étudier la convergence de la
suite (1), définiepar I = _Ll Log(1+ x")dx ; puis par voir la relation de récurrence liantu, a I,.

Alors, un équivalent de % quand n tend vers 'infini est:

2n+1
A) l(LogZ)”+1 : B) %(LogZ)"”; 8)) ;- D) Logz ;  E: Autre Réponse
n n n n
Question 13 : La somme S= Z o est égale a:
n
A) & ; B) e“E; £) %(e"’nge“‘g) s L) %(eﬁ—e“ﬁ) ;  E) Autre réponse
e désigne la base du logarithme népérien
Questlon 14 : La somme S= Z 1) est égale a:
?’I n+
T 2 2

Al B)2 ; €)— & D) —6—; E) Autre réponse

est égale a:

Question 15 : La somme S=
n=0 ( n+ 1)
1 i 1 1 R
A) e B) —; O) —(e+~) ; D) —(e——) ; E) Autre réponse
e 2 e 2 e

e désigne la base du logarithme népérien

Question 16: Calculer 1= [ jD F(x, y)dxdy
Dans le cas ol D est le friangle de sommets  0(0,0), A(1,0), B(0,1) et fx, ) = In(x+y+1)

B) -‘1; Gj i D)z E) Autre réponse

Y

A

[\8)
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Question 17: On se donne les matrices
_(0 1 _(16 -1
A (8 1) R B (232 —15)

soitP=(% ?
Les matrices inversibles P telles que P AP =B sont de la forme :

15b—d b, 8b+2d bY. ~f-15b—d b, 15b+d  2bY
(Tt D BCm 2 O tea o) P et 24)0
E) Autre réponse

Question 18 Soit f: RA {(0,0)} — R la fonction définie par :

=y

o= oy

Alors lim(x'y)._;(op}f(x, y) =
A0 ; B)1; Z)=1 § D)%, E)Autre réponse

Question 19 a, b, c et d étant des nombres réels, les matrices carrées A= (a;) d'ordre 4 qui

0 1 0 0
; 0 1 0
commutent avec la matrice J =
0 0 0 1
0 0 0 0

sont de ]a forme :

A)  al+bl; B) aJ +bJ>+cl®; C)al+bJ +cJ2+dJ*; D)al +bJ*; E) Autre réponse

Question 20 Soit f :R>-R la fonction définie par :

Jx,y) = 2844 2y*+2xy-X-y
J présente

A) un minimum local en A(1/6,1/6) ; B) un minimum global en A(1/6,1/6) ;
C) un maximum local en B(-1/6,1/6) ; D) un maximum global en B(-1/6,1/6) ; E)Autre réponse
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