Deuxiéme Bac Sc. Economie Fonctions Logarithmes f[M A l%- ]]

I. Fonction logarithme népérien
1) Définition :

. 1 : : .
La fonction X — — est continue sur l'intervalle ]0; +00[ . elle admet donc des primitives sur
X

cet intervalle

On appelle fonction logarithme népérien qu'on note In , la primitive de la fonction X — —qui
X

s'annule en 1 .
Conséquences :

e La fonction In est définie et dérivable sur ]0; +00[ ; sa dérivée est la fonction X — —
X

Vx € ]0;+00[ ; (In x)' =§
ln(l) =0
2) Premiére propriété de la fonction In

Pour tout X € |0;+o0] ,ln'(x)=§>0 )

Donc la fonction In est strictement croissante sur ]O; +oo[
Conséquences
Pour tous réels strictement positifs a et b ,ona:|lna=Inb<a=b et Ina<lnb < a<b|

Pour tout X>1 ,ona Inx>0 et pourtout 0<X<1 ,onaInx<0
Exercice 1 :

Résoudre dans R I'équation : In(3—-x) <0

Propriéteé :
Si U est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle | , alors la fonction

composée In(u) est dérivable sur | ctona: (ln(u)) L
u
Exercice 2 :

Dans chacun des cas suivants, préciser le domaine de définition de f et calculer sa dérivée
f(x)=In(x+4) ; f(x)=lnx+4 ; f(x)= ln(x2 +4) :

f(x):ln( 14] ; F(x)=In|x+4

X+
Propriétés :
Si U est une fonction dérivable sur un intervalle | et ne s'annule pas sur |l alors :
u 1
o Vxel : (1n|u|)'=—
u

N . u'(x) ,, .
e Les primitives de la fonction X — (L; s'écrivent sous la forme :
u(x

len‘u(x)Hc /cER

Exercice 3 :

. . . X
Soit f la fonction définie surR par f (X) =— 1
X
Déterminer toutes les primitives de la fonction f sur R
Exercice 4 : Soit f la fonction définie sur |—1;1] par f (x)= 21 .
X J—
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a. Déterminer deux réels a et b tels que f (X) = i—i—L
Xx—1 x+1

b. En déduire toutes les primitives de f sur ]— L 1[

c. Déterminer la primitive F de la fonction f qui vérifie F(O)zl

Exercice 5 :
Dans chacun des cas suivants, donner un intervalle sur lequel f a des primitives, et donner
une primitive de f

F(X) =52 F(X) =2 F(X) =0 ()

1
X1n X

3) Relations importantes
Propriétés
Soient a et b deux réels strictement positifs. On a :

ln(ab)=1na+1nb ln(%jz—lnb ln(%}zlna—lnb

ln(al xa, x...xan) :lnal +11182 +..._|_1nan
avec Q,,4,,...6ta, sont des réels strictement positifs

ln(a”):nlna , pour tout N de Z

Vr e Q;ln(ar) =rlna. en cas particulier ln(\/a) =%lna

Exercice 6 :
Simplifier les expressions suivantes :

ln2+ln% - In2+In4—In8 ln(%j+2lnx/§ ;1n(2+J§)+1n(2—J§)

Exercice 7 :
Soit f la fonction définie sur ]0;+o0] par f(X)=In X — /X
Etudier le signe de  f (x) .

4) Etude de la fonction In
e Théoréme admis: lim InX= +o0

X—+00
En déduire que : lim In X = —o0 la courbe admet une asymptote verticale d'équation X =0
x—07"
o Wxelttod 0< XL gon tim Mg

X \/; X—+o00 X

la courbe admet une branche parabolique de direction (OX) au voisinage de 400

Montrer que : lim XInx=0

X—0

e Lenombre € :
La fonction In est continue, strictement croissante sur ]0;—|—oo[ et ln(]O;—l—ooD = ]—oo;—l—oo

Donc I'¢équation In X =1 admet une seule solution dans ]O; +00[ qu'on note € :
e~ 2,7182818285...

e est un nombre irrationnel et Ine =1
Remarque:
Les valeurs approchées In2~0,7 et In3=1,1 sont a connaitre.

La tangente a la courbe de la fonction In au point d'abscisse 1 est (T) y=x-1

. . . . 1
La tangente au point d'abscisse € a pour équation : y =—X
€
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e Tableau de variation: e Courbe représentative:

X 0 1 e +r 3

Il 1 o
In(x) |1l (8] ’

Exercice 8 :
Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :

Inx<1 ; Inx=2 ; 3-Inx<8 ; In(2x+1)=1
ln(x2):—1 ; In(x(x+1))=0 ; Inx+In(x+1)=0

5) Propriétés
La fonction In est dérivable sur ]O;+oo[ . En particulier ,en 1 .

Donc hmM:ln‘(l)zlzl Lot lim In X _1
- X_l 1 Xx—1 X—l
__In(1+x)
hng—:l ( onpose h=1+Xx)
X—> X

Exercice 9 :
Déterminer les limites suivantes :

In X2 +1
lim— ; lim—-InXx ; llmln{ 2]
x->0" X X—+0 ) X—>-+00 3+2X

) . . 1-Inx . 1-Inx
lim ; lim ;i ;i
x-0" X In X x40 XIn X x>0" X X0 X

Exercice 10 :
Déterminer les limites suivantes :

. In*x . X ) ) 1
lim ; lim—Inx ; lim— ; lim
X0 X ) 0" X Inx =+ XIn® X

) X—1 )

lim Xln(—j : lim (Xln(x2 - X))
X—>+00 X X—0"

Théoréme
Pour tout entier naturel non nuln , on a:

. Inx )
lim——=0 et limXx"Inx=0
X—>+0 X Xx—0"

Exemples :

. Inx .
11m—2=0 et limx’lnx=0
X400 Y X—0"
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II. Etude et représentation de fonctions composées
Exercice 11 :

Soit f la fonction définie sur |I;+oo[ par f(x)= 1
XIn X

Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition. En déduire les
asymptotes a sa courbe (Cf )

Dresser le tableau de variation de f

Tracer (Cf ) ainsi que sa tangente au point d'abscisse €

Exercice 12 :
Dans tous les cas suivants, étudier et représenter graphiquement la fonction f :

emy X
a) f(x):]n(x—_lj ,b) F(x)=x"Inx 2 x>0 , ©) f(x)=ln‘x2—3x+2

X +1 f(O):O

II1.Fonction logarithme de base a

1. Définition
Soit a un réel strictement positif et différent de 1

La fonction définie sur ]0;—|—oo[ par X — in_x s'appelle fonction logarithme de base a. Notée: log,
na

2. Remarque :
La fonction logarithme népérien est la fonction logarithme de base € .En fait :

In x
VX e ]0,+OO[, loge (X) = E =InX
vaeR \{1} ; log,(a)=1
Et VreQ ; loga(ar): r
3. Propriétés:

soit @ un réel strictement positif et different de 1
Pour tout X et y de R etpourtout r de Q ,ona:

log, Xy =log, x+log, ylog, , log, X log, x—log,y , (Xr) =rlog, (X)
y

4. Etude de la fonction log,

Dérivée de la fonction log,

11
VX €10;+00| : |log, (X)|'=———
J0:-+o0c] : [log, (x)]'=1—=
Tableau de variation
Courbe représentative

5. Cas particulier : Fonction logarithme décimal

Définition
La fonction logarithme de base 10 , s'appelle fonction logarithme décimal notée log
Remarques
In(X
Vx € ]0,+o0] log x =log,,(x)= ln(l O) ln110 =0,434
VmeZ log10™ =m
Exercicell:

1. Résoudre dans R I'équation : Log (n — 2) + Log (n + 3) =2
X+Yy=65

2. Résoudre dans R xR le systeme :
logx+logy =3
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