


[ دالة عددية معرفة على مجال f     لتكن  ];a−∞  

)     إذا آان  )f xعندما يؤول ∞+ يؤول إلى x فإننا نكتب∞− إلى ( )lim
x

f x
→−∞

= ) أو ∞+ )lim f x
−∞

= +∞  

)               و تقرأ نهاية  )f x عندما يؤول ∞+ هي x إلى −∞  

)     إذا آان  )f xعندما يؤول ∞− يؤول إلى x فإننا نكتب∞− إلى ( )lim
x

f x
→−∞

= ) أو ∞− )lim f x
−∞

= −∞  

)و تقرأ نهاية     )f x عندما يؤول ∞− هي x إلى −∞  

 نهايات اعتيادية
   عددا صحيحا طبيعيا غير منعدمn      ليكن 

      lim n
x

x
→+∞

= +∞  

      lim n
x

x
→−∞

=   زوجيn إذا آان ∞+

       lim n
x

x
→−∞

=   فرديn إذا آان ∞−

        lim
x

x
→+∞

= +∞  

lim  أمثلة    
x

x
→+∞

= +∞        lim
x

x
→−∞

= −∞                      2lim
x

x
→+∞

= +∞        2lim
x

x
→−∞

= +∞   

               3lim
x

x
→+∞

= +∞        3lim
x

x
→−∞

= −∞   

 ∞− أو عند ∞+منتهية عند  النهاية - 2
             نشاط

) حيث fنعتبر الدالة                  ) 2
1f x
x

=  

  fCأرسم باستعمال احد البرامج المعلوماتية  -1

 أتمم الجدول التالي  -2
1001010  

121010  
91010  

10010  10  10-  10010-  91010-  
121010-  

1001010− x  

                    ( )f x  

   خلال الشكل و الجدول من
)ماذا تستنتج لـ  )f x عندما يأخذ  xيما أآبر فأآبر و موجبة أي عندما يؤول  قx إلى +∞  

)ماذا تستنتج لـ  )f xذ   عندما يأخxيما أصغر فأصغر و سالبة أي عندما يؤول  قx إلى −∞  

  

  
  

)ي آلتا الحالتين نلاحظ ف )f x نكتب 0 يؤول إلى   ( )lim 0
x

f x
→+∞

)   و = )lim 0
x

f x
→−∞

=  



             نشاط

) حيث fنعتبر الدالة                  ) 2
1
xf x

x
=

−
  

  fCأرسم  -1

  بها الجدولأملئخد قيما أآبر فأآبر وموجبة و  -2
                    x  

                    ( )f x  

  من خلال الشكل و الجدول 
)ماذا تستنتج لـ  )f x عندما يأخذ  xيما أآبر فأآبر و موجبة أي عندما يؤول  قx إلى +∞  

 لجدول   خد قيما أصغر فأصغر وسالبة  و أملئ بها ا
                    x  

                    ( )f x  

)ماذا تستنتج لـ  )f x عندما يأخذ  xيما أصغر فأصغر و سالبة أي عندما يؤول  قx إلى −∞  

  

  
  

)نلاحظ في آلتا الحالتين  )f xنكتب 2 يؤول إلى   ( )lim 2
x

f x
→+∞

)   و = )lim 2
x

f x
→−∞

= 

  ∞+ عند منتهية النهاية 
[ يحتوي حيز تعريفها على مجال من نوع fلتكن  [;a +∞  

) اذا آان  )f x إلى تؤولl عندما يؤول x فإننا نكتب ∞+ إلى( )lim
x

f x l
→+∞

)  أو = )lim f x l
+∞

=  

  ∞− عند ة منتهيالنهاية 
[ يحتوي حيز تعريفها على مجال من نوع fلتكن  [;a−∞  

) اذا آان  )f xتؤول إلى l عندما يؤول x فإننا نكتب ∞− إلى( )lim
x

f x l
→−∞

)  أو = )lim f x l
−∞

=  

  



  ملاحظات  
   *( )lim

x
f x l

→−∞
=  

y              منحنى الدالة يقترب أآثر و أآثر من المستقيم ذا المعادلة  l= عندما يؤول x إلى −∞  
  
  
  
  
  
  

*   ( )lim
x

f x l
→+∞

=  

y              منحنى الدالة يقترب أآثر و أآثر من المستقيم ذا المعادلة  l=  عندما يؤولx إلى +∞  

  
  
) زوجية فان f إذا  آانت -*  ) ( )lim lim

x x
f x f x

→−∞ →+∞
=  

)فردية فان f إذا  آانت -* ) ( )lim lim
x x

f x f x
→−∞ →+∞

= − 

       نهايات اعتيادية

( ) * 1 1 1; lim 0 lim 0 ; lim 0n nx x x
k n

x x x→−∞ →+∞ →+∞
∀ ∈ × = = =  

  خاصية
   عددا حقيقياlية و  دالة عددf   لتكن 

)  أو ∞+ في l تقبل نهاية fاذا آانت  •    فان هذه النهاية وحيدة∞−(

• ( ) ( )( )lim lim 0
x x

f x l f x l
→+∞ →+∞

= ⇔ − = 

• ( ) ( )( )lim lim 0
x x

f x l f x l
→−∞ →−∞

= ⇔ − =  

  تمرين    

)نعتبر           )
2

2
3 1xf x
x

− +
=  

)              بين أن  )lim 3
x

f x
→−∞

= −  

------------------------  
  الجواب 

  

( ) ( )
2

2 2
3 1 1lim 3 lim 3 lim 0

x x x

xf x
x x→−∞ →−∞ →−∞

− +
− − = + = =  

)اذن  )lim 3
x

f x
→−∞

=  

  
  
  



  قراءة نهايات مبيانيا: تمرين 
  * دالة عددية معرفة على fلتكن  
  من خلال الشكل  

)حدد  )lim
x

f x
→−∞

)      و           )lim
x

f x
→+∞

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  من خلال الشكل 
)المستقيمن    المنحنى يقترب م ) : 2D y )  إذن  ∞+ إلى x عندما يؤول = )lim 2

x
f x

→+∞
=  

)  إذن  ∞− إلى x   المنحنى يقترب من محور الأفاصيل  عندما يؤول  )lim 0
x

f x
→−∞

=  

  ي نقطةنهاية منتهية و لا منتهية لدالة ف - 3
             نشاط

) حيث fنعتبر الدالة                  ) 2f x x= و  ( ) 2
1g x
x

=  

  fCأرسم / أ -1

 أتمم الجدول التالي / ب
0,2  0,1  0,001 3010− 3010−− 0,001− 0,1−  -0,2  x  

                ( )f x  

) ماذا تلاحظ استنتج  من خلال الشكل و الجدول )
0

lim
x

f x
→

  

 أتمم الجدول التالي  -2   
0,2  0,1  0,001 3010− 3010−− 0,001− 0,1−  -0,2  x  

                ( )g x  

) ماذا تلاحظ تضنن  من خلال الجدول )
0

lim
x
g x

→
  

----------------------------- 
    من خلال الشكل و الجدول /1

)نلاحظ أن )f x عندما يؤول 0 تؤول إلى x 0 إلى   

)نقول إن نهاية  )f x 0 عند 0 هي  

) نكتب    )
0

lim 0
x

f x
→

=  

    من خلال الجدول/ 2
)نلاحظ أن )f x عندما ∞+ تأخذ قيما أآبر فأآبر  وموجبة أي  تؤول إلى 

   0 إلى xيؤول 
)نقول إن نهاية  )f x 0 عند ∞+ هي  

)   نكتب  )
0

lim
x

f x
→

= +∞ 

  



 نهاية منتهية لدالة في نقطة
[يحتوي حيز تعريفها على مجال من نوع دالة عددية  f  عددين حقيقين وl و a كنيل [;a aα α−  أو +

[مجموعة من نوع [ { };a a aα α− + α* حيث − +∈  

) إذا آان  )f xتؤول إلى l عندما يؤول x إلى a فإننا نكتب( )lim
x a

f x l
→

lim  أو =
a
f l=  

 خاصية 
 عددين حقيقين      l و a كنيل      

0
lim 0n
x
x

→
=  

) إذا آان )f x تفبلl في aعان النهاية وحيدة   

 نهايات اعتيادية
   عددا صحيحا طبيعيا غير منعدمn      ليكن 

      
0

lim 0n
x
x

→
=  

  أمثلة    
0

lim 0
x
x

→
=                   2

0
lim 0
x
x

→
=        3

0
lim 0
x
x

→
=   

  نهاية لامنتهية لدالة في نقطة
[يحتوي حيز تعريفها على مجال من نوع دالة عددية  f  عددين حقيقين وl و a كنيل [;a aα α−  أو +

[مجموعة من نوع [ { };a a aα α− + α* حيث − +∈  

) إذا آان  )f xعندما يؤول ∞+ تؤول إلى x إلى a فإننا نكتب( )lim
x a

f x
→

= lim  أو ∞+
a
f = +∞  

)  إذا آان )f xعندما يؤول ∞− تؤول إلى x إلى a فإننا نكتب( )lim
x a

f x
→

= lim  أو ∞−
a
f = −∞  

    النهاية على اليسار-النهاية على اليمين- 3
  نشاط  

) المعرفة بـ fنعتبر الدالة  ) ( )1 2
1

x x
f x

x
− +

=
−

  

    fDحدد  

  fCأنشئ    

) ماذا يؤول إلى  من خلال التمثيل المبياني حدد  )f x عندما يقترب x على اليمين1 من   

) ماذا يؤول إلىد   من خلال التمثيل المبياني حد )f x عندما يقترب x على اليسار1 من   

------------------  
  { }1fD = −  

  
 على اليمين إلا و 1     نلاحظ أن آلما اقتربنا من 

( )f xنهاية إن نقول 3ترب من  تق ( )f x عندما 

 نكتب 3 على اليمين هي 1 إلى xيؤول 
( )

1
lim 3
x

f x
+→

)        أو = )
1
1

lim 3
x
x

f x
→

=  

 على اليسار إلا و 1     نلاحظ أن آلما اقتربنا من 
( )f xاية  نهإن نقول -3ترب من  تق( )f x عندما 

 نكتب -3 على اليسار هي 1 إلى xيؤول 
( )

1
lim 3
x

f x
−→

= )        أو − )
1
1

lim 3
x
x

f x
→

= −
≺

  

  
  
  



  
  نشاط  

) المعرفة بـ fنعتبر الدالة  ) 1f x
x

=  

    fDحدد  

  fCأنشئ    

) ماذا يؤول إلى  من خلال التمثيل المبياني حدد  )f x عندما يقترب x على اليمين0 من   

) ماذا يؤول إلى  من خلال التمثيل المبياني حدد  )f x عندما يقترب xعلى اليسار0 من    

------------------- 
    *

fD = 

  
 على 0  نلاحظ أن آلما اقتربنا من     

)اليمين فان )f xإن نقول ∞+ؤول  ت 

)نهاية  )f x عندما يؤول x على 0 إلى 

) نكتب ∞+اليمين هي  )
0

lim
x

f x
+→

= +∞        

)     أو  )
0
0

lim
x
x

f x
→

= +∞  

 على 0     نلاحظ أن آلما اقتربنا من 
)اليسار فان )f x إن نقول ∞− تؤول 

)نهاية  )f x عندما يؤول x على 0 إلى 

) نكتب ∞−اليسار هي  )
0

lim
x

f x
−→

= −∞     

)  أو  )
0
0

lim
x
x

f x
→

= −∞
≺

  

  ن عددين حقيقييl و a كنيل      
) إذا آان )f xتؤول إلى l عندما يؤول xإلى a  فإننا نكتبعلى اليمين( )lim

x a
f x l

+→
)    أو = )lim

x a
x a

f x l
→

=   

) إذا آان )f xتؤول إلى lعندما يؤول x إلى a على اليسار فإننا نكتب( )lim
x a

f x l
−→

)  أو = )lim
x a
x a

f x l
→

=
≺

  

)ا آانإذ )f xعندما يؤول∞+ تؤول إلىxإلى a على اليمين فإننا نكتب( )lim
x a

f x
+→

= )أو ∞+ )lim
x a
x a

f x
→

= +∞   

)إذا آان )f xعندما يؤول ∞+ إلى تؤول x إلى a على اليسار فإننا نكتب( )lim
x a

f x
−→

= )أو ∞+ )lim
x a
x a

f x
→

= +∞
≺

  

)  إذا آان )f xندما يؤول  ع∞− تؤول إلىxإلى a على اليمين فإننا نكتب( )lim
x a

f x
+→

= )أو∞− )lim
x a
x a

f x
→

= −∞  

)إذا آان )f xعندما يؤول ∞− تؤول إلى x إلى a على اليسار فإننا نكتب( )lim
x a

f x
−→

= )أو ∞− )lim
x a
x a

f x
→

= −∞
≺

  

 نهايات اعتيادية
   عددا صحيحا طبيعيا غير منعدمn      ليكن 

      
0

1lim nx x+→
= +∞  



   
0

1lim nx x−→
=    زوجيا n    إذا آان ∞+

   
0

1lim nx x−→
=    فردياn    إذا آان ∞−

   
0

lim 0
x

x
+→

=        
0

1lim
x x+→

= +∞  

        أمثلة

                 20

1lim
x x+→

= +∞       30

1lim
x x+→

= +∞                  30

1lim
x x−→

= −∞     40

1lim
x x−→

= +∞  

  مبرهنة
  دالة عددية  f نتكل

   ( )lim
x a

f x l
→

)  تكافئ = ) ( )lim lim
x a x a

f x f x l
+ −→ →

= =  

   ( )lim
x a

f x
→

= ) تكافئ  ∞+ ) ( )lim lim
x a x a

f x f x
+ −→ →

= = +∞  

   ( )lim
x a

f x
→

= )  تكافئ ∞− ) ( )lim lim
x a x a

f x f x
+ −→ →

= = −∞  

  تمرين 
   دالة عددية حيث f   لتكن 

                                                   
( )
( ) 3

0

0

f x x x

f x x x

 =


= ≤
  

)   حدد  )
0

lim
x

f x
+→

) و  )
0

lim
x

f x
−→

)  استنتج  )
0

lim
x

f x
→

  

-- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- --  
  الجواب

( )
0 0

lim lim 0
x x

f x x
+ +→ →

= )   و   = ) 3

0 0
lim lim 0
x x

f x x
− −→ →

= )  ومنه = ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x f x
+ −→ →

= =  

)إذن  )
0

lim
x

f x
→

  

  تمرين 

) دالة عددية حيث  fلتكن       )
2 4

2
xf x
x
−

=
+

   

بين أن  - 1
2

lim 2 4
x

x
→−

− =  و −
2

lim 2 4
x

x
→−

− + =  

)استنتج  -2 )
2

lim
x

f x
−→−

) و  )
2

lim
x

f x
+→−

 

 −2 تقبل نهاية في fهل الدالة  -3
- - -- -- - -- -- - -- -- - -- -- - -- --  

  الجواب
نبين أن  -1

2
lim 2 4
x

x
→−

− = −  

2Xنضع   x= 2X   أي + x− =  
  0 تؤول إلى X فان - 2 أي xعندما يؤول 

2 0
lim 2 lim 4
x X

x X
→− →

− = −    

)و حيث أن ) ( )
0 0

lim 4 4 lim 0
X X

X X
→ →

− − − = =   فان 
0

lim 4 4
X

X
→

− =    اذن −
2

lim 2 4
x

x
→−

− = −  

نبين أن 
2

lim 2 4
x

x
→−

− + =  



     
2 0

lim 2 lim 4
x X

x X
→− →

− + = − +  

)   وحيث أن  )
0 0

lim 4 4 lim 0
X X

X X
→ →

− + − = − =  0
lim 4 44
X

X
→

− +    اذن =
2

lim 2 4
x

x
→−

− − =  

)نستنتج / 2    )
2

lim
x

f x
−→−

) و  )
2

lim
x

f x
+→−

  

)  لدينا  ) ( )( )2 2 242 2
2 2

x xxx f x x
x x

− +−
∀ − = = = −

+ +
  

)   ومنه  )
2 2

lim lim 2 4
x x

f x x
+ +→− →−

= − = −  

)   لدينا  ) ( )( )
( )

2 2 242 2
2 2

x xxx f x x
x x

− +−
∀ − = = = − +

+ − +
≺  

)  ومنه  )
2 2

lim lim 2 4
x x

f x x
− −→− →−

= − − =  

)لدينا / 3    ) ( )
2 2

lim lim
x x

f x f x
− +→− →−

  −2 لا تقبل نهاية في f  إذن الدالة ≠

       العمليات على النهايات-4
    نقبل جميع العمليات الاتية

  .        g و fعتبر دالتين ن           
  : لدينا النتائج التالية تكون∞− أو عند ∞+ على اليسار أو عند 0x على اليمين أو عند 0x أو عند 0xعند 

 
   نهاية مجموع-   أ

fنهاية   gنهاية  fنهاية g+  

l      'l  'l l+  

l      +∞  +∞  

l      −∞  −∞  

+∞  +∞  +∞  

−∞  −∞  −∞  

  شكل غير محدد  ∞−  ∞+

 ب- نهاية جداء
fنهاية   gنهاية  fنهاية g×  

l      'l  'l l×  

l    0l   lمع وضع إشارة∞  ∞+  ≠

l    0l   lإشارة مع وضع عكس∞  ∞−  ≠

  شكل غير محدد  ∞+  0

  شكل غير محدد  ∞−  0

+∞  +∞  +∞  

−∞  −∞  +∞  

+∞  −∞  −∞  

  ملاحظة:
λ حيث fλ   لحساب نهاية    آجداء الدالةfλ يمكن اعتبار ∋



x  الثابتة  λ→ التي نهايتها هي λ و الدالة f  
 ج- نهاية خارج

fنهاية   gنهاية  fنهاية
g

  

l      'l و ' 0l ≠  
'
l
l

  

l      +∞  0  

l      −∞  0  

0l  0  ∞+أو+  +∞   

0l   ∞−  +0  ∞− أو ≻

0l  0  ∞+أو−  −∞   

0l    ∞+  −0  ∞−أو  ≻

  شكل غير محدد  0  0

  شكل غير محدد  ∞+  ∞+

  شكل غير محدد  ∞−  ∞−

  شكل غير محدد  ∞−  ∞+

+∞  l 0 حيثl   lمع وضع إشارة∞  ≠

−∞  l 0 حيثl   lإشارة مع وضع عكس∞  ≠

   دالة جدرية– نهاية دالة حدودية -  د
) نتكل )P x  و( )Q x حدوديتين   

   ( ) ( )lim
x a

P x P a
→

=                 
( )
( )

( )
( )

lim
x a

P x P a
Q x Q a→

)    في حالة       = ) 0Q a ≠   

) هما على التوالي حديتيmbx و nax آانت إذا    )P x  و( )Q x  درجة فان الأآبر          

  ( )lim lim n
x x

P x ax
→+∞ →+∞

)   و     = )lim lim n
x x

P x ax
→−∞ →−∞

=  

  و 
( )
( )

lim lim
n

mx x

P x ax
Q x bx→+∞ →+∞

   و     =
( )
( )

lim lim
n

mx x

P x ax
Q x bx→−∞ →−∞

=  

    
  

  أمثلة 
                                      3 2 3 2

2
lim 3 1 2 2 6 1 9
x
x x x

→
− + − = − + − =  

                  
( ) ( )

( ) ( )

22

3 2 3 21

3 1 1 13 1 1 1lim
4 43 2 3 3 1 2 1 3x

x x
x x→−

− − − − +− − + −
= = =

−+ − − + − −
  

                               

5 2 5

7 3 7

lim 4 3 5 1 lim 4

lim 3 7 31 lim 3
x x

x x

x x x x

x x x x
→+∞ →+∞

→−∞ →−∞

− + − + = − = −∞

− + − + = − = +∞
  



         

5 2 5
3

2 2

7 3 7

9 2 9 2

4 3 5 1 4 4lim lim lim
33 1 3

3 7 31 3 3lim lim lim 0
3 4

x x x

x x x

x x x x x
x x x

x x x x
x x x x

→+∞ →+∞ →+∞

→−∞ →−∞ →−∞

− + − + − −
= = = −∞

− +
− + − + − −

= = =
+ −

  

                                
5 2 5

5 4 5
7 3 5 1 7 7lim lim

33 1 3x x

x x x x
x x x→+∞ →+∞

+ − +
= =

− +
  

   تمرين
     حدد النهايات

 

          ( ) ( )5 2lim 1 2 5
x

x x
→−∞

− − +         5 1lim 7 3
x

x
x→+∞

+ +              
2

23
lim

6x

x x
x x→

−
+ −

      

             lim
x

x x
→+∞

−             20

3lim
x x x+→ − +

          
1

2 5lim
1x

x
x+→

−
−

          
2

1lim
2x x−→ −

       

                                     

2

2 21 1

2 2 31 0

2 1lim ; lim
2 3 2 3

3 2 1 1lim lim
3 2

x x

x x

x x x
x x x x
x

x x x x− +

→ →−

→ →

+ − +

+ − − −
−  − 

− +  

  

  وابالج
حدد النهاياتن      

2 لدينا    *

3
lim 9 3 6
x
x x

→
− = − 2    و   =

3
lim 6 9 3 6 6
x
x x

→
+ − = + −    ومنه      =

2

23

6lim 1
66x

x x
x x→

−
= =

+ −
  

* 5 5lim 7 3 lim 7
x x

x x
→+∞ →+∞

+ = =   و ∞+
1lim 0

x x→+∞
5   ومنه = 1lim 7 3

x
x

x→+∞
+ + = +∞  

* 2 2lim 2 5 lim 2
x x

x x
→−∞ →−∞

− + = − = )و  ∞− )5 5lim 1 lim
x x

x x
→−∞ →−∞

− = − = )ومنه∞+ ) ( )5 2lim 1 2 5
x

x x
→−∞

− − + = −∞  

2x آان إذا* 2 فان ≻ 0x −  ومنه ≻
2

lim 2 0
x

x
−

−

→
−  إذن   =

2

1lim
2x x−→
= −∞

−
  

نحدد* 
1

2 5lim
1x

x
x+→

−
−

  

+∞                          1                      −∞  x  
               +             0         -  1x −  

ومنه 
1

lim 1 0
x

x
+

+

→
−  و  لدينا =

1
lim 2 5 3
x

x
+→

− =  إذن  −
1

2 5lim
1x

x
x+→

−
= −∞

−
  

lim  نحدد *
x

x x
→+∞

−  

)  نحصل على الشكل الغير المحدد  )+∞ −∞  

  ( )lim lim 1
x x

x x x x
→+∞ →+∞

− = lim وحيث −
x

x
→+∞

= lim و ∞+ 1
x

x
→+∞

− = lim فان ∞+
x

x x
→+∞

− = ∞  

21 نحدد  *

1lim
2 3x

x
x x→−

+

− −
 نحصل على الشكل الغير المحدد x بتعويض 

0
0

  

{ } ( )( )2
1 1 11;3

1 3 32 3
x xx

x x xx x
+ +

∀ ∈ − − = =
+ − −− −

  



21   ومنه  1

1 1 1lim lim
3 42 3x x

x
xx x→− →−

+
= = −

−− −
  

 نحدد *
2

21

2lim
2 3x

x x
x x→

+ −

+ −
 نحصل على الشكل الغير المحدد x بتعويض 

0
0

  

2   ومنه الحدوديتان   2x x+ 22 و − 3x x+ 1x تقبلان القسمة على − −  
( )( )
( )( )

2

21 1 1

1 22 2 3lim lim lim
1 2 3 2 3 52 3x x x

x xx x x
x x xx x→ → →

− ++ − +
= = =

− + ++ −
  

2 نحدد * 30

1 1lim
x x x+→

 − 
 

  

2 لدينا  30 0

1 1lim ; lim
x xx x+ +→ →

= +∞ = )نحصل على الشكل الغير المحدد  و منه ∞+ )+∞ −∞  

 2 3 20 0

1 1 1 1lim lim 1
x x xx x x+ +→ →

   − = −     
20  وحيث  0

1 1lim ; lim 1
x x xx+ +→ →

 = +∞ − = −∞ 
 

  

2 فان  30

1 1lim
x x x+→

 − = −∞ 
 

  

21نحدد *

3 2lim
3 2x

x
x x−→

−

− +
  

2لدينا 
1 1

lim 3 2 1 lim 3 2 0
x x

x x x
→ →

− = − + =  

+∞            2             1                −∞ x  
       +        0    -       0+           2 3 2x x− + 

2ومنه 

1
lim 3 2 0
x

x x
−

−

→
− + 21 إذن                              =

3 2lim
3 2x

x
x x−→

−
= −∞

− +
 

   نهايات الدوال اللاجدرية– 6
  خاصية    

] دالة عددية  معرفة على مجال من شكل f  لتكن  [;a +∞  

)إذا آانت  )lim
x a

f x l
→

0l و  = )فان    ≤ )lim
x a

f x l
→

=  

)إذا آانت  )lim
x a

f x
→

= 0l و  ∞+ )فان    ≤ )lim
x a

f x
→

= +∞  

  : ملحوظة 
   على اليسارa على اليمين أو a أو الى ∞− أو الى ∞+ يؤول الى x   الخاصية تبقى صحيحة اذا آان 

  :ثلة أم
 لنحسب      

2
lim 1 4
x

x
→−

−  

لدينا 
2

lim 1 4 9
x

x
→−

−  ومنه =
2

lim 1 4 9 3
x

x
→−

− = =  

2lim حسبلن      3 5 4
x

x x
→−∞

− +  

2لدينا  2lim 3 5 4 lim 3
x x

x x x
→−∞ →−∞

− + = = 2lim ومنه ∞+ 3 5 4
x

x x
→−∞

− + = ∞  

 لنحسب     
0

1lim 1
x x−→

−  

لدينا 
0

1lim 1
x x−→

− =   و منه ∞+
0

1lim 1
x x−→

− = +∞  

  



  النهايات والترتيب - 7
          f و g و h عددية  و  دوال ] [ { }0 0 0;I x x xα α= − +   ضمن حيز تعريف هذه الدوال −

) , Iمنxإذا آان لكل        *   ) ( )f x l u x− ) و آان ≥ )
0

lim 0
x x

u x
→

) فان = )
0

lim
x x

f x l
→

=  

)إذا آان        *   ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x g x l
→ →

= f وآان = h g≥ ) فان I على ≤ )
0

lim
x x

h x l
→

=  

) , Iمنxإذا آان   لكل        *   ) ( )f x u x≥ و آان ( )
0

lim
x x

u x
→

= ) فان ∞+ )
0

lim
x x

f x
→

= +∞      

) , Iمنxإذا آان   لكل        *   ) ( )f x u x≤ و آان ( )
0

lim
x x

u x
→

= ) فان ∞− )
0

lim
x x

f x
→

= −∞      

       ملاحظة
   على اليسار0x على اليمين أو عند 0x أو عند ∞− أو عند ∞+الخاصيات السابقة تبقى صالحة عند 

   بالمجموعة المناسبةIعويض  مع ت
  أمثلة

lim نحسب *    sin
x

x x
→+∞

+  

2sinx    لدينا الدالة  x→ لا تقبل نهاية   
1    ونعلم   أن  sin 1x x∀ ∈ − ≤ 1   ومنه ≥ sin 1x x x x− ≤ + ≤ +  

lim    و حيث  1
x

x
→+∞

− = lim فان ∞+ sin
x

x x
→+∞

+ = +∞  

 أن نبين*   
2

2
2 sinlim 2

1x

x x
x→+∞

+
=

+
  

      لدينا   
2

2 2
2 sin sin 22

1 1
x x x
x x
+ −

− =
+ +

  

       sin 2 sin 2x− ≤ sin   وحيث أن + 1x sin  فان ≥ 2 3− ≤  

  

2   ومنه  2
sin 2 3

1 1
x

x x
−

≤
+ +

  أي  
2

2 2
2 sin 32

1 1
x x
x x
+

− ≤
+ +

  

2   و حيث 
3lim 0

1x x→+∞
=

+
  فان 

2

2
2 sinlim 2

1x

x x
x→+∞

+
=

+
  

 مثلثيةنهايات  - 8
  خاصية/ أ

  a لكل عدد حقيقي       
   lim sin sin

x a
x a

→
lim    و    = cos cos

x a
x a

→
=  

 حيث a  لكل عدد حقيقي 
2

a kπ π≠ k   و + ∈  

    lim tan tan
x a

x a
→

=  

  أمثلة 

4

2lim sin sin
4 2x

x
π

π

→−

 = − = − 
 

   
0

lim cos cos0 1
x

x
→

= =  

lim tan tan 0
x

x
π

π
→

= =  

;نقبل/ ب sin tan
2 2

x x x xπ π− ∀ ∈ ≤ ≤  
  



نحدد ل 
0

sinlim
x

x
x→

  

; لدينا  sin tan
2 2

x x x xπ π− ∀ ∈ ≤ ≤  
 ومنه 

1 1 1
tan sinx x x

≤ 0x  حيث ≥ ≠  

 وبالتالي 
sin sin sin
tan sin
x x x
x x x
≤     أي أن ≥

sincos 1xx
x

≤ ≤  

  و حيث أن 
0

lim cos 1
x

x
→

sin و x و   = x فان  0 لهما نفس الإشارة بجوار
0

sinlim 1
x

x
x→

=  

20 لنحدد *

1 coslim
x

x
x→

−
  

        

2
2

2 20 0
0

2sin sin1 cos 12 2lim lim lim
2

2
x x

x

x x
x

xx x→ →
→

 
 −

= = × 
 
 

  

      نضع 
2
xX   ومنه =

2 2

2 20 0
0

2sin1 cos 1 sin 12lim lim lim
2 2x x

X

x
x X

Xx x→ →
→

−  = = × = 
 

  

  لنحدد  *
0

tanlim
x

x
x→

  

      لدينا   
0 0

tan sin 1 1lim lim 1 1
cos 1x x

x x
x x x→ →

= × = × =  

   خاصية 

0

sinlim 1
x

x
x→

             و =
0

tanlim 1
x

x
x→

20           و      =

1 cos 1lim
2x

x
x→

−
=  

  نتيجة 

0

sinlim 1
x

ax
ax→

            و             =
0

tanlim 1
x

ax
ax→

=  

  تمرين    

  حدد       
0

2

sin 3 cos 2lim ; lim
3 1 sinx x

x x
x xπ→ → +

  ،  
0

sin 3lim
4x

x
x→

        
2

20

sinlim
3x

x
x→

   ،    
0

sinlim
sin 3x

x
x→

    ،    

0

tan 3lim
sin 2x

x
x→

،          
0

1 cos 2lim
x

x
x→

−
        




