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I.  !�
  إ#�ا"��ت ��% :- إ#�ا"��ت �

'ى:-أ��س �)
'ى .1(� *+,�  

iإذا ���� :1/,�.-
�

jو
��

)������� ��� ���������� ��ن ا
�وج  ),i j
� ��

 

�ى.����
  "��! أ���� 

�ى و  Oإذا ���� :�2.-/,���
)��$# �� ا ),i j
� ��

�ى ��ن  ����
أ��س 

( ), ,O i j
� ��

�ى.���
�'  �& ا(� �  ھ

                                                         *���� ���,
� *+,�  

  
2. : %�
�*� :/,�.- إ#�ا"��ت �

( ), ,O i j
� ��

+�,- ���(�OI i=
��� �

 

OJو j=
���� ��

#$�� .*
.M  ى����
�� ا

�2/ زوج و�0/"( ),x y  

:+�,-OM x i y j= +
����� � ��

ا
�وج و  

( ),x y�4إ0/ا ��' �M& ا
�5$#ھ(�
)�& ا ), ,O i j
� و    ��

6�*�( ),M x y  

7�+�	�ل� &� :ABC ���� 3إذا 2AM AB AC= −
����� ���� �����

   
  #$�5
�' ��Mن زوج إ0/ا��4& ا(�
)�& ا ), ,A AB AC

�� ���� ������)ھ )3, 2−.  

3. : !�
� �
  إ#�ا"�

�*� �1�2  و /,�.-:( ),i j

� ��
#���� .*
�ى. ����
uأ���� 
�

�2/ زوج  "

)و�0/ ),x y +�,-u xi yj= +
� ��� ���

)وا
�وج ),x y  &��4زوج إ0/ا !��"

#����
uا
�

)و �*�6  ),u x y
�

إذا  

)��ن ),u x y
�

)و  ),u x y′ ′ ′
��

��ن:  

u u ′=
� ��

xت*��8 x ′= 
yو y ′=.  
  

AB#�ا"�
� ا��
�! إ .4
����

:  
: �1�2 �*�
( ), ,O i j

� ��
���.إذا ����(�( ),A AA x y و( ),B BB x y 

) ��ن: ),B A B AAB x x y y− −
����

  

)إذا ���� �	�ل: )1, 4A )و− )3,7B )��ن − ),B A B AAB x x y y− −
����

  

)أي أن )( )3 1,7 4AB − − − −
����

 &
��
) و -� )4,11AB −
����

  

4 و�5;: 11AB i j= − +
���� � �

  

5. ��
!�
��:-إ#�ا"��ت ���'ع ���
�د # �5  !�
  إ#�ا"��ت �7ب �
)�)�=� �& ا>��س �	�ل: ),i j

� ��
  �������
)ا )3, 2u −

�
)و  )5,1v −

�
 

: #�
��
u 0/د زوج إ0/ا��4& ا
�����ت ا v+
� �

5uو  
�

3و    2u v−
� �

    

) ا�9'8  : )3, 2u −
�

 &5("3 2u i j= −
� � �

  

( )5,1v −
�

 &5("5v i j= − +
� � �

  

3و�5; :  2 5 2u v i j i j i j+ = − − + = − −
� � � � � � � �

)أي :   )2, 1u v+ − −
� �

  

 #����
5uزوج إ0/ا��4& ا
�

�)ھ )( )5 3,5 2× )أي − )5 15, 10u −
�

  

3 2 9 6 10 2 19 8u v i j i j i j− = − + − = −
� � � � � � � �

)أي :   )3 2 19, 8u v− −
� �

 

6. : ,%: -;
�� �
  إ#�ا"�
)إذا ���� �1�2 : ),A AA x yو( ),B BB x y   

]�A�5@ ا
�$)# Mو ]AB :ن��,
2 2

A B A Bx x y y
M

+ + 
 
 

  

]�A�5@ ا
�$)# M 0/د زوج إ0/ا��4&�	�ل: ]AB   

( )3,1A و( )1,2B −  

; ا��'اب :
2 2

A B A Bx x y y
I

+ + 
 
 

  &5("3 1 2 1
;

2 2
I

− + 
 
 

  &5("3
1;

2
I  
 
 

  

7. :��
%�  ا��)���8  5 �
: �1�2�*�
( ), ,O i j

� ��
��� ��)��/ا ����B5. إذا ����: (�  

 ( ),A AA x yو( ),B BB x y :ن��( ) ( )2 2

B A B AAB x x y y= − + −  

)ا
����# -�� ا
�5$����	�ل: )3,1A و( )1,2B �' ��)��/ ��B5' ھ&: −(� &�  

( ) ( )2 2

B A B AAB x x y y= − + )أنأي − ) ( )2 2
1 3 2 1AB = − − + −  

 :&
��
17ABو -� = 

�.��/1:  'B5�� /��(�� '�(� !
�5�ب إ�
�ى ا���
)�& ا ); ;o i j
� �

 

  :D�5
)�)�=� ا )1,2A,( )3, 1B − −,( )3, 2C − �������
)وا )2,3u −
�

)و  )2, 4v
�

   

1.  #$�5
0D +�0AB/د زوج إ0/ا��4& ا BD=
���� ����

  
]�0I  @A�5/د زوج إ0/ا��4&  .2 ]AB  

3. :#�
��
 BCو  ACو AB أ6�0 ا
�����ت ا

/"�5 :1 ا�9'8  :( AB BD=

���� ����
 : �5"/
) و  );B A B AAB x x y y− −

����
  

( )3 1; 1 2AB − − − −
����

  &5("( )4; 3AB − −
����

  

( );D B D BBD x x y y− −
����

  &5("( )3; 1D DBD x y+ +
����
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  : �5"/
AB و BD=
���� ����

اذن :  
3 4

1 3
D

D

x

y

+ = −
⇔  + = −

7

4
D

D

x

y

= −
 = −

  

2( ;
2 2

A B A Bx x y y
I

+ + 
 
 

  &5("1 3 2 1
;

2 2
I

− − 
 
 

  &5("1
1;

2
I  − 
 

  

3( ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
3 1 1 2 16 9 25 5B A B AAB x x y y= − + − = − − + − − = + = =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
3 1 2 2 4 16 20C A C AAC x x y y= − + − = − + − − = + =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
3 3 2 1 36 1 37C B C BBC x x y y= − + − = + + − + = + =  

II. :��
!�
�  ����
  =�ط ا�

�*� �1�2  و /,�.-:( ),u x y

�
)و  ),v x y′ ′

�
 �������  

�5�ب إ
! ا>��س �
�ى ا���
)�� ا ),i j
� ��

  

u
�

vو 
�

���������0xyن إذا و ��D إذا ��ن:  x y′ ′− =  

xyا
)/د xy′ ′− ������
�u"��! �,/دة ا
�

vو 
�


G��س  #=�5
�-( ),i j
� ��

  

)و �*�6:  )det ,
x x

u v xy x y
y y

′
′ ′= = −

′
� �

  

)�)�=� �& ا>��س �	�ل: : ),i j
� ��

  �������
)ا )3, 2u −
�

)و  )6,4v −
�

  

uھ.
�

vو 
�

  ��������� ؟ 
  :  �,�6 ا
�,/دة : 1ط�"�#  ا��'اب :

 ( ) ( ) ( )3 6
det ; 3 4 6 2 12 12 0

2 4
u v

−
= = × − − × − = − =

−

� �  

uو�5; 
�

vو 
�

 ���������  
) : 2ط�"�#  )3, 2u −

�
 &5("3 2u i j= −

� � �
  

( )6,4v −
�

 &5("6 4v i j= − +
� � �

  

( )6 4 2 3 2 2v i j i j u= − + = − − = −
� � � � � �

uو�5; 
�

vو 
�

 ���������  

�.��/2:   'B5�� /��(�� '�(� !
�5�ب إ�
�ى ا���
)�& ا ); ;o i j
� �

  

  :D�5
�1)�=� ا
,3

2
A
 
 
 

,( )2, 2B − −,( )1,4C  #����
)و ا )1,3u
�

  

0x  +�,-u/د  .1
�

)و   )2,5v x −
�

  ���������ن 

2.  D�5
  �������#Cو  Bو A-�� أن ا

u) 1ا��'اب :
�

vو 
�

  : &5(" ���������( )det ; 0u v =
� �

  

 : &5("1 2
0

3 5

x −
=  : &5("( )5 1 3 2 0x× − − =   

 : &5("5 3 6 0x− + =  : &5("11

3
x =  

2( 1
2 ; 2 3

2
AB

 − − − − 
 

����  &5("5
; 5

2
AB

 − − 
 

����  

   1
1 ;4 3

2
AC

 − − 
 

����  &5("1
;1

2
AC

 
 
 

����  

( )
5 1

5 5
det ; 02 2

2 2
5 1

AB AC
−

= = − + =
−

���� ����  

ABو�5; 
����

ACو
����

  : &
��
  ��������� و-�
 D�5
  �������#Cو  Bو Aا
III. : !�
�%  و ����* �,�ف 8
(�  

1. :*��
(��  !9'�  !�
�  
:-.�,/ �*�
( )D���J��K� ���$�� �� ��" �������A وB.  

#���� .�u
�

 #����
���AB �5)/�# و �������# �L ا
����

  ت��!  
'������
 #�2�� #����( )D.  


M أن N� ل���( )D�� ��"A �2; -�
����#و �u
�

   M
N� �5"/
  و

AB
����

'������
 #�2�� #����( )AB.  

)�)�=� ا
�����'�	�ل: )D ;�
1yا
Nي �)�د x= −  

) 0/د ����# ���2# ل )D  

)ا
�5$��نا��'اب: )1;0A  و( )0; 1B −!
)ت����5ن إ )D.  

)إذن:  )1; 1AB − −
����

'������
 #�2�� #����( )D.  

:-.�,/�*�
A ى و����
��u$# �� ا
�

 .#�/(5� ��� #����  

 D�5
�P# ا���MQ�,ت &�
�ى ا���
��AM ا tu=
����� �

 �0+t ∈ℝ.  

2; -�
����# Aھ& ا
�����' ا
��ر ����
uو ا
�

).و �*�6 );D A u
�

  

2. :*��
  /�	�? �8را�
�ي ��)
)�)�=� ا
�5$#�	�ل: )3; 5A و  −

#����
)ا )2;3u −
�

  

'������
)0/د ت�S�7 -�را���ي  );D A u
�

   

): ا��'اب )3 2
;

5 3

x t
t

y t

= −
∈ = − +
ℝ  

)�. �����' �+A'ظ : )D.#"را����=
  "�=. �� U ���"# �� ا
��T�7ت ا

�ى  :3/��.����
)�& ا ); ;o i j
� �

  :D�5
)�)�=� ا )2,1A −,( )3,7B 

������' �0/د ت�T�7 -�را����" .1
 ( )AB 

2.  Lت��ط D�� 0/د'�����
) ا )AB'�(�
�ري ا,� L�  

)  )1ا��'اب : )3 2;7 1AB + −
����

 
 : &5("( )5;6AB

����  

 #$�5
)ا
�����' "�� �� ا )2,1A ABو −
����

  ;
 #�2��  

)اذن : ) ( )2 5

1 6

x t
AB t

y t

= − +
∈ = +
ℝ  

2( :.�V��<ر ا�,� L� Lط���
6 أ) ا 1 0y t⇔ = + =1

6
t = −  

5 2x t= − &5("17

6
x = −
���17طL ھ& : و�5; ��$# ا

,0
6

C − 
 

  

�ر ا>رات�6 :,� L� Lط���
5 أ) ا 2 0x t⇔ = − =2

5
t =  

6 1y t⇔ = + &5("2 17
6 1

5 5
y= × + 17و�5; ��$# ا
���طL ھ& : =

0,
5

D 
 
 

  

IV. �5 ا *��

'ى:�,�د�  د.�Bر/�  ��)(��  
: �1�2 �*�
( ), ,O i j

� ��
'����� .�.���(�( )D  #
�ى 
; �)�د���
 �& ا

 .*W
�! اP0ax by c+ + =+�00a≠ 0أوb ≠  #
 ھ& �)�د

'������
)د"*�رت�#  )D.( );u b a−
�

��2# ل  � #����( )D  

�' ا
��)��/ ا
��B5' : �1	�ل:4/��.�(�
)�)�=� �& ا ), ,O i j
� ��

 D�5
 ا

 ( )2;4A   و( )5; 1B −'������
)0/د �)�د
# د"*�رت�#  )AB. 

    1ط�"�#ا��'اب :

( ) ( ),M x y AB∈ &5("AM
�����

ABو  
����

 ����������  

 &5("( )det ; 0AM AB =
����� ����

  &5("2 3
0

4 5

x

y

−
=

− −
)>ن:  )2, 4AM x y− −

�����
)و  )3, 5AB −

����
  

 &5("( ) ( )5 2 3 4 0x y− − − − =  &5("5 10 3 12 0x y− + − + =  

 &5("5 3 22 0x y− − + =( )AB

�! ا
W*. ::2ط�"�#  P 6�*ت '����� #
�' أن �)�د(�0ax by c+ + =( )AB

و�)�' أن :   
 

( )3, 5AB −
����

 :  ;
 #�2�� #����( ),AB b a−
����
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اذن  :

 
3b− 5aو = = اذن  : −

 
3b = 5aو − = −  

و�5;:
 ( )AB 5 3 0x y c− − + =  

  �P +,=
"�6 اXن ا
 
c    :أن '�(�( )A AB∈ Q�,اذن ا0/ا��4ت; ت  

  : #
)ا
�)�د )AB 5 2 3 4 0c− × − × + = : &5("

 

22c =  

و�5;:
 ( )AB 5 3 22 0x y− − + =  

�' ا
��)��/ ا
��B5' : �2	�ل:5/��.�(�
)�)�=� �& ا ), ,O i j
� ��

 #$�5
  ا

 ( )1;2A   #����
)و ا )2;1u −
�

  

1. '������
) 0/د �)�د
# د"*�رت�#  )D  : #$�5
)ا
��ر �� ا )1;2A 

  #����
�-  ;2��
uو ا
�

  

2.  #$�5
)ھ. ا )0;5B  '������
)ت��5&  )D؟  

)0/د ��$# أ�Yى ت��5& ل  .3 )D    

):  1ط�"�#)1:ا��'اب  ) ( ),M x y D∈ &5("AM
�����

uو  
�

 ����������  

 &5("( )det ; 0AM u =
����� �

  &5("1 2
0

2 1

x

y

− −
=

−
)>ن:  )1, 2AM x y− −

�����
  

 &5("( ) ( )1 1 2 2 0x y− + − =  &5("1 2 4 0x y− + − =  

 &5("2 5 0x y+ − =( )D

�! ا
W*. ::2ط�"�#  P 6�*ت '����� #
�' أن �)�د(�  

 ( )D

 

0ax by c+ + و�)�' أن : =
 

( )2,1u −
�

 :  ;
 #�2�� #����
 ( ),u b a−
�

اذن  :  
 

2b− = 1aو − اذن  : =
 

2b 1aو = =  
و�5;:

 1 2 0x y c+ + =    �P +,=
"�6 اXن ا
 
c

  
�' أن: (�( )A AB∈  : #
2اذن ا0/ا��4ت; ت,�Q ا
�)�د 4 0c+ + =  

: &5("

 

5c=−:;5و�
 ( )D 2 5 0x y+ − =

  2(
 ( )0,5 ????B  

  #$�5
�ض -�0/ا��4ت ا(�B   '�����
)�& �)�د
# ا )D  

0 2 5 5 10 5 5 0+ × − = − = ≠

 

اذن :
 ( )B D∉

  
3��[���
 &$(�(x �P +,=و� #��\y  #
)�& �)�د )D]*(
  أو ا

 L^� : T7�1x =
 

  &5("2 4y=   &5("2y و�5; :=
 ( ) ( )1;2C D∈  

: �1�2 �*�
( ), ,O i j
� ��

��� و(�a وb وc  #����0 ادا/Pأ  

0+�0a 0b أو ≠ ≠ D�5
�P# ا���.( );M x y+�,-0ax by c+ + =  
 #����
�- ;2�)ھ& �����'  � );u b a−

�
.  

�' ا
��)��/ ا
��B5' �	�ل: :6/��.�(�
)�)�=� �& ا ), ,O i j
� ��

  '�����
  ا

( )D  :  ;�
2ا
Nي �)�د 5 4 0x y− + =  

1.   '������
 #����
�-  #�2�)0/د ����# � )D  

2.   '�����
)أر�' ا )D 

0ax)1ا��'اب:  by c+ + =              2 5 4 0x y− + =  

اذن :
 

2a=5وa و�5;  : −=
 

( ) ( )5,2 ,u u b a⇔ −
� �

��2; ل �( )D  

����J ت����5ن ل  2�K� ���$�� �P +,=

��' ا
�����' "*J& ا(( )D  

V. :�����
(��  �C(�  ا�و�7ع ا�
 &�[�V )��ل��ازي �������� -���! تP #رط�J

�/ ت)��� �& ا
�5# ا  

  �)�د
����� ا
��A�Kة.

 : �1�2�������
)��)�=� ا ) : 0D ax by c+ + )و = ) : 0ax by c′ ′ ′∆ + + =  

( )D  و( ��0�از"�ن إذا و ��D إذا ��ن:∆(ab a b′ ′− =.  

)�8ھ�ن: )و ∆( )D  ���
 �������
�از"�ن ")5& أن ا
������� ا��  

)�������ن أي أن:  ),U b a−
���

)و   ),V b a′ ′−
��

0ab ���������ن.")5& أن: ab′ ′− =  

)�)�=� ا
�������� :�1	�ل ) : 2 6 0D x y− + )و = ) : 2 4 1 0D x y′ − + + =     

  ��-( ) ( )D D′�  
'ابا��

  ( ) ( )2 2 4 1 4 4 0− × − − × = − )اذن:   = ) ( )D D′�  

�.��/7:  /��(�� '�(� !
�5�ب إ�
�ى ا���
 �)�=��& ا
)��B5' ا
�������ت: ) 0236:1 =++ yxD   و( ) 0123:2 =−− yxD      

     : #�
��
)و ا
D�5 ا )2,1A      و( )2,3 −B  
)-�� أن  .1 )1D و( )2D    ���(ط)�ن و 0/د ��$# ت��ط����  

2.  '������
)0/د �)�د
# د"*�رت�#  )AB  .  
3.  ���������
 &=�5
�_L ا
)0/د ا )1D  و( )AB      .  

������'    �0/د ت�T�7 -�را ���" .4
( )ا
��ر ��  ∆( )2,1C  
 '������
�ازي �
)و ا )1D   . 

ا��'اب
1(

:
  ( ) ( )6 2 3 3 12 9 21 0× − − × =− − =− )اذن:  ≠ )1D و( )2D ط)�ن����  

:#�
��

�,/"/ ��$# ا
���طL �,. ا
�B5# ا
 

6 3 2 0

3 2 1 0

x y

x y

+ + =
 − − =

  

6 3 2

3 2 1

x y

x y

+ = −
 − =

)1(  #�B5
  و���)�. ا0/ى ا
$�ق 
,. ھNه ا

) #�B5
6) ھ&: �1,/دة ا 3
21 0

3 2
∆= =− ≠
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