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I.  القسمة في قابلية : 

A.  قاسم لعدد نسبي    -مضاعف لعدد نسبي : 

 تعريف: .1

 

 . من  b و  a ليكن

b حيث  q، إذا وجد عدد نسبي  b يقسم  a نقول أن : qa  : و نكتب a b :و منه . a b q ,b qa     

 .   aيسمى مضاعف ل  bأما العدد  ؛ b قاسم للعدد a نقول إن العددفي هذه الحالة : 

 

 : و أمثلة  ملحوظة  .2

a.  1 1 و 0جميع الأعداد الصحيحة النسبية . جميع الأعداد النسبية تقسم  انيقسم .a يقسم a و كذلك يقسم a مع ( a  من ) 

|1 مثال :  1- و 23- | 15 و  52 | 7 و  0 | 7 7  و | -7 . 

b.  كل عدد نسبيa  1و  1 فهو قابل القسمة على   و a  وa. 

 a    (diviseur stricte de b .) فتسمى القواسم الفعلية aو a و  1و  1 لتي تخالفا a أما القواسم ل

 . -51و  -1و  -3و  51و  1و  3هي :  51إذن القواسم الفعلية ل  -51و  -1و  -3و  -5و  51و  1و  3و  5 هي : 51 ل : قواسممثال : 

c.  مجموعة قواسمb هي  في  b
D d / q ,b qd     :يرمز لها ب 

b
D. 

هي :  51مجموعة قواسم  :  ثالم 15
D 15, 5, 3, 1,1,3,5,15      

d. مجموعة مضاعفات a :هي  , qa, , 2a, a,0,a,2a, ,qa,    :و يرمز لهاa . 

  هي: 6 مجموعة مضاعفات  مثال : 6 , 18, 12, 6,0,6,15,18,     . 

e.  كل عددd سم لاق a و b  فهو يسمى قاسم مشترك ل من  a و b  إذن 
a b

d D D 

f.  كل عددm  هو مضاعف ل  a و b  فهو يسمى مضاعف مشترك ل من a و b  إذنm a b . 

B.  قابلية القسمةخاصيات: 

 خاصية .1

 
 . من  dو   cو b و aليكن 

a. : الانعكاسية a a .  ( a سميقa  . ) 

b.   a b a cb ; c    

c. التعدي :   b c a c     و a b 

d.     a b    b a  و  a b .  

e.   ,  2 من :  a | b c      a c   وa b  . (  b c   تسمى تأليفة خطية ل  b و c .) 

f.  الجداء :
a b

ac bd
c d

 
 

 
n ومنه نستنتج : .  n

a b a b    مع
*

n  يمكن أن نأخذ (n  معa و b  من* ) 

g.  a b    b 0  و  a b  . 

 

   (   اضغط هنا) لمعرفة البرهان  : 5رهان ب .2

 أمثلة : .3

 : 5مثال 

 . من  b و a لنعتبر

 إذا كانبين أن :  .أ 7 | 2x 3y  فإن 7 | 5x 4y . 

إذا كان بين أن :  .ب 7 | 5x 4y  فإن 7 | 2x 3y . 

 جواب:
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لدينا :  .أ 7 | 7 x 2y   و 7 | 2x 3y  : إذن   7 | 6 2x 3y 7 x 2y      تأليفة خطية () 

أي :                                                            7 | 5x 4y 

خلاصة : إذا كان  7 | 2x 3y  فإن 7 | 5x 4y . 

لدينا :  .ب 7 | 5x 4y   و 7 | 7 4x 3y   :  إذن   7 | 6 5x 4y 7 4x 3y     ) تأليفة خطية ( 

 : 2مثال 

 . * من   nلنعتبر 

2 حيث :  n ما هي قيم 
n 1  يقسمn 1. 

لكي يكون :  2
n 1 يقسم  n 1  يجب أن يكون   2

n 1 n 1    وهذا يتحقق فقط لn 1  ونتحقق من بعد ذلك .n 1  يكون

 حل .

 : 3مثال 

nحيث :  nما هي قيم  . من  nلنعتبر  2 3 يقسم
5n n . 

 لدينا : 

              
 

    

 

3 3

3

2

2

5n n 5n 40 40 n

5 n 8 2 n 38

5 n 2 n 2n 4 n 2 38

n 2 5n 10n 19 38

    

    

      

      

  

nإذا كان  2  3يقسم
5n n  إذنn 2   يقسم   2 3

n 2 5n 10n 19 5n n 38         ومنهn 2  38يقسم . 

و منه :  38
n 2 D 38; 19; 2; 1;1;2;19;38        

و بالتالي :  n 40; 21; 4; 3; 1;0;17;36      . 

هي  nخلاصة : مجموعة قيم  40; 21; 4; 3; 1;0;17;36     

II.  القسمة الإقليدية -  la division Euclidienne. 

A.  القسمة الإقليدية في . 

  خاصية : .1

 

 ليكن     a,b  حيث  2منa 0. 

يوجد زوج وحيد     q,r  من  :حيث
b qa r

0 r a

 


 

. 

   (   اضغط هنا) لمعرفة البرهان  : 2 برهان  .2

  فردات :م .3
  العددb  العدد المقسوم يسمى .a  العدد وم عليه. المقسيسمىq  العدد الخارج يسمى .r  الباقي يسمى. 

 التي تمكننا من الحصول على العملية q و r   ل القسمة الإقليدية تسمىb على a . 

 r 0  نقول أنb   يقبل القسمة على a . 

 

r) هو عدد موجب  أو في   في القسمة في r الباقي 0 .) 

 أمثلة : .4
58  -حيث : أ  r و q حدد  13q r -  58  -. ب 13q r    58  -. ج 13q r     0مع r 13  . 

58بالنسبة ل :  13q r      : 58لدينا 4 13 6    : إذنq 4   وr 6 . 
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58بالنسبة ل  :  13q r    : لدينا 58 13 4 6     : إذنq 4    وr 6 . 

58بالنسبة ل  :  13q r     : 58لدينا 13 5 7      : إذنq 5   وr 7 . 

III.   الأعداد الأولية -les nombres premiers   

A. : عدد أولي 

 تعريف:  .1

 

 من pليكن  \ 1,1 .نقول إن p  و 5يكون قواسمه الموجبة فقط هي عندما هو عدد أولي p .  أي (p ) ليس له قواسم موجبة فعلية 

 ملحوظة: .2

  ليست بأعداد أولية . -5و  5و  0الأعداد  

  a أولي يكافئ  a .عدد أولي 

  a  و  5قواسم بالضبط هي :  4أولي لهp  1و   و p . 

  a يسمى عدد مركب. عدد ليس  بأولي 

 أمثلة: .3

 65 – 11 – 13 – 47 – 43 – 45 – 37 – 35 – 21 – 23 – 51 – 57 – 53 – 55 – 7 – 1 – 3 – 2هي:  560الأعداد الأولية الأصغر من 

– 67  - 75 – 73 – 71 – 33 – 31 – 17 – 505 – 503 – 507 – 501 – 553 – 527 – 535 – 537 – 531 – 541 – 515 – 517 . 

B. ت الأعداد الأولية:خاصيا 

 خاصية : .1

 a  من  \ 1,0,1   . إذا كانd 1  ل أصغر قاسم a   فإنd . عدد أولي 

  إذا كان d 1  ل أصغر قاسمa  غير أولي من *
\ 1  و هو عدد  أولي dفإن  1 d a   2. ) أي d a  ) 

    (   اضغط هنا) لمعرفة البرهان  : 3برهان  .4

C.  تحديد الأعداد الأولية :لطريقة 

 : ملحوظة .1
 

 : حسب الخاصية السابقة 

aعدد صحيح طبيعي لكي نتحقق أن  1  هو عدد أولي أو ليس بعدد أولي 

  معرفة جميع الأعداد الأوليةp   2 و التي تحقق p p   . 

  إذا كانت جميع الأعداد الأوليةp  2) مع p p    لا تقسم ) a  فإن العدد a . أولي 

  إذا كان عدد أوليp 2هذه الأعداد ) مع  من بين p p    يقسم )a  فإن العددa  . غير أولي 

 أمثلة: .2

 :5مثال 

a 109  :لديناa 11و منه الأعداد الأولية p 2  ثحي p 109 11   عدد أولي. 501إذن  501فهي لا تقسم  7و  1و  3و  2 هي 

 :2مثال 

 a 173  :لدينا a 14و منه الأعداد الأولية  p  2 حيث p 109 11    :إذن  573فهي لا تقسم  53و  55و  7و  1و  3و  2هي

 عدد أولي. 573

D. :مجموعة الأعداد الأولية غير منتهية 

 خاصية :  .1

 

 مجموعة الأعداد الأولية غير منتهية.     
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    (   اضغط هنا) لمعرفة البرهان  : 4 برهان .2

E. عوامل أولية:من اء التفكيك إلى جد 

 مبرهنة: .1

 

 a \ 1,0,1  . 

  1 أعداد أولية موجبة توجد
p  2 و

p و  ..... و n
p  1 حيث 2 n

1 p p p    . 

  1  أعداد وحيدةتوجد
  2  و

   3   و
 ..... و   n

  من * . 

  حيثa أو أيضا  يكتب على شكل وحيد (a امل الأوليةيفكك على شكل وحيد إلى جداءات من العو ) : 

من  aإذا كان  -أ \ 0,1         : 31 2 n

1 2 3 n
a p p p p

  
     . 

من   aإذا كان  -ب \ 0, 1–
  : 31 2 n

1 2 3 n
a p p p p

  
    – . 

 ملحوظة : .2

 يصبح غير وحيد :  a عددلبأنهما غير أوليين هو التفكيك ل -5و  5يار العددين السبب الوحيد الذي جعل عدم اخت

2: 5مثال  2 2 2 3 2
a 45 3 5 1 3 5 1 3 5 1 3 5             . 

:  2مثال  
32 2

a 45 3 5 1 3 5         . 

 أمثلة: .3

a:       5مثال                990                5:                         2مثال
b 7 7             3مثال  :c 1980   

                                                                                  

2      110                                  2 2
b 7 7 1 7 1                                

3      411                                             b 7 48 50       

3      561                                     2
b 7 8 6 2 5                                 

1      11                                         5 2
b 2 3 5 7                         

55      55 

        5 

2 و منه :    2
a 1980 2 3 5 11      : 5 و منه 5 2

b 7 7 2 3 5 7         : 2 لدينا 2
c 1980 2 3 5 11       

IV.  :القاسم المشترك الأكبرPGDC  

A. قاسم مشترك : 

 تعريف: .1

 

 ليكن :   * *
a,b   أي (    a,b 0,0  ). 

  كل عددd  يقسم كلتا العددين  من a و b  ل  يسمى قاسم مشترك a و b   

 كل عدد m مضاعف في نفس الوقت للعددين   من  a و b   مضاعف مشترك ليسمى a و b  . 

 مثال :  .2

 . 43 و  30هو قاسم مشترك ل   -6و  6 -3و  3و  -2و  2و  -5و  5لدينا كل عدد من الأعداد التالية :  43 و  30قاسم مشترك ل 

B. :القاسم المشترك الأكبر 

 تعريف: .1

 

 ليكن :   * *
a,b   أي (    a,b 0,0   ). 

  يرمز له ب:  b و a  سم المشترك الأكبر ليسمى القا  b و a  ل  أكبر قاسم مشترك موجب pgcd a,b  ب  أو :a b     
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 ملحوظة:  .2

  a 0 a   وa 1 1    و  a ka a    مع k . a b a         و   a b b   أيa    وb .  

 خاصيات: .3

ليكن       2
a,b \ 0,0: حيثa b   : لدينا .a b 1      و

a b
1 

 
 . 

5. a b b a    و   a b c a b c      

2. a / b a b a   . 

dفهو يحقق   b و a قاسم مشترك ل   d كل .3    أي (d a b  .) القواسم المشتركة ل  a و b  هي قواسم. 

 إن :ف  b و a يقسم  k إذا كان .4 
a b 1

pgcd , pgcd a,b
k k k

 
 

 
 و      pgcd ka,kb k pgcd a,b . 

         (   اضغط هنا) لمعرفة البرهان  : 1 برهان  .4

 ملحوظة: يمكن تحديد  .3 pgcd a,b :بثلاثة طرائق 

 ( علوم  و للسنة الأولى علوم رياضية  ع المشترك) مقر للجذ لعددين إلى جداء من العوامل الأولية.تفكيك ا 

 .) لية  () الفقرة الموا باستعمال القسمات الإقليدية المتتالية ) أو المتتابعة ( و ذلك بأخذ آخر الباقي الغير المنعدم ) خوارزمية أقليديس 

  ( أو استعمال مبرهنة بيزوBézout  .)الموالية ( ) مقرر السنة 

V.  خوارزمية إقليدس لتحديدa b L’algorithme d’Euclide pour déterminer 

A. : تمهيدة أقليديس   pgcd a,b pgcd a,r  مع b qa r  و r 0  

  Lemme d’Euclideقليدس إتمهيدة  .1

 

b كن لي aq r   القسمة الاقليدية لb  على  من a  مع  *منr 0  :لدينا .a b a r    . 

 نشاط : .2

a  و   *منb  حيث:  من b qa r   معr 0 :نضع .a b   d ra  و     . 

  :لديناa r d    : إذن d a  و d r   : ومنهd يقسم تأليفة ل a و r  : ومنه  d qa r    أي d b . 

dلدينا :   a و d b  إذنd a b   أي d      1 . 

  :لديناa b   : إذن  a  و b  ل إذن يقسم تأليفة a  وb. : و منه  b qa     أي r  . 

 a|  وr   إذن d   2 .  : من خلال 1 و 2  نحصل علىd   أيa b a r   :خلاصة.a b a r   

B.  خوارزمية أقليديسAlgorithme d'Euclide :  

 القسمات المتتالية : .1

 نريد : حساب  pgcd a,b : حيث  a و b  و *منb a     1  و 1
b aq r . 

  إجراء القسمة لb على a : 1  نحصل على 1
b aq r  ديس نحصل علىو حسب تمهيدة أقلي    1

pgcd a,b pgcd a,r. 

1 إذا كان 
r 0  إذن      1

pgcd a,b pgcd a,r pgcd a,0 a    1 . إذا كان
r 0  .نواصل 

   1 2 2
a r q r   2و

r 0 إذن      1 1 2 1
pgcd a,b pgcd a,r pgcd r ,r r   .  2 إذا كان

r 0 .نواصل 

   1 2 2 3
r r q r   3و

r 0 إذن        1 1 2 2 3 3
pgcd a,b pgcd a,r pgcd r ,r pgcd r ,r r   . 3 إذا كان

r 0 .نواصل 

 ............................................................................................ ..................................... 

   k 2 k 1 k k
r r q r

 
   وk

r 0إذن        1 1 2 k 1 k k 1
pgcd a,b pgcd a,r pgcd r ,r pgcd r ,r r

 
    . إذا كان 
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 k
r 0 .نواصل 

   k 1 k k
r r q 0


  إذن        1 1 2 k k

pgcd a,b pgcd a,r pgcd r ,r pgcd r ,0 r    . 

iاقي أصغر من الخارج  ونعلم أن لدينا : في كل مرحلة الب 1 i
0 r r


   مع  0إذن القسمات المتتالية تتوقف عند باقي سيكون

 1 2 k
a r r r 0     

 مبرهنة : .2

 

هو آخر باقي غير منعدم في طريقة القسمات  bو  a ، القاسم المشترك الأكبر للعددين bلا يقسم  a حيث: من  bو  *من  a ليكن

 . a على bالمتتالية ل 

3451 . استنتج : a على b من خلال القسمات المتتالية ل :  5مثال : أمثلة  .3 275 .  : نأخذa 275   وb 3451                       :لدينا .     

3451: إذن:  5القسمة  275 12 151        : 1 515الباقي هو
r               

275: إذن:    2القسمة  151 1 124           : 5242الباقي هو
r                  

151: إدن:      3القسمة  124 1 27            : 3  27الباقي هو
r  

124: إذن:        4القسمة  27 4 16              : 564الباقي هو
r                   تسمى القسمات المتتالية ل a  علىb . 

27: إذن:         1القسمة  16 1 11            : 5 55الباقي هو
r         

16: إذن:          6القسمة  11 1 5               : 6 1الباقي هو
r          

11: إذن:            7القسمة  5 2 1               : 7 5الباقي هو
r           

5: إذن:             3القسمة  1 5 0                : 8 0الباقي هو
r     

5 7
r    قاسم المشترك الأكبر ل هو : آخر باقي غير منعدم إذن : الa 275   وb 3451  : 7 5هو

r   

aخلاصة :  b 3451 275 1    

طريقة تطبيق خوارزمية أقليديس لحساب            : 2مثال   pgcd a,b : مع :a=226   وb 109  (501  . ) عدد أولي 

1

2

3

4

5

2 

              

= 13 +

              

1  

              

1  

              

1  

      

226

109

8   ( r 8)

5    ( r 5)

3    ( r 3)

2    ( r 2)

1    ( r 1)

       

109

  8  

 5  

 

  8 

 5 3 

 2 

  

 3 

  

 







 



  







  

  

 6

7

1 

      

 1   

     

( 

  

r 1

  

1     (p 2  

 1   

gcd 226,1)

( r 01 ) 

 

 1  0    

09 1)  
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خلاصة :  pgcd 226,109 1 

 : 4و  3مثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 : 1مثال 

600uحيث: (   ents de Bézoutcoefficiمعاملي بيزو   )v  و u   ديحدطريقة ت 124v 4  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

VI. عددان أوليان فيما بينهما  :  les nombres premiers entre eux  

A. : عددان أوليان فيما بينهما 

 تعريف :  .1

 

    a  وb  نقول إن عددين  . من a  وb  لنعني أن :أوليان فيما بينهما pgcd a,b a b 1   . 

 : 4مثال  : 3 مثال

  نحسب :   نحسب : 

  و    و  

 

 نضع : 

 
 

 

    خلاصة :   خلاصة :

 

 pgcd 600,124 pgcd 9945,3003

b 600a 124b 9945a 3003

1 1
b    aq      r

600 124 4 104

      

124 104 1 20

      

0

1

      

    

04 20 5 

20 4 5 

4

  

 

  

  

  

  

1 1

      

       

b    aq         r

9945 3003 3 936

      

3003 936 3 195

      

936  

 

195 4 156

             

195   156 1

        

156

39

   

  9

 

0 3 4

 

  

  

  

  

  

 pgcd 600,124 4 pgcd 9945,3003 39

 مثال  

نحسب :   pgcd 600,124 

b  طريقة تحديد معاملي بيزو 600  وa 124 

 

 

     124 5 600 124 4 6 60 60 44 2 21 9          
 

 

             
   104 124 104 1 5 124 5 104 64          

 

                                                                   104 0 54 2   
 

 
 

 نضع :

1 1
b    aq      r

600 124 4 104

      

124 104 1 20

      

0

1

      

    

04 20 5 

20 4 5 

4

  

 

  

  

  

  

 

v  معاملي بيزو هما 29   و u 6  : إذن

 6 600 29 124 4     

 
خلاصة : pgcd 600,124 4 
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 مثال :  .2

4أوليان فيما بينهما لأن :  51و  4 15 1  . 

45ليس أوليان فيما بينهما لأن :  25و   41 21 3  . 

 ملحوظة : .3

a  وb  حيث  منa b d   : لدينا
a da'

b db'

 


 
'aو  من  'bو  'aمع      b' 1  . 

 تمرين تطبيقي : .4

نبين :  a  , a 1 a 1     ماذا تستنتج ؟ . 

aقاسم مشترك ل  dليكن  1  وa  : إذنd a  و d a 1   ومنه  d a 1 a    تأليفة خطية ل (a 1  وa  ) 

dومنه  dإذن  1  أوd 1   و بالتالي أكبر قاسم مشترك لa 1  وa  ومنه  5هو a 1 a 1  . 

aنستنتج أن :  1  و a .أوليان فيما بينهما 

VII. :المضاعف المشترك الأصغر 

A. :المضاعف المشترك الأصغر 

 تعريف: .1

 

ليكن :   * *
a,b   . 

و يرمز له ب:   b و a  يسمى المضاعف المشترك الأصغر ل b و a  أصغر مضاعف مشترك موجب قطعا ل ppcm a,b    :أو أيضا

a b  نأخذ .  m  كقيمة لa b  ومنه a b m  . 

 ملحوظة: .2

m ka  معk  وm k'b  معk' . 

 أصغر عنصر من المجموعة   *
a b  هوa b . 

aلدينا:  1 a    . 

 مثال : .3

 أوجد :  36 30 . 

2لدينا:  2
36 4 9 2 3     30و 6 5 2 3 5      : و منه   2 2

36 30 2 3 5 180     . 

 نشاط: .4

 أصغر عنصر من المجموعة من خلال :   *
a b  هوa b  . 

aبين أن :  .5 b b a  . 

  a (   bيقسم  a بين أن: ) .2 b b   . 

mفإن  bو a مضاعف مشترك غير منعدم ل Mن : إذا كان بين أ .3 M . 

 جواب:

aنبين أن :  .5 b 0  

 أصغر عنصر من المجموعة   *
a b  هوa b  : إذن.   *

a b a b   : ومنه*
a b    :ومنه

a b 0 . 

aنبين أن :  .2 b b a   

 من خلال :    * *
a b b a  :إذنa b b a  . 
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  a  ( bيقسم  a )نبين أن :  .3 b b  . 

( a  يقسمb  يكافئ )b a  

bيكافئ                      a b  

 يكافئ                      * *
b a b  

a يكافئ                       b b  . 

m فإن   b و a  مضاعف مشترك غير منعدم ل Mنبين أن : إذا كان  .4 M . 

 خاصيات: .5

 

 ليكن :   * *
a,b   :حيثa b m . 

5. a b b a   . 

aيقسمان   b و a  كل من .2 b . 

3. (  a  قسم يb  ) a b b  . 

m فإن bو  a مضاعف مشترك غير منعدم ل Mإذا كان  .4 M . 

1.   m  يقسمab  . 

 

VIII.  المضاعف المشترك الأصغر باستعمال التفكيك إلى جداء من العوامل الأولية: –تحديد القاسم المشترك الأكبر 

A. القسمة بعدد أولي p : 

 نشاط: .1

ليكن :   * *
a,b    :حيث a b m   وa b    .p.عدد أولي 

a  لا يقسم p بين أن : .5 p 1 a   . 

 أعط الخاصية. .2

 جواب:

a إذن :  p و  5هي  pالقواسم الموجبة ل  p 1   أو a p p   : وبالتالي .p يقسم  a    a p p  . 

a  لا يقسمpتكافؤ هو : إذن   : نفي ال p p a     يصبح.p   ملا يقس  a p 1 a   . 

 ية:خاص .2

 

a  لا يقسم  pعدد أولي  لدينا :  pو  aليكن :  p 1 a  . 

 خاصية : .3

 

 ليكن :   * *
a,b    وp .عدد أولي 

 . bيقسم  p أو a يقسم pفإن : abيقسم p  إذا كان :

 خاصية: .4

 

 1
p  2و

p  و  ..... وn
p  موجبة .  أعداد أولية 

1  يقسم الجداء p إذا كان 2 3 n
p p p p     فإنp  يساوي أحد العوامل i

p مع  i 1,2,3, ,n  أي يوجد (i حيث i
p p) 
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B. عدد قواسم a : 

 مبرهنة : .1

 

 a \ 1,0,1   حيث تفكيك a  31   إلى جداء من عوامل أولية هو 2 n

1 2 3 n
a p p p p

  
      . 

31 هي :  a لدينا : القواسم الموجبة ل  2 n

1 2 3 n
d p p p p

  
     حيث  1 1

0,1, ,    و  2 2
0,1, ,    و ....و

  n n
0,1, ,   . 

 ملحوظة: .2

 

  aفهو يقسم العدد  aالعوامل الأولية للتفكيك لكل جداء جزئي من هذه 

 هو   a عدد القواسم الموجبة ل    1 2 n
1 1 1        

 هو  a عدد القواسم الموجبة و السالبة  ل    1 2 n
2 1 1 1         

 تطبيق: .3

2  نعتبر العدد 
a 60 2 3 5    عدد الواسم الموجبة ل a  هي         1 2 3

1 1 1 2 1 1 1 1 1 12            

C. تفكيك a  وb   من أجل  تحديدa b  وa b: 

 مفردات و رموز : .1

  : أصغر العددينa 13   وb 17   نرمز له ب  53هو  inf 13,17 13  أو أيضا  inf a,b 13 . 

  : أكبر العددينa 13   وb 17   نرمز له ب  57هو  sup 13,17 17  أو أيضا  inf a,b 13 . 

 خاصية : .2

 

ليكن:   * *
a,b    : 31حيث 2 n

1 2 3 n
a p p p p

  
      31و 2 n

1 2 3 n
b 'p p p p

  
      مع    و'    

   31 2 n

1 2 3 n
a b pgcd a,b p p p p

  
        مع i i i

inf ,     و i 0,1, ,n . 

   31 2 n

1 2 3 n
a b ppcm a,b p p p p

  
        مع i i i

sup ,      و i 0,1, ,n . 

 

2  نـأخذ : تطبيق: .3
a 60 2 3 5       و b 130 2 5 13    . 

لدينا:    1 0 1 0
130 60 P.G.D.C 130,60 2 3 5 13 2 5 10                      . 

          2 1 1 1
130 60 P.P.M.C 130,60 2 3 5 13 4 3 5 13 780           . 

IX.  الموافقة بترديد n La congruence modulo . 

A. الموافقة بترديد  n : 

 تعريف : .1

 

 ليكن 
*

n  و   2
a,b  . 

bيقسم  nلنعني أن  nبترديد  bيوافق  a نقول إن : a.  : نكتب a b n  أو أيضا a b mod n 

 مثال : .2

 .أو  أتمم : باستعمال الرمز المناسب من بين:  1 ؛   3  5 1 ؛  3  4 12 ؛  3  6 4 5  3  

B.  خاصيات الموافقة بترديدn : 
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 خاصيات: .1

 

                   3
a,b,c   و  *

n . 

5.  

  -أ a b n   k  / b=a+kn   . 

 هي : n بترديد a مجموعة الأعداد التي توافق -ب a 3n,a 2n,a n,a,a n,a 2n,a 3n,     . 

2.  

 :  كاسيةالانع .5 a  : a a n   

 : التماثلية .2   a,b  : a b n   b a n    . 

:  التعدية .3  a c n    b c n   و a,b,c,d  : a b n      

3.   a b n  يكافئ أنa kn r   وb k'n r  مع k  وk  (. n  لهما نفس باقي القسمة على bو a ) أي   من  '

4.  

5.   a c b d n      a b n   و c d n   )  نقول أن الموافقة منسجمة مع الجمع ( 

2.   a c b d n      a b n   و c d n  .)  نقول أن الموافقة منسجمة مع الضرب ( 

3.     k k
a b n   k  ; a b  n      

 

   (   اضغط هناعرفة البرهان ) لم:  6برهان  .2

 ملحوظة : .3

  و الفرق و الضرب .الموافقة منسجمة مع الجمع  علاقة 

  علاقة الموافقة غير منسجمة مع القسمة و الجذر المربع : ! انتبه 

:  5مثال  44 8 6   6بترديد  2يوافق  55لكي نؤكد أن  4و لكن لا يمكن أن نقسم ب  

:  2مثال  4 16 12  52بترديد  4يوفق  2و لكن لا يمكن أن نستعمل الجذر المربع لنؤكد أن . 

  لا يمكن أن نختزل في الموفقة كما نختزل في المتساويات 

مثال :  2x 2y p  2يمكن أن نختزل ب لا . 

 أمثلة : .4

 نحدد باقي القسمة ل n
 . 7على  3

هي   7على  xباقي القسمة ل  rلدينا  r 0,1,2,3,4,5,6 . 

لدينا  :  x r 7 . 

nقسمة للأعداد الأولى من نعطي جدول يعطي بواقي ال
 . 7على  3

 

 

 

إذن لكل  5الباقي هو  6لكل أس يكون مضاعف ل ومنه :    
k

6k 6 k
k ,3 3 1 1 7      

زوج وحيد يوجد ومنه   6على  nنستعمل القسم الإقليدية ل   nليكن   من جهة أخرى : q,r  حيث  2منn 6q r   مع

0 r 6   أي r 1,2,3,4,5,6  

6
3  5

3  4
3  3

3  2
3  1

3  0
3  n

3  

1  5  4  6  2  3  1  r  
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إذن :    
q

n 6q r 6 r r
3 3 3 3 3  7

      

nل  باقي القسمة rومنه :الجدول التالي يعطي 
 . 7على  3

 

 

 

 

  2015نحدد باقي القسمة ل
 . 7على  1515

2012لدينا :  287 7 3    إذن

 

 

 
 

 

2012 287 7 3   7

        287 7 3   7

7 0 287 7 287 0  7
        3   7   ;   

287 7 287 0 287 7 3 287 0 3  7

  

  

      
  
          

  

 من جهة أخرى : 

                       

   

 

 

   

2015 2015

2015 335 6 5

2015 335 6 5

335
2015 6 5

2015 335

1512 3 7 1512 3              7

                   1512 3          7

                   1512 3 3      7

                   1512 3 3   7

                   1512 1

 



  

 

  

  

   

 

 

5

2015 5

2015

3         7

                   1512 3                  7

                   1512 5                  7



 

 

  

2015باقي القسمة ل و منه : 
 . 1هو   7على 1515

  نحدد مجموعة الأعداد الصحيحة الطبيعيةn  حيث n 2
2 n   9 . 

nنعطي جدول للقيم الممكنة ل 
2و   2

n  1بترديد . 

 

 

 

 

:  من خلال الجدول نستنتج أن n 2
2 n   9  إذا كان n 2  9  أو n 4  9 

حيث  nقيم  الأعداد الصحيحة الطبيعية ومنه :   n 2
2 n   9   هي التي على شكلn 9k 2   أوn 9k 4   معk . 

X.  المجموعة  –أصناف التكافؤ
n

 . 

A. صناف التكافؤ بترديد أn    :classes d’équivalence modulo n  

 تعريف :  .1

 

* ليكن : 
n و a  حيث:  عدد من .a kn r  . 

 .a  ونرمز له ب:  a  تكون مجموعة تسمى صنف التكافؤ  n بترديد  aالتي توافق   من  x الأعداد

 ملحوظة  و مفردات و رموز :  .2

 a  حيث:  عدد من .a kn r  . 

6k 6  6k 5  6k 4  6k 3  6k 2  6k 1  6k  n  
6

3  5
3  4

3  3
3  2

3  1
3  0

3  n
3   

1  5  4  6  2  3  1  r  

 

3 7 6 1 4 3 2 5 0 n 

4 2 5 1 7 3 4 2 5 n
2 

5 4 0 7 7 0 4 5 0 2
n 
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  a r n  : لأن .     a r kn r r , k a r kn , k a r n           . 

إذن :  a r n  ومنه a r n . 

 . n باقي القسمة على  r التي لها نفس الباقي  يتكون من كل الأعداد من  aصنف التكافؤ 

إذن:        a a kn / k   أو أيضا  :  a k / x a n      أي  a k / a x n     ) حسب الانعكاسية( 

  : أصناف التكافؤ هي n 1, ,2,1,0. 

0 بمأن :  r n   وr  : إذن r 0,1,2,3, ,n 1   : بالتالي أصناف التكافؤ هي .n 1, ,2,1,0. 

                                        إذن :   0 kn / k , 3n, 2n, n,0,n,2n,3n,       

               1 kn 1/ k , 3n 1, 2n 1, n 1,1,n 1,2n 1,3n 1,              

           2 kn 2 / k , 3n 2, 2n 2, n 2,2,n 2,2n 2,3n 2,            . 

           3 kn 3 / k , 3n 3, 2n 3, n 3,3,n 3,2n 3,3n 3,             . 

        .......................................................................................................................... 

   

 

n 1 kn n 1 / k k'n 1 / k '

       , 3n 1, 2n 1, n 1, 1,n 1,2n 1,3n 1,3n 1,

       

           
            

 :المجموعة المخرجة هي 

 هذه الأصناف تكون مجموعة هي :  0,1,2, ,n 1  : و تسمى المجموعة المخرجة و يرمز لها ب
n

إذن :  

   x / x 0,1,2, ,n 1
n

   . 

 أمثلة : .3

n:  5مثال  1 . : 0إذن    0 . 

n:  2مثال  2  

 إذن :   0 2k / k , 6, 4, 2,0,2,4,6,       و    1 2k 1/ k , 5, 3, 1,1,3,5,7,       

نه : و م 0,1
2

  

n:  3مثال  4  

 إذن:   0 4k / k , 12, 8, 4,0,4,8,12,       و    1 4k 1/ k , 11, 7, 3,1,5,9,11,       

    2 4k 2 / k , 10, 6, 2,2,6,10,14,       و    3 4k 3 / k , 9, 5, 1,3,7,11,15,       

و منه :  0,1,2,3
4

  

B.  الجمع و الضرب في المجموعة
n

. 

 تعريف : .1

 

ليكن :     
*

n  وa  وb  من. 

الجمع في  -أ
n

  :a b a b  . 

الضرب في  -ب
n

:  a b a b ab       

 

 أمثلة : .2
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 تمارين تطبيقية : .3

2014حدد باقي القسمة الإقليدية ل  .5
 . 7على  73

لدينا :  73 3 7   : إذن  2014 2014
73 3  7 

 لدينا :      
1007 335

2014 2 1007 3 2 335
3 3 2 2 2 1 4 4 7       

2014هو باقي القسمة الإقليدية ل  4 خلاصة :
 .7على  73

 : 2طريقة 

  73 3 7  و  2 2
73 3 2 7   و  3 3

73 3 6 7   و  4 4
73 3 4 7   و  5 4

73 3 3 4 3 5 7      و

  6 6 3 3
73 3 3 3 6 6 35 1 7       . 

2014 منه : و  335 6 4   : و بالتالي    
335

2014 335 6 4 335 6 4 6 4 335
73 73 73 73 73 73 1 4 4 7

          

2014هو باقي القسمة الإقليدية ل  4خلاصة : 
 .7على  73

2014حدد رقم الوحدات للعدد :  .2
24537 . 

 لدينا:  24537 7 10:  إذن      
1007 503

2014 2014 2 1007 2 503 1 2 503
24537 7 7 9 9 9 9 1 9 9 10

          . 

2014إذن باقي القسمة ل 
  و منه : 1هو  50على  24537 2014

24537 10k 9  k    1و منه رقم الوحدات هو. 

xعدد صحيح طبيعي  .3 dcba حيث رقم الوحدات هو a  و رقم العشرات هوb  و رقم المئات هوc  و رقم الألاف هوd . 

 بين أن :    x a b c d  11   . 

0 لدينا :  1 2 3
x dcba a 10 b 10 c 10 d 10         

 نعلم أن :   10 1 11  : إذن    
nn

10 1  11  معn . 

 و منه : 

                               0 1 2 3
x a 10 b 10 c 10 d 10  11        

             
          

   

0 1 2 3
x a 1 b 1 c 1 d 1  11

x a b c d  11

           

   

   

 خلاصة :    x a b c d  11    

 .55على  24789 ما هو باقي القسمة ل .4

 لدينا :  24789 9 8 7 4 2 6 11     . 

  نهاية الدرس ) ما تبقى فقط البراهين للفقرات السابقة (                                 .55على  24789هو باقي القسمة ل  6خلاصة : 

جدول  ,
5

 مثال  n=5  جدول ,
5

 

4 3 2 1 0  

 

4 3 2 1 0  

4 3 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 4 3 2 1 1 4 3 2 1 0 1 

1 0 4 3 2 2 3 1 4 2 0 2 

2 1 0 4 3 3 2 4 1 3 0 3 

3 2 1 0 4 4 1 2 3 4 0 4 
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   (   اضغط هنا) لرجوع إلى الدرس  : 5برهان  .1

a.  : لديناa 1 a   إذنa   يقسمa  . 

a خلاصة :  a 

b.                          : لدينا a b k / b ka     

 إذن :          k / bc kca kc a    

'k         ومنه :     kc / bc k'a    

a أي :                                             cb  

 خلاصة :  a b a cb ; c    

c.    : لدينا    c k'b   و b c   k,k' / b ka        وa b  

:      إذن    k,k' / c k' ka kk' a       

"k             أي :            kk' / c k"a     

a                          ومنه :                            | c  

b خلاصة :  c a c     وa b . 

h. : لدينا   a b    b a   و a b .  

d.   : لديناa k 'b و  b a k,k ' / b ka       و a b . 

إذن :       a k'b k' ka kk' a      

ومنه  :    1 kk' a 0    إذنa 0   1أو kk' 0   أي (kk' 1 ) 

a:   5حالة  0  

bلدينا :  ka k 0 0     : ومنهa b . 

'kk:  2حالة  1  

k,kبما أن  ' : إذنk k' 1   أوk k' 1   

aإذن :                           k 'b 1 b    وb ka 1 a     ) أوa k'b 1 b     وb ka 1 a     )  

a إذن :                           b    أو a b   

aإذن :                           b 

a خلاصة : b   b a   و a b  . 

e.                                                     : لديناa | c   و a | b  a c   وa b 

cإذن :                        k'a    و k,k ' / b k a     

و منه :         k,k' / b c ka k'a k k' a         

" k و منه :                       k k' / b c k"a        

                                                              إذن : a | b c   

خلاصة :   a | b c     a c   وa b 

f.                                        : لدينا 
a b k / b ka

c d k ' / d k 'c

    
 

    
 

   ومنه :         k,k ' / bd ka k'c kk' ac     
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 إذن :                         k" kk' / bd k" ac    

ac                   إذن :                                           bd      

خلاصة :  
a b

ac bd
c d

 
 

 
  

n  نستنتج أن : n
a b a b    مع 

*
n 

 نستدل على ذلك بالترجع :

n نتحقق بالنسبة ل .أ 1  : لدينا .  1 1 1 1
a b a b a a  , b b      إذن العلاقة صحيحة لn 1 . 

n أي  n ترض أن العلاقة صحيحة إلى الرتبةنف  .ب n
a b ) معطيات الترجع  ( 

n نبين أن : العلاقة صحيحة للرتبة  .ج 1  أي نبين أن n 1 n 1
a b

  

 لدينا :
n n

n n

a b
a a | b b

a b

 
  

 
 .  ) حسب الخاصية السابقة (  

n إذن :        1 n 1
a b

   

nخلاصة :   n
a b a b  . 

g.  : نبين أنa b   b 0  و a b  . 

bو  bتقسم  a : بما أن 0  : إذن b ka;k b ka k a     

bمن جهة أخرى :  0  ومنهk 0  : إذن k 1 

 ومنه : 

          
k 1 a k 1 a

         b a

  

 
 

aخلاصة :  b   b 0  و a b . 

   (   اضغط هنا) لرجوع إلى الدرس  : 2برهان   .2

نذكر :    E x x E x 1    الجزء الصحيح ل (x  ) 1  

  الوجوديةنبين  : 

a:  5حالة  0  . 

 

نضع 
b

q E
a

 
  

 
  (q   الجزء الصحيح ل

b

a
r و  (   b aq   

من خلال  1 : نحصل على 

 

 

b b b b
E E 1 q q 1

a a a a

                                    aq b a q 1          ;   a 0

                                    aq aq r a q 1

                                    0 r a

               

   
         

   

    

    

  

                     0 r a          ; a a   

 

a:  2حالة  0  

aبما أن  0  إذنa  إذن   5. حسب الحالة  *من   b a q' r a q' r aq r          (q' q    مع )

0 r a    0أي r a   لأنa a   معa 0. 
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0ومنه  r a   وb aq r  

 :  بالنسبة للوحدانية

bإذا كان :  aq r aq' r'     : إذن a q q' r' r     : ومنهa  يقسمr' r  1  

لدينا : 
0 r' a

0 r a

 


 
aإذن    r' r a     أيr' r a     2  

 من خلال  1  و 2 :  نستنتج أنr' r 0   إذنr' r   ومنهq q' 

   (   اضغط هنا) لرجوع إلى الدرس  : 3برهان  .3

  : نفترض أنd عدد أوليليس ب . 1  

) أي  'dيقبل قاسم فعلي موجب  dإذن  d' 1,d  1( إذن d' d    1  

'dبما أن  d  وd a  فإنd' a   2 . 

من خلال  1 و  2 ن إذd'  هو أصغر قاسم لa  و هذا يناقضd ل  أصغر قاسم a . 

  عدد أولي . dإذن الافتراض كان خاطئا و الصحيح هو 

 عدد أولي.a خلاصة :        

 a  ليس بعدد أولي نبينd n . 

d a  إذنa dd'  : و لديناd 1  وd a  لأن (a لي. ) س بأولي إذن له قاسم فعلي 

d' a  وd' 1  و بما أنd إذن   أصغر قاسمd' d . 

'dمن خلال  d  2نحصل على
d d' d   الضرب ب (d  أي )2

a d  أيa d  : ومنهd a . 

d خلاصة : a 

   (   اضغط هنا) لرجوع إلى الدرس  : 4برهان  .4

 مجموعة الأعداد الأولية الموجبة . P لتكن

  : ليناP   5) لأن P ) . 

  : نستدل على ذلك بالخلف: نفترض أن P أي  مجموعة منتهية (P تح) ضع : ن. توي على عدد منتهي من الأعداد الأولية

  1 2 3 n
P p ,p ,p , .......,p . 

  1 عتبر العدد ن 2 n
N p p p 1     . 

 N  عدد صحيح طبيعيN 1  نضعd  أصغر قاسم لN إذنd : عدد أولي ومنهd ينتمي إلىP  لأنها تحتوي على جميع الأعداد (

1يقسم العدد   dالأولية ( ومنه  2 n
p p p    أيd  1م يقس 2 n

N p p p     إذنd   وبالتالي   5يقسمd 1  نهتم (

 . فقط بالأعداد الموجبة (

 d 1 غير ممكن لأنd  1عدد أولي ) أو P . ) 

 الافتراض P  مجموعة منتهية غير ممكن و بالتاليP . مجموعة غير منتهية 

 مجموعة غير منتهية. Pخلاصة : 

   (   اضغط هنا) لرجوع إلى الدرس :  1برهان   .5

1   نأخذ :
a a  1  و

b b .  : 1 باستعمال الخلف بين أن 1
a b 1  أي (

a b
1 

 
 .) 

 جواب :

 هو قاسم ل a  1 إذن
a a   1 مع

a    كذلك . هو قاسم لb  1 إذن
b b   1  مع

b  . 

1نفترض بأن : 1
a b d      معd 1  1  إذن.d  1 يقسم

a  1 و
b   1 ومنه

a kd  1   و
b k'd  معk' k  . من  و 

1 بالتالي : 
a a kd    و b k'd  منه وd  قاسم مشترك ل a  وb.  ومنهd    أيd 1 و هذا يناقض 1. 

 و بالتالي الافتراض كان خاطئا . 
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1 خلاصة :  1
a b d 1    

   (   اضغط هنا) لرجوع إلى الدرس  : 6برهان  .6

  3
a,b,c   و*

n . 

 نبين : .5

 لدينا :

 
   a b n  n | b a

               k  /  b a=kn

  

   
     

                 k  /  b=a+kn       

a  تأخذ القيم التالية  bو منه :             3n,a 2n,a n,a,a n,a 2n,a 3n,       

هي :  n  يد بترد a مجموعة الأعداد التي توافقخلاصة :             a 3n,a 2n,a n,a,a n,a 2n,a 3n,      . 

 نبين أن : .2

 الانعكاسية : -أ

aيقسم   n لدينا : a 0 n    يكافئ  a a n  

 . ومنه الانعكاسية

 التماثلية : -ب

 لدينا :         a b n n | b a n | b a n | a b b a n           

 ومنه : التماثلية.

 التعدي : -ج

 لدينا : 

            a / c b و  n / b a     a b n   و c d n    

                a / c b و                                    n / b a   

                       

    
 

 

                                      n / b a + c b

                                      n / c a

                                      a c n

  

 

 

 

 و منه التعدي :

 نبين أن : .3

aنضع :  kn r   وb k'n r'   معk  وk 0. و  من ' r n   0و r' n   إذن 1 : r' r n  . 

 لدينا :

   

 

 

 

 

 

 

a b n n / b a

              b a k "n

              k 'n r ' kn r k "n

              k ' k n r ' r k "n

              r ' r k " k k' n

              r ' r Kn  ; K k " k k'

              n / r ' r

              r ' r 0 ; 

  

  

    

    

    

     

 

     r ' r n 1 

  

                                                       r' r  
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b aخلاصة :   .n  لهما نفس باقي القسمة على و 

 نبين أن : .4

 جمع  :الموافقة منسجمة مع ال .5

 لدينا:

  n | d c      و   n | b a    c d n  و a b n    

                                                                n | b a d c    

                   
    

     

                                          n | b d a c

                                          a c b d  n

   

   
 

 افقة منسجمة مع الجمع  .الموخلاصة :  

 الموافقة منسجمة مع الضرب  . .2

لدينا :  a b n  و c d n  : و  نبين أن  a c b d n   

 لدينا :

                     n | d c  و n | b a    a b n   و c d n    

                 n | d c b   و                                        n | b a c    

                 

   

 

 

                                       n | b a c + d c b

                                       n | bc ac db cb

                                       n | db ac

                                       ac

      

   

 

  bd n

 

 الموافقة منسجمة مع الضرب .خلاصة : 

 نبين ان: .1 k k
k  ; a b  n     : نأخذ . k . 

 لدينا: 

                  

   

   

 

 

k 1 0 k 2 1 k 3 2 1 k 1 0 k 1

k k

k k

a b n   n | b a

                  n | b a a b a b a b a b a b

                  n | b a

                  a b  n

    

  

      

 

 

   

خلاصة :     * k k
a b n   k  ; a b  n    . 

aحالة  .أ 3  أي قسمة (n   نحصل على :  3على  ) n 3q  أو n 3q 1    أو n 3q 2   لأن ( r 0,1,2 . 

 

 




