Résumé de cours sur les espaces vectoriels

PROF : ATMANI NAJIB

2éme BAC Sciences maths

Espaces vectoriels

1) loi de composition externe
Soit E et A deux ensembles non vides. Toute application :

f:AXxE > E

S’appelle Une loi de composition
(a;x) = f(a;x)
externe sur E a coefficients dans A

Pélément : f (o;x) dans E s’appelle la composée de o et
X dans I’ordre par cette lois de composition externe f et

on le note : &.X ou aX au lieu de: f(a;x)

ongénéralenprend: A=R ou A=COu A un corps
2) espace vectoriel

2-1) definition :Soit E un ensemble muni d’une loi de
composition interne * et une loi de composition externe a

o ~“RxE—>E
coefficients dans R :
(a;x) > a.x

Ontdit que ( E;=;.) est un espace vectoriel

Sur R ou espace vectoriel reel si les lois vérifient les
propriétés suivantes :

(1) (E; =) est un groupe commutatif

(2) V(a; B)eR? VXeE (a+f)x=ax*pX
(3) V(e; B)eR? VXeE (axp)x=a(px)
(4) v(x;y)eE? VaeR a(x+y)=ax*ay

(5) vxeE IX=X

On appelle les éléments de E des vecteurs on les notes X
ou simplement X
les éléments de R seront appelés des scalaires.

pour (E;=*) I'lément neutre onlenote: 0 ou O ou

simplement 0
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2-2) Exemples d’espaces vectoriels :
a)L’espace vectoriel des fonctions de R dans R ).

(F (IR;IR);+;.) est un espace vectoriel

b) (Le R -espace vectoriel R?).E= R?
Un élémentu € R? est donc un couple (x, y)
avec x ¢lément de R ety élément de R .

Ceci sécrit : R? = {(X; y)/xeR;ye R}
(RZ D ) est un espace vectoriel sur R

¢)L’espace vectoriel des polyndmes de degrés inferieur a un

entier naturel N se note : R, [X].

(IR, [ X ];+;.) estun espace vectoriel Sur R

d) L’ensemble des matrices carrées d’ordre3
a d g

M;(R)=<|b e h|/(ab;c;d;f;g;h;i)eR®
c f i

On le note :

(M, (IR);+;.) est un espace vectoriel Sur R

De méme : (M2 (R);+; .)est un espace vectoriel sur R

e)L’ensemble des fonctions continues de R dans R ;
f)’ensemble des fonctions dérivables de R dans IR ,... est un
espaces vectoriels sur R

g) C est un R-espace vectoriel

2-3) Autre notations : ( E;+;.) est un espace

vectoriel sur R ou espace vectoriel reel si les lois vérifient
les propriétés suivantes :

(1) (E;+) est un groupe commutatif
(2) V(a; )R> VXEE (a+p)%=aX+pX

(3) V(e B)eR? VX €E (axpf)X=a(pX)

=




2-4) Régles de calculs dans un espace vectoriel

Soit ( E;+;.) unespace vectoriel sur R .

V(X;y)eE?et V(a; 8)eR*ona: 1) 0X=0

L’opération qui a (7(; )7) associe X — Y s’appelle la
soustraction. Le vecteur X + (—)7) estnoté X — .

3) Sous-espace vectoriel

3-1)Définition: Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur R , et F
un sous-ensemble de E.

On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement
si (F;+,.) est un espace vectoriel sur IR (donc pour les mémes
lois que celles de E, ou plus précisément pour les lois induites
dans F par celles de E).

3-2)Théoréme: (caractérisation d’un sous-espace vectoriel)
Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur IR et F un ensemble. F est
un sous-espace vectoriel de E si et seulement si : ¢ F est inclus
dans E,

* F est non vide,

* F est stable par combinaison linéaire cad :

Y (xy) €F2,V (Lp) € R®, lx +py) €F.

4) combinaison linéaire
4-1)Soit (E,+,.) un -espace vectoriel sur R

Soit une famille de n vecteurs: X, ; X,;...; X, de E.

Une combinaison linéaire des vecteurs de cette famille est un

vecteur X de E qui s’écrit :
n

X=X +o,X, +..+a X, = Zozixi ,oules ¢
i1

sont des scalaires (réels) qui S’appelles les coefficients de la
combinaison linéaire
ont dit aussi que vecteur X est engendré par la famille de

vecteurs : ( X; )

1<i<n

4-2) espace vectoriel engendré par une famille
E étant un espace vectoriel réel

Soit B=(X, ; X,;...; X, ) une famille de vecteurs
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de E. Ont dit que la famille B engendre E ssi
VXeE J(ey;ar,;...;a,) € R Tel que:

n
X=X + 0% + .t o, X, = D
i=1

4-3) Sous-espace engendré par une famille

a) Soit { X, ; X,;...; X, } un ensemble fini de vecteurs d’un R-

espace vectoriel E. Alors :

* L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs { )?1 ;

X,;...; X, } est un sous-espace vectoriel de E.

* C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de

I’inclusion) contenant les vecteurs

Notation. Ce sous-espace vectoriel est appelé sous-espace

engendré par { X, ; X,;...; X, } etestnoté Vect(X, ; X,

Onadonc:X € Vect (X, ; X,5...; X, ) < il existe A, ..

eRtelsque:X =l X+ +h X,

X))

. ,7\4[1

b)Plus généralement, on peut définir le sous-espace vectoriel
engendré par une partie V quelconque (non nécessairement

finie) d’un espace vectoriel : VectV est le plus petit sous-

espace vectoriel contenant V .

c) E étant un R -espace vectoriel, et X; un élément de E

I’ensemble Vect(X;) = {AX, |A €R } est le sous-espace

vectoriel de E engendré par X, . Il est souvent noté R X, . Si

X, n’est pas le vecteur nul, on parle d’une droite vectorielle.

4-4) Familles libres ; Familles libres

a)Soient (E, +, .) un R -espace vectoriel. Soient n un entier

naturel non nul

La famille B=(X, ; X,;...;X, ) € E"est liée (ou encore les

vecteurs X; ; X} X,

seulement si3(ey; @;...;, ) €R"

sont linéairement dépendants) si et

IX=a% + 0% +..+a,% =0 et (a;ay;..;, ) #(0;0;...;0)

N




Une relation du type : X = o X, + &, X, +...+ &, X, = 0 avec

dépendance linéaire entre les vecteurs X; .et La famille

B=(X, ; X,;...; X, ) est libre (ou encore les vecteurs X, ;

X,;...; X, sont linéairement indépendants) si et seulement

siX=o X +a,X, +..+a,X, =0 =2 a,=0,=..=¢,=0.

n

b) La famille B est dite liée ssi elle n’est pas libre.
¢) Soit (E,+,.) un R -espace vectoriel et

B=(X, ; X,;..;X, ) € E"une famille de vecteurs de E.

La famille est liée ssi I’un des vecteurs de cette famille s’écrit
comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.
d)Si une famille comporte le vecteur nul ou deux fois le méme
vecteur, la famille est liée.

¢)Si une famille B est liée alors toute famille qui contient la
famille B est une famille liée.

f) Si une famille B est libre alors toute partie de cette famille
est une famille libre.

2) Si une famille B est libre alors les vecteurs de cette famille
sont non nuls

5) base d’un espace vectoriel
5-1)Soit (E,+,.) un R -espace vectoriel et B=(X, ; X,;...; X, )

une famille de vecteurs de E est une base Si et seulement si
tout €lement de E s’exprime de facon unique sous forme d’une
combinaison lineaire des élément de B

Cad VXeE I(ay;ar,;..;,) e R" Tel que :

Le :(a;;,;...;,) s’appelle les coordonnées de X € E dans

la base B et on écrit : )?:(al;az;,,_;an)(B)

2) Soit (E,+,.) un R -espace vectoriel

et B=(X, ; X,;...;X, Junebasede Eet AeR
a)si (a5 a,;...;a, ) sont les coordonnées de X € E et
(B Byi--; B,) sont les coordonnées de Yy € E dans la base

Balors : (o, +f;0,+ f,;..; 2, + 5, ) SONt les coordonnées de
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X+Y danslabase Bet(ia;2a,;..;2a,) SNt les

coordonnées de AX dans la base B

b) B est une base de E si et seulement si ¢’est une famille libre
et génératrice de E.

5-2) dimension d’un espace vectoriel reel

5-2-1) Soit (E,+,.) un R -espace vectoriel.

Si E admet une base comportant un nombre fini de n

vecteurs (n € N*), on appelle dimension de E le nombre n

qui est donc le méme pour toutes les bases de E et on écrit :
dmE=n
5-2-2) Soit (E,+,.) un R -espace vectoriel

Dsi dimE =2 et R=(T; ]) ) une base de E
a)la famille B =(;; U, ) est une base de E ssi elle est libre .

XX
Yi Yo

b)Si: L]1:)(1?'")/1]7 et UZZXzi—"'szTEt #0

alors B =(Uy;U,) est libre
2)si diME =3 et R=(T; I;E))une base de E

a)la famille B = (U;U,;U; ) est une base de E si et
seulement si elle est libre .

b) Si: Uy = Xi +V,]+2K et U, =%, +Y,] +2,k
et U, =X, +Y,] +2K

X X X o
Etly, y, y,=0alors B =(0;U,;u;) est libre

L I, I

« C’est en forgeant que [’on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’ entrainant régulierement aux calculs et

exercices Que l’on devient un mathématicien

lw






