Feuille d’exercices : Probabilités

Exercice 1 (*)

On lance deux dés simultanément. Décrire de fagon ensembliste les événements A : « On obtient
deux fois le méme résultat » et B : « La somme des deux chiffres est inférieure ou égale a 4 ». Calculer
P(A), P(B), P(AUB) et P(AN B).

Exercice 2 (**)

On lance un dé quatre fois de suite. Calculer les probabilités suivantes :

1. On obtient quatre fois le méme chiffre.
2. On obtient quatre chiffres différents.

3. On obtient quatre chiffres qui se suivent.

Exercice 3 (**)

Un coffre contient 10 diamants, 15 emeraudes et 20 rubis. On tire quatre pierres précieuses au
hasard dans le coffre. Calculer les probabilités suivantes (valeurs exactes, puis une valeur approchée
4 1072 prés a l'aide de la calculatrice) :

1. Les quatre pierres sont du méme type.
2. On tire deux diamants et deux rubis.

3. On tire autant de diamants que de rubis.

Exercice 4 (**)

On tire simultanément trois dés et on note la somme des trois résultats obtenus. Combien y a-t-il
de fagons d’obtenir 97 Et 107 Les probabilités des deux sommes sont-elles égales ?

Exercice 5 (*)

Dans une urne se trouvent 4 boules noires et deux boules blanches. Cing personnes tirent succes-
sivement (sans remise) une boule dans I'urne. Le premier qui tire une boule blanche a gagné, quelle
est la probabilité de gain pour chaque personne ?

Exercice 6 (***)

Dans une urne sont placées 15 boules vertes et 10 boules blanches. On tire successivement (sans
remise) 5 boules dans 'urne. Calculer les probabilités suivantes :

1. On obtient 5 boules vertes.



2. On obtient une premiére boule verte, les deux suivantes blanches, les deux derniéres vertes.
3. On obtient au plus une boule blanche.

4. On obtient trois boules vertes et deux blanches.

Reprendre l'exercice avec des tirages avec remise.

Exercice 7 (**)

Dans une classe de 38 éleves, 31 étudient ’anglais, 24 I'espagnol, 17 ’allemand ; 12 étudient a la
fois anglais et allemand, 9 étudient espagnol et allemand, et 4 etudient les trois langues simultané-
ment. On tire un éléve au hasard. Calculer les probabilités suivantes :

1. Tl étudie I'anglais et 1’espagnol.
2. 11 étudie ’anglais ou ’espagnol.

3. Il étudie uniquement 1’allemand.

Exercice 8 (***)

Deux personnes A et B jouent au jeu suivant : A lance un piéce, s’il obtient Pile, il a gagné.
Sinon, B lance une piéce, s’il obtient Face il a gagné. Sinon, c’est & nouveau a A de jouer ...On note
Ay (respectivement By) ’événement : « Le joueur A (respectivement B) gagne & son k-éme lancer ».
Calculer la probabilité de Ay, et de Bg. On suppose désormais que le jeu s’arrét aprés 10 lancers (cing
pour chaque joueur). Calculer la probabilité des événements suivants :

1. Le joueur A gagne en lancant moins de trois fois la piéce.
2. Le jouer B gagne.

3. Personne ne gagne.
4

. On suppose que quelqu’un a gagné. Quelle est la probabilité que ce soit A7

Exercice 9 (***)

On range aléatoirement cing boules distingables dans quatre boites également distingables.
Quel est le nombre de rangements différents possibles ?

Quelle est la probabilité que toutes les boules soient rangées dans la méme boite ?
Quelle est la probabilité que deux boites exactement soient vides?

Meéme question avec une boite vide.

En déduire la probabilité qu’aucune boite ne soit vide.
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Retrouver ce résultat directement & l'aide de la formule de Poincaré.

Exercice 10 (***)

Un tournoi de tennis accueille 64 joueurs, dont 8 sont tétes de séries. Un bug au moment d’ef-
fectuer le tirage au sort fait remplir le tableau de facon totalement aléatoire, y compris les tétes de
séries.

1. Quelle est la probabilité qu’au moins deux tétes de série se rencontrent des le premier tour ?

2. Quelle est la probabilité que les tétes de séries ne puissent pas se rencontrer avant les quarts
de finale ?



Feuille d’exercices : corrigé

Exercice 1 (*)

Il existe plusieurs fagons raisonnables de décrire I'univers des résultats possibles, mais le plus
simple ici est de considérer, bien que les lancers soient simultanés, que les deux dés sont distin-
guables et donc que 2 = {(1,1);(1,2);...;(1,6);(2,1);...;(6,6)}. Il y a équiprobabilité sur cet
univers, ce qui permet de calculer les probabilités & 'aide de quotients de cardinaux. On a alors
A = {(1,1);(2,2);(3,3); (4,4); (5,5); (6,6)} et B = {(1,1);(1,2);(1,3);(2,1);(2,2);(3,1)}. On a

donc P(A) = P(B) = %= 6 Pour la probabilité de l'intersection, il suffit de constater qu'’il
2
y a deux cas favorables, donc P(AN B) = T Ensuite, on utilise la formule bien connue
1 1 1 )
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=—-+ - — — = —~0.28.
(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = c 4 ¢ — - = =

Exercice 2 (**)

Cette fois-ci, pas vraiment de choix pour 'univers : Q = {(1,1,1,1);(1,1,1,2);...;(6,6,6,6)}.
On a | = 6* = 1296.

6
1. Il y a six cas favorables, soit une probabilité de 6 = 216 ~ (0.0046.

2. Il faut bien entendu faire attention qu fait qu’il ne s’agit pas du complémentaire de la question
précédente. Pour avoir quatre chiffres différents, il y a 6 x 5 x 4 x 3 = 360 cas favorables, soit

360 5
= — ~(0.28.
1296 18 028

3. On peut interpréter de plusieurs facons la question. Le plus simple est de considérer qu’on ob-

une probabilité de

tient une des combinaisons suivantes : (1,2,3,4);(2,3,4,5);(3,4,5,6); (4, 3,2,1); (5,4, 3,2); (6, 5,4, 3),

ce qui laisse la méme probabilité qu’a la premiére question.

Exercice 3 (**)

Si on numérotes les pierres précieuses (Dy;...;D10: Eq;...; E15:R1;... R l'univers est consti-
p p 13 ;105 £1; s 1155 4115 ;4120),

45
tué de tous les quadruplets de I'ensemble & 45 éléments précédent. On a donc Q] = < 4 ) = 148995.

1. Il faut séparer I’événement (que j’appelle A) en trois possibilités. Notons A; 1'événement « on
obtient trois diamants » ; Ao « on obtient trois émeraudes » et A3 « on obtient trois rubis ». On

(10) (15) (20)
aP(A) = ﬁ, et de méme P(Az) = (4;45) et P(As) = (f—5). Comme on a A = A1 UA3UA3, et
4
que les événements Aj, Ay et Az sont m;nifestement inco4mpatibles, P(A) = P(Ay)+ P(A2) +
(10) + (15) + (20)
P(A3) = 4 4 47~ 0.043.

(%)




2. L’ordre n’ayant pas d’importance, il faut choisir deux diamants parmi les 10 et deux rubis parmi

1 2
les 20. Le nombre de cas favorables est donc de (20> X (20>. On a donc une probabilité de

10 20
(3) < (%) -
T ~ 0.057.
4

3. II faut combiner les deux techniques précédentes : on peut avoir soit deux diamants et deux

rubis ; soit un diamant, un rubis et donc deux émeraudes ; soit quatre émeraudes, ce qui donne
10 20 10 20 15 15
(5) x () +(G) x (7)) x (5) + () ~ 0.207.

(%)

une probabilité de

Exercice 4 (**)

On peut obtenir 10 de 6 fagons : 1+3+6;14+4+5;24+2+6;24+3+5;2+4+4et3+3+4. On
peut obtenir 9 de 6 fagons également : 1+2+6;1+3+5;1+4+4;24+2+5;24+3+4et 3+3+3.
On pourrait penser que les deux sommes ont la méme probabilité d’apparition, mais il n’en est rien !
Toute la subtilité se situe dans le choix de I'univers : pour étre dans un cas d’équiprobabilité, il faut
choisir @ = {(1,1,1);(1,1,2);...,(1,2,1);...;(6,6,6)}, autrement dit tenir compte de l'ordre. Du
coup, pour le total de 10, le triplet (1,3,6) contribue en fait pour 6 possibilités (on peut permuter
les trois chiffres comme on le souhaite), tout comme (1,4,5) et (2,3,5). Chacun des trois autres

triplets ne correspond qu’a 3 possibilités car un des chiffres est répété deux fois. Il y a donc au

27 1
total 27 cas sur 63 = 216 pour lesquels le total donne 10, soit une probabilité de 26-8° 0.125.
Pour 9, on obtient de fagon similaire 25 cas favorables (trois triplets qui représentent six cas chacun,

deux en représentent trois, et le dernier (3,3,3) n’en représente qu'un seul, soit une probabilité de

25
216 ~ (0.116. On a donc plus de chances d’obtenir 10 que 9.

Exercice 5 (*)

Une représentation sous forme ou, pour faire plus savant, la formule des probabilités composées,

permet d’obtenir rapidement les valeurs souhaitées. La robabilité que le premier joueur gagne vaut

2 1
6= 3 Pour le deuxiéme, il faut que le joueur 1 tire une boule noire, puis que lui-méme tire une

6
4 2 4
boule blanche sur les cing boules restant dans 1'urne, soit une probabilité de G X ES T De
3

4
méme, le troisiéme joueur gagne avec probabilité 6 X = X 1= le quatriéme avec une probabilité
4 3 2 2 2 4 3 2 1 2 1
— X = X = x — = —. Enfin, le dernier joueur gagne avec une probabilité — X — X — x = X = = —.
65 4 3 15 1 4 1 2 16 55—1-4%1-3?1-2—21 15
Notons que la somme de ces cinq probabilités vaut 3 + T + = + TTE= I =1,
ce qui est tout & fait normal puisqu’il y a quatre boules noires dans 1'urne, ce qui implique qu’avec

des tirages sans remise, I'un des cing joueurs va nécessairement tirer une boule blanche.

Exercice 6 (***)

Il y ici deux univers raisonnables pour les résultats. On peut ne pas tenir compte de l'ordre et
prendre pour {2 I'ensemble des sous-ensembles & 5 éléments de I'ensemble des 25 boules de 'urne,

soit | = , mais également choisir de travailler avec des arrangements, auquel cas || =

25
5
25 x 24 x 23 x 22 x 21. Nous choisissons ici le premier univers, constitué de combinaisons.
15 (5)
1. Ilya (5) tirages favorables, soit une probabilité de ﬁ ~ (0.057.
5

4



2. On a introduit un ordre, il faut changer d’univers ou plus simplement calculer la proba boule

15
par boule (autrement dit a l'aide de la formule des probabilités composées), elle vaut % X
10 9 14 13 39
— X — X — X — = ——=~0.039.
24 23 22 21 1012
3. On peut revenir & notre premier univers, les tirages favorables sont ceux constituées de cing
boules vertes et ceux constitués de quatre boules vertes et d’une boule blanche (union disjointe),
() x (D +(F

()

4. De la méme fagon que précédemment, la proba vaut

) ~ 0.313 (on a séparé I’événement en deux cas disjoints).

() x (%)

T ~ (.385. Dans les deux der-
5

niéres questions, si on a décidé de travailler avec des arrangements, on fera bien attention

au fait que l'ordre des tirages n’est pas imposé dans I’énoncé (contrairement a la deuxiéme

question), ce qui laisse plus de cas favorables.

donc la proba vaut

Dans le cas des tirages avec remise, on est de toute fagon obligés de travailler avec des listes,
donc || = 25°.

15°  (3)°
1. 11y a 15 tirages favorables, donc une probabilité de 25 = <5> ~ 0.078.

: . Lo 158 x 102 (3
2. Iy albx 10 x 10 x 15 x 15 tirages favorables, soit une probabilité de —————— = ( = | X

25° )
2
<g> =~ 0.035.
5

3. Soit on obtient cing vertes (15° cas), soit quatre vertes et une blanche, ce qui correspond &

15 x 10 x 5 cas (il ne faut pas oublier de multiplier par 5 pour tenir compte du choix de la

155+ 15 x 10 x 5
position de la boule blanche), donc une probabilité de i 255X X0 0.337.

4. La encore, la seule difficulté est de ne pas oublier le choix de la position des deux blanches, la

5 3 2

(5) x 15% x 10
255

~ 0.346.

probabilité vaut

Exercice 7 (**)

Le plus simple est encore de calculer tous les cardinaux possibles. Notons A ’ensemble des
anglicistes, G celui les germanistes et E' les hispanisants. On sait que |A| = 31; |E| =24; |G| = 17,
|ANG| = 12; |GNE| =9 et |ANENG| = 4. On en déduit que [(ANG)\E| = 12—4 = 8 (autrement dit,
huit éléves étudient anglais et allemand mais pas I’espagnol), et [(GNE)\A| = 9—4 = 5. On en déduit
que les germanistes purs sont au nombre de 17 — 8 — 4 — 5 = 0. Autrement, la probabilité demandée
a la troisiéme question est nulle. Restent & caser les 21 éléves restants dans les cases « anglais pur »,
« espagnol pur » et « anglais + espagnol sans allemand ». Les anglicistes non germanistes sont au
nombre de 31 — 8 — 4 = 19, et les hispanisants non germanistes sont 24 —4 — 5 = 15. Il y a donc
154+19—21 = 13 éléves pratiquant anglais et espagnol mais pas allemand, ce qui laisse deux espagnols

purs et 6 anglais purs. Tous les éléves pratiquand I'anglais ou ’espagnol, la probabilité de la question
1344 17

38 38

2 vaut 1, et celle de la question 1 vaut

Exercice 8 (***)

1. Soit A gagne au premier lancer (une chance sur deux), soit il gagne a son deuxiéme lancer,
ce qui implique que lui-méme et B aient perdu au premier lancer, c’est-a-dire que les trois

premiers lancers soient F'PP, ce qui se produit avec probabilité 3 soit il gagne a son troisiéme

5



e L . . . 1 1
lancer, probabilité 32 (méme raisonnement qu’avant), soit au total une proba de 3 + 3 + 3=
21

3 = 0.656 (les trois cas étant bien sir incompatibles).

. Par un raisonnement trés similaire a la premiére question, la probabilité de victoire du joueur

1 1 1 1

1
B vaut 1 + 6 + 61 + % + 510 ~ 0.333 (les tirages faisant gagner le joueur B sont F'F';

FPFF; FPFPFF; FPFPFPFF et FPFPFPFPFF).

1
. Il reste une proba de — ~ 0.000098 que personne n’ait gagné aprés dix lancers (5 chacun), le

210 -
seul cas favorable étant FFPFPFPFPFP.

1 1 1
C’est un calcul de probabilité conditionnelle : la probabilité que A gagne vaut — + - + — +

2 8 32
1 1 341
ﬁ_{_ﬁ =3 ; la probabilité que quelqu’un ait gixgné eslt (1)62 ?(jomplémentaire de la probabilité

calculée a la question précédente, elle vaut 1 — — = La probabilité conditionnelle

210 1024°
) 341 1024 2 : : ., o
cherchée est donc de BE X 103 =3 Je vous laisse voir pourquoi ce résultat est intuitivement

normal.

Exercice 9 (***)

1.

Puisque tout est distingable, il y a 4 possibilités de rangement pour chaque boule, soit 4° =
1 024 rangements possibles au total. Autrement dit, || =1 024.

Il y a quatre rangements pour lesquels toutes les boules sont dans la méme boite (un pour

1
= — ~0.004.
1024 256 0-00

chaque boite), soit une probabilité de

4
. Commengons par choisir les deux boites non vides, ce qui laisse <2> = 6 possibilités. Une fois

ce choix effectué, il y a 2° facons de caser les cing boules dans nos deux boites, mais il faut en
enlever deux si on veut que nos deux boites ne soient pas vides (les deux pour lesquelles une

des deux boites recueille toutes les boules). Cela fait donc finalement 6 x (25 —2) cas favorables,

6 x 30 45
= — ~(.178.
1 024 256 0.178

soit une probabilité de

. On peut répartir les cinq boules comme suit si on veut exactement une boite vide : 3—1—-1—-0

ou 2 —2—1—0. Dans le premier cas, il faut choisir la boite contenant trois boules (4 choix),
les trois boules en question ((g) = 10 choix), la boite contenant la quatriéme boule (3 choix) et
la boite contenant la derniére boule (2 choix; si on veut on peut remplacer ces derniers choix
par le choix des deux boites non vides puis de la boule allant dans la premiére boite non vide,
ce qui revient au méme). Il y a donc 4 x 10 x 3 x 2 = 240 répartitions 3 — 1 — 1 — 0. Pour les
2—2—1-0, il y a4 choix pour la boite contenant une seule boule, 5 choix pour la boule allant

4
dans cette boite, 3 choix pour la boite vide, et enfin <2> = 6 choix pour les deux boules allant

dans la premiére des deux boites restantes, soit 4 x 5 x 3 x 6 = 360 possibilités. Finalement la

360 45
= — ~0.352.
1024 128 0-35

On a calculé successivement les probabilités d’avoir trois, deux et une boite vide. Comme

on ne peut pas avoir quatre boites vides, la probabilité de ne pas avoir de boite vide est

. . L 1024 — 4 — 180 — 600 240
complémentaire de la somme des précédentes, elle vaut = =
15 1024 1024

— ~ (.234.
64

Notons A; « La premiére boite est vide » et ainsi de suite jusqu’a A4. Le nombre de cas
favorables & A; est 3° = 243 (il faut caser les cinq boules dans trois boites), donc P(A;) =

probabilité d’avoir exactement une boite vide est de

6



243
T2t De méme pour As, Az et A4. Par un raisonnement similaire, le nombre de cas favorables

a AjNAg est 2° = 32, donc P(A;NA) = et de méme pour les autres intersection de deux

2
10247
événements. Enfin, P(A; N AN As) = 1091’ et de méme pour les autres intersections de trois
événements. Enfin, A1 N AsNA3N Ay est impossible. On peut appliquer la formule de Poincaré :
P(A1UA2UA3UA4) = P(A1)+P(A2)+P(A3)+P(A4) (AlﬂAQ) (AlﬂAg) (Alﬁ
A4) —P(A2 ﬂAg) —P(AQQA;JL) (A3QA4)+P(A1 ﬂAQﬂAg)—FP(Al ﬂAQﬂA4)—|—P(A1 NAsN
A4)—|—P(A2ﬁA3ﬁA4) (AlﬂAgﬂAgﬂA4) 4243 — 6X32+4X1_O 49

1024 1 024 64"
La probabilité cherchée est le complémentaire de celle que nous venons de calculer, on retrouve

15
o1 comme & la question précédente.

Exercice 10 (**%*)

1. Pour cette question, seul le premier tour nous intéresse. Celui-ci est constituée de 32 matchs
faisant s’affronter deux joueurs. Peu importe dans quel ordre ces deux joueurs ont été tirés. Il y

64 el . . 32 . . (2
al, possibilités pour le tirage du premier match, o ) Pour le deuxiéme etc, jusqu’a 5

pour le dernier match. Comme on se fiche de 'ordre des matchs, on peut diviser par 32! (le

64 x 63 62 x 61
nombre d’ordres possibles) pour obtenir un total de possibilités de X X X X e X

2 2

2x1 1 64
5 321 23232
Si on ne veut pas que deux tétes de séries se rencontrent, il y 56 choix possibles pour ’adversaire
de la premiére téte de série (8 joueurs sur 64 sont tétes de série, donc 56 ne le sont pas), 55
pour 'adversaire de la deuxiéme téte de série, etc jusqu’a 49 pour l'adversaire de la huitiéme
téte de série. Il reste ensuite a répartir les 48 concurrents restants en 24 paires, ce qui se fait

tirages possibles.

48!
de 221 5 ol fagons (cf le calcul ci-dessus). La probabilité qu’il n’y ait pas de matchs opposant
' 56! 48] 932 % 321 28 x 25 % 26 x - x 32
deux tétes de séries vaut donc — 181 9221 & 24' ol = T ET X8 x . %64 ~ (0.608. La

probabilité cherchée est le complémentaire de celle-ci, elle vaut environ 0.392.

2. Cette fois-ci, tout ce qui nous intéresse est que nos huit tétes de série soient dans des huitiémes
de tableau différents. Il y a huit huitiémes de tableau constitués chacun de huit joueurs. Si on
se fiche de l'ordre a l'intérieur de chaque huitiéme de tableau et de 'ordre des huitiémes de

. 64 56 8 1 64! 56! 8! 1 64!
tableau, il y a g X g X g = =

X — = X XX =——— X — = ——
81 8!'x 56! 48! x 8! 8lx 0! 8  (8)?
possibilités. Si on impose une téte de série dans chaque huitiéme de tableau, il reste & répartir

les 56 concurrents restants en 8 paquets de 7, ce qui se fait de (calcul trés similaire

56!
(718 x 8!
au précédent), et & multiplier par 8! pour distribuer aléatoirement les huit tétes de série dans

56! 81 8% x 8!
chacun de ces paquets. La probabilité cherchée vaut e X (64)! = s : 6 ~

0.00379. Autant dire que c’est trés improbable.

Note du correcteur : on peut faire plus simple pour calculer les probabilités (cf corrigé de I'exercice

(56) (49) (42) (35) (28) (21) (14)
7 7 7 7 7 7 7

) @ GG @ @)

qu’on peut simplifier pour retrouver ’expression ci-dessus.

en TD). Pour la deuxiéme question, le calcul donnera X X X X X X





