
Ensembles Applications : Exercices
Exercice 1

Soient E un ensemble et A,B,C trois parties de E. Montrer :
1) pA� Cq X pB � Cq � pAXBq � C.
2) pA� Cq Y pB � Cq � pAYBq � C.

3)

"
AXB � AX C

AYB � AY C
ùñ B � C.

4) pAYBq X pB Y Cq X pC YAq � pAXBq Y pB X Cq Y pC XAq.
5) pA� Cq � pB � Cq � pA�Bq � C � A� pB Y Cq

6) Ā△ B̄ � A△B

Exercice 2

Dans C on définit la relation R par : zRz
1
ðñ |z| � |z

1
|

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
2) Déterminer la classe d’équivalence de chaque z de C.

Exercice 3

On définit sur R la relation R par : xRy ðñ x2 � y2 � x� y.
1) Montrer que R est une relation d’equivalence.
2) Calculer la classe d’équivalence d’un élément x de R. Combien y-a-t-il d’éléments dans cette classe ?

Exercice 4

Soit pE,¤q un ensemble ordonné. On définit sur P pEq- � O la relation � par :X � Y ðñ (X � Y ou �x P X

, �y P Y x ¤ y).
Vérifier que � est une relation d’ordre.

Exercice 5

Soient E,F et G trois ensembles, f : E ÝÑ F et g : F ÝÑ G deux applications ; on considère l’application
h : E ÝÑ F �G définie par : �x P E : hpxq � pfpxq, gpxqq.
1) Montrer que si f et g sont injectives, alors h l’est aussi.
2) On suppose que f et g sont surjectives, h est-elle nécessairement surjective ?

Exercice 6

Soient E un ensemble et f : E ÝÑ E une application telle que : f � fofof .
Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.

Exercice 7

Soient E un ensemble et p : E ÝÑ E une application telle que : p � pop.
Montrer que si p est injective ou surjective, alors p � IdE .

Exercice 8

Soient E,F deux ensembles, f : E ÝÑ F et g : F ÝÑ E deux applications telles que : gofogof est surjective
et fogofog est injective.
Montrer que f et g sont bijectives.

Exercice 9
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Soit X un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas de surjection de X sur l’ensemble de ses parties P pXq.
 On pourra raisonner par l’absurde et considérer pour f : X ÝÑ P pXq l’ensemble A �x P X{x R fpxq

Exercice 10

Soient X,Y deux ensembles et f : X ÝÑ Y une application.
1) Montrer que f est injective si et seulement si, pour tout g : Z ÝÑ X et tout h : Z ÝÑ X , on a
fog � foh ùñ g � h .
2) Montrer que f est surjective si et seulement si, pour tout g : Y ÝÑ Z et tout h : Y ÝÑ Z , on a
gof � hof ùñ g � h .
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Correction

Exercice 1

1) pA� Cq X pB � Cq � pAX C̄q X pB X C̄q � pAXBq X C̄ � pAXBq � C.
2) Comme 1)
3) B � pAYBq XB � pAY Cq XB � pAXBq Y pC XBq � pAX Cq Y pC XBq � pAYBq X C � C

4) pAYBqXpBYCqXpCYAq � pBYpAXCqqXpCYAq � pBXpCYAqqYpAXCq � pBXCqYpBXAqYpAXCq

5) pA�Cq�pB�Cq � pAX C̄qXpB X C̄q � pAX C̄qXpB̄YCq � pAX C̄XB̄qYpAX C̄XCq � pAXB̄qX C̄ �

pA�Bq � C

Et : pA�Bq � C � AX pB̄ X C̄q � AX pB Y Cq � A� pB Y Cq

6) Ā△ B̄ � pĀX ¯̄Bq Y pB̄ X ¯̄Aq � pĀXBq Y pB̄ XAq � A△B

Exercice 2

1) Soient z , z
1
, z

2
des complexes quelconques.

 Reflexivité : zRz car |z| � |z|.
 Symétrie : zRz

1
� z

1
Rz car |z| � |z

1
| et donc |z

1
| � |z|.

 Transitivité : zRz
1
et z

1
Rz

2
alors |z| � |z

1
| � |z

2
| donc zRz

2
.

Donc R est une relation d’équivalence.

2) La classe d’équivalence d’un point z P C est l’ensemble des complexes qui sont en relation avec z, c’est-
à-dire l’ensemble des complexes dont le module est égal à |z|. Géométriquement la classe d’équivalence de z

est le cerlce C de centre 0 et de rayon |z| :C =|z|eiθ{θ P R

Exercice 3

1) Evident, il suffit de remarquer que xRy ðñ x2 � x � y2 � y

2) Soit x P R. On cherche les éléments y de R tels que xRy. On doit donc résoudre l’équation x2�y2 � x�y.
Elle se factorise en px� yqpx� yq � px� yq � 0ðñ px� yqpx� y � 1q � 0.
La classe de x est donc égale à x, 1 � x. Elle est constituée de deux éléments, sauf si x � 1 � x ðñ x � 1

2
.

Dans ce cas, elle est égale à 1

2
.

Exercice 4

 Reflexivité : pour tout X P P pEq on a : X �X car X � X.
 Antisymétrie : pour X,Y P P pEq tels que X �Y et Y �X, alors par définition de � on a :�x P X �y P Y :
x ¤ y et y ¤ x.
Comme la relation ¤ est une relation d’ordre alors : x ¤ y et y ¤ x ùñ x � y.
Donc �x P X �y P Y : x � y ; ce qui implique que X � Y (dans ce cas en fait X est vide ou un singleton).
 Transitivité : soit X,Y, Z P P pEq tels que X � Y et Y � Z. Si X � Y ou Y � Z , alors il est clair que
X � Z.
Supposons que X et Y � Z alors :
�x P X �y P Y �z P Z x ¤ y et y ¤ z.
alors par transitivité de la relation ¤ on obtient : �x P X �z P Z : x ¤ z

Donc X � Z.
Conclusion : � est une relation d’ordre.

Exercice 5

1) Soient x, y P E.

hpxq � hpyq ðñ

"
fpxq � fpyq

gpxq � gpyq
ùñ x � y dès que f ou g est injective.

2) Contre exemple : Soit E un ensemble contenant 2 éléments a et b : E �a, b et considérant F � G � E et
f � g � IdE surjectives (évident).
On aura alors �x P E : hpxq � pIdEpxq, IdEpxqq � px, xq.
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On a : pa, bq P E � E , mais il n’existe pas d’élément x de E qui vérifie : hpxq � pa, bq

Donc h n’est pas nécessairement surjective.

Exercice 6

Si f est injective :
comme �x P E : fpfofqpxqq � fpxq ; f � f � IdE , donc f est bijective.
Si f est surjective : pour tout x P E , il existe y P E tel que x � fpyq et f � fpxq � f � f � fpyq � fpyq � x .
Donc f � f � IdE ; donc f est bijective.

Exercice 7

Si p est injective. Comme �x P E , ppppxqq � ppxq. On déduit que p � IdE .
Si p est surjective, pour tout x P E , il existe y P E tel que x � ppyq et ppxq � p � ppyq � ppyq � x , d’où
p � IdE

Exercice 8

On a g � pf � g � fq est surjective et pf � g � fq � g est injective, donc g est bijective.
d’autre part : f � g � f � g�1 � pg � f � g � fq � pf � g � f � gq � g�1 est donc surjective et injective, donc
bijective.
En conclusion, f � g � f est bijective et g bijective, donc f est bijective.

Exercice 9

Utilisons l’indication, Si f était surjective, nous pourrions trouver a P X tel que A � fpaq.
Supposons d’abord a P A ; on obtient a P fpaq et par conséquent a R A, ce qui contredit notre hypothèse.
Supposons maintenant que a R A ; on obtient a R fpaq et par conséquent a P A , ce qui contredit notre
hypothèse.
Par conséquent, l’élément a n’appartient ni à A, ni à son complémentaire, ce qui est impossible.
Par suite, A ne possède pas d’antécédent par f , qui est donc non surjective.

 Remarque : Ce sujet entre dans le cadre du ”paradoxe de Russell” (Paradoxe du menteur).

Exercice 10

1)
 Supposons d’abord f injective et soient g : Z ÝÑ X et h : Z ÝÑ X telles que f � g � g � h.
Alors, pour tout z de Z, on a fpgpzqq � fphpzqq ùñ gpzq � hpzq puisque f est injective.
On a donc bien g � h .
 Pour montrer l’implication réciproque, on procède par contraposée en supposant que f n’est pas injective.
Soit x � y tel que fpxq � fpyq. Posons Z �0 , gp0q � x et hp0q � y.
Alors on a f � gp0q � f � hp0qp� fpxq � fpyqq ; alors que g � h .

2)
 Supposons d’abord f surjective et soient g : Y ÝÑ Z et h : Y ÝÑ Z telles que gof � hof .
Soit y P Y . Il existe x de X tel que y � fpxq. On en déduit gpyq � gofpxq � hofpxq � hpyq, ce qui prouve
g � h.
 Pour montrer l’implication réciproque, on procède par contraposée en supposant que f n’est pas surjective.
Il existe donc un point y0 de Y qui n’est pas dans fpXq.
On considère alors Z �0, 1 , g défini sur Y par gpy0q � 1 et gpyq � 0 sinon, h défini sur Y par hpyq � 0 pour
tout y.
Alors on a bien g � f � h � f (car fpxq � y0 pour tout x de X) et h � g.
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