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Dénombrements

* trés facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice n°1 : (IT) (le poker)

On dispose d’un jeu de 32 cartes. On distribue 5 cartes & un joueur. L’ordre des cartes est As, Roi, Dame, Valet, 10, 9, 8,
7 soit un total de 8 hauteurs. Il y a quatre couleurs : ¢ (carreau), ¥ (cceur), & (pique) et # (trefle).

1) Combien de mains différentes peut-il recevoir (nombre de distributions possibles) ?

2) Combien contiennent une quinte floche (5 cartes consécutives dans une méme couleur) ?

3) Combien contiennent un carré (4 cartes d’une méme hauteur et une autre carte) ?

4) Combien contiennent une couleur (5 cartes d’'une méme couleur ne constituant pas une quinte floche) ?

5) Combien contiennent un full (3 cartes d’'une méme hauteur et deux d’une méme autre hauteur) ?

6) Combien contiennent une suite (5 cartes consécutives ne constituant pas une quinte floche) ?

7) Combien contiennent un brelan (3 cartes d’'une méme hauteur et deux autres ne constituant pas un full) ?
8) Combien contiennent une double paire (2 cartes d’'une méme hauteur, deux autres d’'une méme hauteur ne
constituant pas un carré ou un full) ?

9) Combien contiennent une paire (2 cartes d’'une méme hauteur et rien de mieux) ?

Exercice n° 2 : (IT)
On dispose d’un jeu de 32 cartes. On distribue 5 cartes & un joueur.

1) Combien de mains contiennent exactement un roi?

2) Combien de mains contiennent exactement trois piques ?

3) Combien de mains contiennent exactement deux piques et deux coeurs ?
4) Combien de mains contiennent au moins deux carreaux ?

5) Combien de mains contiennent exactement un roi et deux tréfles ?

Exercice n° 3 : (IT) (le loto)

On joue au loto en cochant dans une grille 6 numéros parmi les numéros 1, 2, ..., 49. On place ensuite 492 boules numérotées
de 1 &4 49 dans une urne et on en extrait 6. On obtient ainsi les numéros gagnants.

1) Combien y-a-t-il de tirages possibles ?
2) Combien de tirages nous fournissent exactement 1 numéro gagnant ?
3) Combien de tirages nous fournissent exactement 2, 3, 4, 5, 6 numéros gagnants ?

Exercice n° 4 : (IT)

Combien y-a-t-il d’anagrammes du mot ELEVE ? Méme question en effacant les accents ?
Combien y-a-t-il d’anagrammes du mot MATHEMATIQUES ?

Exercice n°5 : (IT)
n n
1) (*¥**) Trouver une démonstration combinatoire de 1’'identité = ou encore
) (%) Trouv > (2k> > <2k+ 1)
ogk<n/2 0<k<(n—1)/2

démontrer directement qu’un ensemble & n éléments contient autant de parties de cardinal pair que de parties
de cardinal impair.

-1
2) (*¥***) Trouver une démonstration combinatoire de 'identité k<E> = n(LL ]>.

2n Lo\ ?
3) (****) Trouver une démonstration combinatoire de l'identité (n) = Z (k) .
k=0

Exercice n° 6 : (¥**)
Combien y a-t-il de partitions d’un ensemble & pq éléments en p classes ayant chacune q éléments ?
Exercice n° 7 : (¥***) (Combinaisons avec répétitions)

Montrer que le nombre de solutions en nombres entiers x; > 0 de ’équation x1 +x2 + ... + x5, = k (k entier naturel donné)
est (n +‘;7]). (Noter an,k le nombre de solutions et procéder par récurrence.)

Exercice n° 8 : (*)

Combien y a-t-il de nombres de 5 chiffres ou 0 figure une fois et une seule ?
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Exercice n° 9 : (***I)

Quelle est la probabilité p,, pour que dans un groupe de n personnes choisies au hasard, deux personnes au moins aient
le méme anniversaire (on considérera que 'année a toujours 365 jours, tous équiprobables). Montrer que pour n > 23, on

1
apn>z.

Exercice n° 10 : (***)
Montrer que le premier de ’an tombe plus souvent un dimanche qu’un samedi.
Exercice n° 11 : (**I)

On part du point de coordonnées (0,0) pour rejoindre le point de coordonnées (p, q) (p et g entiers naturels donnés) en
se déplacant & chaque étape d’une unité vers la droite ou vers le haut. Combien y a-t-il de chemins possibles ?

Exercice n° 12 : (***)
De combien de fagons peut-on payer 100 euros avec des piéces de 10, 20 et 50 centimes ?
Exercice n° 13 : (*¥***)

1) Soit E un ensemble fini et non vide. Soient n un entier naturel non nul et Aq,..., A, n parties de E.
Montrer la « formule du crible » :

n
card(Aj U...UAL) = Z card(Ay) — Z card(Ai, NAi,)
i=1

I<ii<izgn

o (=) > card(Ai, NAi, N...NA;,)

T<ii<iz<...<igsn

et (=D Tcard(A7 N ... N Ay).

2) Combien y a-t-il de permutations o de [1,n] vérifiant Vi € [1,n], o(i) #1? (Ces permutations sont appelées
dérangements (permutations sans point fixe)). Indication : noter A; ’ensemble des permutations qui fixent i et
utiliser 1).

On peut alors résoudre un célébre probléme de probabilité, le probléme des chapeaux. n personnes laissent leur chapeau a
un vestiaire. En repartant, chaque personne reprend un chapeau au hasard. Montrer que la probabilité qu’aucune de ces

personnes n’ait repris son propre chapeau est environ — quand n est grand.
e

Exercice n° 14 : (*¥*)
Combien y a-t-il de surjections de [1,n + 1] sur [1,n]?
Exercice n° 15 : (**%*)

Soit (P) un polygone convexe a n sommets. Combien ce polygone a-t-il de diagonales ? En combien de points distincts des
sommets se coupent-elles au maximum ?

Exercice n° 16 : (***)

1) On donne n droites du plan. On suppose qu'il n’en existe pas deux qui soient paralléles, ni trois qui soient concourantes.
Déterminer le nombre P(1) de régions délimitées par ces droites.

2) On donne n plans de l'espace. On suppose qu’il n’en existe pas deux qui soient paralléles, ni trois qui soient concourants
en une droite, ni quatre qui soient concourants en un point. Déterminer le nombre Q(n) de régions délimitées par ces
plans.

Exercice n° 17 : (***)

Soit PX le nombre de partitions d'un ensemble &4 n éléments en k classes.
Montrer que Pl‘l = Phj + kPl‘l_1 pour 2<k<n—1.
Dresser un tableau pour 1 < k,n < 5.

Calculer en fonction de PX le nombre de surjections d’un ensemble & n éléments sur un ensemble & p éléments.
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Exercice n° 18 : (*** I)

Soit E un ensemble fini & n éléments (n € N*). Combien y-a-t-il de couples (X,Y) € (P2(E))?* tels que X C Y?

Exercice n° 19 : (*¥** I)

Soit E un ensemble fini & n éléments (n € N*). Calculer S; = Z card (XNY)et S, = Z card (XUY).
(X,Y)e(2(E))? (X,Y)e(£(E))?

Exercice n° 20 : (***)

Soit E un ensemble fini & n éléments (n € N*). Combien y-a-t-il de :

1) lois de composition interne sur E;
2) lois de composition interne commutatives sur E ;
3) lois de composition interne sur E possédant un élément neutre ?
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Dénombrements : corrigé

Exercice n° 1

1) Le nombre de mains est le nombre de parties & 5 éléments d’un ensemble & 32 éléments. Il y en a

=8 x 31 x 29 x 28 = 201 376.

5 5x4x3x2

Avec un jeu de trente-deux cartes, il y a 201 376 mains de cinq cartes. I

2) Il y a quatre couleurs (carreau, coeur, pique tréfle) et quatre hauteurs (a I’as, au roi, a la dame et au valet). Au total,
il y a4 x4 =16 quintes floches.

(32)_32><31><30><29><28

Avec un jeu de trente-deux cartes, il y a 16 quintes floches (dont quatre royales).

1
201376 12586

3) Chaque carré d’as peut étre accompagné d’une carte choisie parmi les 28 qui ne sont pas des as. Il y a donc 28 carrés
d’as. Comme il y a 8 hauteurs possibles, il y a 28 x 8 = 224 mains contenant un carré.

Avec un jeu de trente-deux cartes, il y a 224 mains contenant un carré. I

224 1
201 376 :@:0,001]...

4) Il y a 4 couleurs (carreau, coeur, pique ou tréfle). Le nombre de mains contenant 5 carreaux est le nombre de parties a
5 éléments d’un ensemble & 8 éléments. Il y en a

8 8 8x7x%x6
(5)_(3)_3T_8X7_56’

et donc au total, 4 x 56 = 224 mains contenant 5 cartes de couleurs identiques. On doit enlever & ces mains les quintes
floches au nombre de 16 (qui sont a ranger dans la catégorie des quintes floches et pas la catégorie des couleurs). Il reste

224 — 16 = 208 couleurs.
Avec un jeu de trente-deux cartes, il y a 208 couleurs. I

208 13
201376 12586
5) Comptons le nombre de mains contenant un full aux as par les rois (brelan d’as et paire de roi). Il y a 4 brelans d’as et

= 0,000079...

La probabilité d’avoir une quinte floche est donc

La probabilité d’avoir un carré est donc

La probabilité d’avoir une couleur est donc =0,00103...

4
( ,) = 6 paires de rois. Il y a donc 4 x 6 = 24 mains contenant un full aux as par les rois. Maintenant, il y a 8 hauteurs

possibles pour le full et pour chacune de ces hauteurs, il y a 7 hauteurs pour la paire soit au total 8 x 7 = 56 hauteurs
pour le full. Il y a donc 24 x 56 = 1344 mains contenant un full.

Avec un jeu de trente-deux cartes, il y a 1 344 mains contenant un full. I

1344 6
201 376 — 899 =0,0066...

6) Comptons le nombre de suites a I'as. Il y a 4 as, 4 rois, 4 dames, 4 valets et 4 dix et donc 4° mains contenant la
séquence As, roi, dame, valet, dix. Une suite peut commencer a ’as, au roi, & la dame ou au valet et donc il y a 4 x 4% = 4°
mains contenant 5 cartes qui se suivent. On doit retirer de ces mains celles qui fournissent une quinte floche et il reste
4% — 16 = 4080 mains contenant une suite.

Avec un jeu de trente-deux cartes, il y a 4 080 mains contenant une suite. I

La probabilité d’avoir un full est donc
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4080 255
201376 12856

La probabilité d’avoir une suite est donc =0,019...

4
7) I y a 8 hauteurs possibles du brelan et pour chaque hauteur ( 3) = 4 brelans possibles. Donc, 8 x 4 = 32 brelans

possibles. On a 28 possibilités de compléter ce brelan par une quatriéme carte puis 24 possibilités de compléter par une
28 x 24

2

cinquiéme carte. L’ordre dans lequel on a regu les deux derniéres cartes n’a pas d’importance et donc il y a 32 x

10 752 mains contenant un brelan.

Avec un jeu de trente-deux cartes, il y a 10 752 mains contenant un brelan. I

10 752
201 376

La probabilité d’avoir un brelan est donc

=0,053...

8 4
8)Ilya ( 2) = 28 hauteurs possibles des deux paires et pour chaque hauteur ( 2) = 6 doubles paires possibles. Donc,

8 4 4
( 2) X < 2) X < 2) =28 x 6 x 6 =1 008 doubles paires possibles. On a ensuite 24 possibilités de compléter ces deux paires

par une cinquiéme carte. Il y a 1 008 x 24 = 24 192 mains contenant deux paires.

Avec un jeu de trente-deux cartes, il y a 24 192 mains contenant deux paires. I

24192
201376

La probabilité d’avoir deux paires est donc 0,12...

4
9)Ilyas8x (2) = 48 paires. On compléte par une 3éme, 4éme et 5éme carte soit 28 x 24 x 20 possibilités. L’ordre dans

28 x 24 x 2
lequel on recgoit ces cartes n’a pas d’importance et il y a donc 48 X %;0 = 107 520.

Avec un jeu de trente-deux cartes, il y a 107 520 mains contenant une paire. I

107520
201376

La probabilité d’avoir une paire est donc 0,53...

Exercice n° 2

Le nombre de mains est le nombre de parties & 5 éléments d’un ensemble & 32 éléments. Il y en a

=8 x 31 x 29 x 28 = 201 376.

32\ 32 x 31 x30x29x28
5) 5x4x3x2

1) On prend une carte parmi les 4 rois et 4 cartes parmi les 28 qui ne sont pas des rois. Au total,

4 28 28 x 27 x 26 x 25
<])><(4>_4>< 1532 =4 x7x9%x13x25=281900

mains contenant exactement un roi.

2) On prend 2 cartes parmi les 8 piques et 3 cartes parmi les 24 qui ne sont pas des piques. Au total,

(8)><(24)=8X7><24X23X22=4><7><4><z3><zz:56672

2 3 2 3x2
mains contenant exactement deux piques.

3) On prend 2 cartes parmi les 8 piques et 2 cartes parmi les 8 ccerus et 1 cartes parmi les 16 qui ne sont ni des piques,

ni des cceurs. Au total,
8 8 16
(2) X <2> X <] ) =28x28 x16=12544

mains contenant exactement deux piques et deux cceurs.

24) 24X 23X 22 X2 X204 o3 90 %21 — 42 504 et le nombre

4) Le nombre de mains contenant 0 carreau est

5) 5x4x3x2
de mains contenant 1 carreau est <?> X (2;1) =8 x s X42i >3< >2<22X 21 =8 x 23 x 22 x 21 =85 008. Le nombre de mains
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contenant aux moins deux carreaux est le nombre total de mains auquel on retranche le nombre de mains contenant au
plus un carreau. Au total, il y a

(382> — <254> — <?> X <244> =201 376 —42 504 — 85 008 = 73 864

mains contenant au moins deux carreaux.

5) Il y a 32 — 11 = 21 cartes qui ne sont ni des rois, ni des tréfles. Le nombre de mains contenant deux tréfles et un roi

qui n’est pas le roi de trefles est
3 7 21
(1) X (2> X (2) =3x21 x21 x10=13230

et le nombre de mains contenant exactement deux tréfles et un roi qui est le roi de trefle est

1 7 21 21 x 20 x 19
(1)><(1>x?_7xT—7x7x10x19—9310.

Au total, il y a 13 230 4+ 9 310 = 22 540 mains contenant exactement un roi et deux tréfles.

Exercice n° 3

49
DIlya (6) tirages possibles avec

(49):49X48X47X46X45X44:49><47><46><3><44:13983816.

6 6xXx5x4x3x2

2) On choisit un numéro parmi les six bons numéros et les cinq autres parmi les 49 — 6 = 43 mauvais numéros. Au total,
ily a

6 43 43 x 42 x 41 x 40 x 39
<]>x<5)_ YRS =6x43 x 14 x41 x39=5775588
. . . 5775 588
tirages avec exactement 1 bon numéro. La probabilité d’avoir exactement un bon numéro est donc 13983316 — 0,41...
i 6 43 ... 181150
3) Deux bons numéros : (2) X (4> = 1851 150. Probabilité : 13983816 — 0,13....
. e 43\ . 2468200
Trois bons numéros : (3) X (3> = 246 820. Probabilité : 13983816 0,01....
i 6 43 e, 13545

Quatre bons numéros : <4> X (2) = 13 545. Probabilité : 13983816 — 0,0009....

. . (6 43\ e 258 N s
Cing bons numéros : (5) X ( : > = 258. Probabilité : 13983 31€ 1,8 x 107
Six bons éros : 6 X 3 _ 1. Probabilité : ; ~7x1078

ix bons numeéros : | o) =1 Pr ilité : T3oeeere .

Exercice n° 4
e Avec les accents : il y a 5! = 120 anagrammes du mot ELEVE.

Sans les accents : le mot ELEVE est 'un des anagrammes. Il fournit 3! = 6 anagrammes deux a deux distincts en tenant
compte des accents, 3! étant le nombre de permutations des 3 E dans leurs trois positions a savoir ELEVE, ELEVE,
ELEVE, ELEVE, ELEVE et ELEVE.

Plus généralement, chacun des n anagrammes du mot ELEVE fournit 6 anagrammes deux & deux distincts du mot ELEVE.

12
Donc 6n = 120 ou encore n = ?O =20. Il y a 20 anagrammes du mot ELEVE.

Le mot MATHEMATIQUES est constitué de 13 lettres a savoir 2 M, 2 A, 2 T, 1 H, 1 E, 11,1 Q,1U, 1 E et 1S.

On compte d’abord les anagrammes en différenciant les deux M, les deux A et les deux T, par exemple en les notant M;
et M. Il y en a 13!. Maintenant, I’anagramme MATHEMATIQUES fournit 2! x 2! x 2! = 8 anagrammes deux & deux
distincts o les M, les A et les T sont différenciés a savoir Mj A1 T1HEM, A, T>IQUES, M,A;T;HEM; A, T,IQUES, ...
Le nombre d’anagrammes cherché est donc

13!

——— =13 x12x 11 x10Xx9%x7x6x5x4x3x2=778377 600.
2! x 21 x 2!

Exercice n° 5
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1) Soit E un ensemble & n éléments, n > 1, et a un élément fixé de E. Soit f : ZF(E) — Z(E)

A\{a}siae A
A '_} {AU{a}siagEA

Montrons que f est involutive (et donc bijective). Soit A un élément de Z(E).

eSia¢A, f(A) = AU{a} et donc, puisque a € A U{a}, f(f(A)) = (AU{a}) \ {a} =A.
eSiacA, f(A) =A\{a}et f(f(A)) = (A\{a}) U{a} =A.

Ainsi, YA € P(E), fof(A) = A ou encore, fof =Idg ).
Maintenant clairement, en notant &7, (E) (resp. #;(E)) I'ensemble des parties de E de cardinal pair (resp. impair),
f(Zp(E)) C Fi(E) et f(Li(E)) C Pp(E). Donc, puisque f est bijective
card (Zp (E)) = card (f (¥ (E))) < card (Z;(E))
et de méme card (#;(E)) < card (¥, (E)). Finalement, card (Z;(E)) = card (&, (E)).

2) Soient E ={aj,...,an} un ensemble & n éléments et a un élément fixé de E. Soit k € [1,n —1].
n—1 R . . . n—1 n—1 n—1
Ilya K1 parties a k éléments qui contiennent a. Donc, n 1) = \k—1 + e + K est la somme du

nombre de parties a k éléments qui contiennent a; et du nombre de parties a k éléments qui contiennent a; ... et du
nombre de parties & k éléments qui contiennent a,.
Dans cette derniére somme, chaque partie & k éléments de E a été comptée plusieurs fois et toutes les parties & k éléments

n
(en nombre égal a (k>) ont été comptés un méme nombre de fois. Combien de fois a été comptée {a, az...ax}? Cette

partie a été comptée une fois en tant que partie contenant a;, une fois en tant que partie contenant a;... et une fois comme
partie contenant ay et donc a été comptée k fois.

n n—1
Conclusion : k(k> = n<k_ ]).
3) Soit E ={ay,..., an, b1,...,bn} un ensemble a 2n éléments. Il y a (T) parties a n éléments de E. Une telle partie a k
éléments dans {ay, ..., an} et n—k dans {by, ..., by} pour un certain k de {0, ...,n}. Il y a (E) choix possibles de k éléments
dans {aj,...,an} et ( " K choix possibles de n —k éléments dans {by, ..., b, } pour k donné dans {0, ...,n}. Quand k varie

(-6 -S 0

de 0 & n, on obtient :

Exercice n° 6

pa—q\ _ ((p—1)q

Ilya (pq) choix possibles d’une premiére classe. Cette premiére classe étant choisie, il y a choix

possibles de la deuxiéme classe... et (2) choix possibles de la p-éme classe. Au total, il y a (qu> ((p _q”q> <3)

choix possibles d’une premiére classe, puis d’une deuxiéme ...puis d’une p-éme.

—1
Maintenant dans le nombre <pq) ((p q )q> (2), on a compté plusieurs fois chaque partition, chacune ayant été

compté un nombre égal de fois.
On a compté chaque partition autant de fois qu’il y a de permutations des p classes & savoir p!. Le nombre cherché est

donc :
l<pq) <(p—1)q) <q> _ 1 (et (p=1)
P!\ g q “\q/  plalllp—Tg)ql((p—2

vn € N*; an,0 =1 (unique solution : 0 +0+...+0=0) et Vk € N, a;x =1 (unique solution : k = k).

q)t (29} q¢ _ (pq)
)g)!"" qlql glot pl(ql)p

Exercice n° 7

Soientn > Tet k > 0. an41,x est le nombre de solutions en nombre entiers positifs x; de I’équation x1+...4+xn+xn41 = k. 11
Y & Qn,k solutions telles que X1 = 0 puis an x—1 solutions telles que xn 7 =1 ... puis an o solutions telles que xn41 = k.

Donc, Yn € N*, Vk € N, any1,x = an,k + Qn,k—1 + ... + an,o (et on rappelle an o =ajx =1).
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n+k—1>

Montrons alors par récurrence sur n, entier naturel non nul, que : Vn € N*, Vk € N, a, x = ( K

k
Soit k > 1.

T+k—1
e Pour n =1, on a pour tout naturel k, ajx =1= ( + >

k
e Soit n > 1, supposons que Yk € N, anx = C5 ;.

e Fan E () e () ()1 (- (1)

i=0 i=1

ce qui reste vrai pour k = 0.

n+k—1
On a montré par récurrence que Vn € N*, Vk € N, an 1 = < +k >

Exercice n° 8

On place le 0 soit au chiffre des unités, soit au chiffre des dizaines, soit au chiffre des centaines, soit au chiffre des milliers
(mais pas au chiffre des dizaines de milliers) et le O étant placé, on n’y a plus droit.

Réponse : 4 x 9 x I x9Ix9=4x9%=4x (80 +1)2 =4 x 6561 = 26244.
Exercice n° 9

Sin > 366, on a pp, = 1 (Principe des tiroirs : si 366 personnes sont & associer & 365 dates d’anniversaire, alors 2 personnes
au moins sont & associer a la méme date d’anniversaire).

Si2<n <365 onapn=1—qn ol gn est la probabilité que les dates d’anniversaire soient deux a deux distinctes. Il y
a (365)™ répartitions possibles des dates d’anniversaires (cas possibles) et parmi ces répartitions, il y en a
365 x 364 x 363 X ... x (365 — (n— 1)) telles que les dates d’anniversaire soient deux & deux distinctes. Finalement

. 365x364x363x...x(365—(n—1)) _ T7365-k . o k
pn=1- (365)" =1-1l5g =111 35)-
k=1 k=1
Ensuite,
1 n—1 n—1 1 n—1
W s 1 1 <1 “n(1- >1n2
P z@)k:]( @;I{ 365) nz‘i)]; n( 365) n

Maintenant, soit x € [0,1[. On a

—1H(]—X) J' %dt J Lodt:X.

Pour k élément de [1,n—1] C [1,364], est un réel élément de [0, 1[. En appliquant I'inégalité précédente, on obtient

365
Y (1o £y ke nn)
365) 7 2365 730
k=1 -
Ainsi,
_ \/7
bt e M 2 730m2s 0 n s VI EIOME s,

2 730 2

Finalement, dans un groupe d’au moins 23 personnes, il y a plus d’'une chance sur deux que deux personnes au moins
aient la méme date d’anniversaire.

Exercice n° 10 (C’est long a lire et inutile pour Sup et Spé)
1) Notre calendrier est 400 ans périodique (et presque 4 x 7 = 28 ans périodique). En effet,

a) la répartition des années bissextiles est 400 ans périodique (1600 et 2000 sont bissextiles mais 1700, 1800 et 1900 ne le
sont pas (entre autre pour regagner 3 jours tous les 400 ans et coller le plus possible au rythme du soleil))

b) il y a un nombre entier de semaines dans une période de 400 ans. En effet, sur 400 ans, le quart des années, soit 100
ans, moins 3 années sont bissextiles et donc sur toute période de 400 ans il y a 97 années bissextiles et 303 années non
bissextiles.
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Une année non bissextile de 365 jours est constituée de 52 x 741 jours ou encore d’un nombre entier de semaines plus un
jour et une année bissextile est constituée d’un nombre entier de semaine plus deux jours.
Une période de 400 ans est donc constituée d’'un nombre entier de semaines auquel on ajoute

97 x24303x1=194+303 =497 =7 x 71
jours qui fournit encore un nombre entier de semaines.

2) Deux périodes consécutives de 28 ans ne contenant pas d’exception (siécles non bissextiles) reproduisent le méme
calendrier. En effet, les 7 années bissextiles fournissent un nombre entiers de semaines plus 2 X 7 jours = 2 semaines et les
21 années non bissextiles fournissent un nombre entier de semaines plus 21 x 1 jours = 3 semaines.

3) D’aprés ce qui précede, il suffit de compter les lers de 'an qui tombe un dimanche ou un samedi sur une période de
400 ans donnée, par exemple de 1900 a 2299 (inclus).

On décompose cette période comme suit :

1900 |, 1901 — 1928, 1929 — 1956, 1957 — 1984, 1985 — 2012, 2013 — 2040, 2041 — 2068, 2069 — 2096,
2097 — 2100 |, 2101 — 2128, 2129 — 2156, 2157 — 2184, | 2185 — 2200 |, 2201 — 2228, 2229 — 2256,

2257 — 2284, | 2285 — 2299 |.

4) On montre ensuite que sur toute période de 28 ans sans siécle non bissextile, le premier de I’an tombe un méme nombre
de fois chaque jour de la semaine (lundi, mardi,..). Quand on passe d’une année non bissextile a ’année suivante, comme
une telle année contient un nombre entier de semaines plus un jour, le ler de I’an tombe un jour plus tard 'année qui suit
et deux jours plus tard si I’année est bissextile. Par exemple,

ler janvier 1998 : jeudi, ler janvier 1999 : vendredi, ler janvier 2000 : samedi, ler janvier 2001 : Lundi, ler janvier
2002 : Mardi, ler janvier 2003 : Mercredi, ler janvier 2004 : Jeudi, ler janvier 2005 : samedi...

Notons A,B,C,D,E,F,G les jours de la semaine. Sur une période de 28 ans sans siécle non bissextile finissant par exemple
une année bissextile, on trouve la séquence suivante :

ABCD FGAB DEFG BCDE GABC EFGA CDEF (puis ¢a redémarre ABCD...) soit 4A, 4B, 4C, 4D, 4E, 4F, et 4G.

5) Il reste a étudier les périodes a exception (encadrées dans le 3)).

Détermination du ler janvier 1900. Le ler janvier 2015 était un jeudi . Il en est donc de méme du ler janvier 2015-28 =
1987 et des premiers janvier 1959, 1931 et 1903 puis on remonte : 1903 Jeudi 1902 Mercredi 1901 Mardi 1900 Lundi (1900
n’est pas bissextile). Le premier de 1’an 1900 était un Lundi.

Les premiers de ’an 2000, 2028 , 2056 et 2084 sont des samedis, 2088 un jeudi, 2092 un mardi, 2096 un dimanche et donc
2097 mardi 2098 mercredi 2099 jeudi 2100 vendredi.

2101 est un samedi de méme que 2129, 2157, 2185 ce qui donne de 2185 & 2200 inclus la séquence :
SDLMaJVSDMaMelJVDL MaMe

2201 est un jeudi de méme que 2285 ce qui donne de 2285 a 2299 inclus la séquence : J VS D Ma Me J VD L Ma Me V
SD

Le décompte des Lundis , mardis ... des périodes a exceptions est : 6D 4L 6Ma 5Me 5J 6V 4S. Dans toute période de 400
ans, le ler de ’an tombe 2 fois de plus le dimanche que le samedi et donc plus souvent le dimanche que le samedi.

Exercice n° 11

On pose « H = vers le haut » et « D = vers la droite ». Un exemple de chemin de (0,0) & (p, q) est le mot DD...DHH...H
ol D est écrit p fois et H est écrit q fois. Le nombre de chemins cherché est le nombre d’anagrammes du mot précédent.

Ilyena (p —(: q> (nombre de choix de 'emplacement du D).

Exercice n° 12

On note respectivement x, y et z le nombre de piéces de 10, 20 et 50 centimes. Il s’agit de résoudre dans N3 I’équation
10x + 20y + 50z = 10000 ou encore x + 2y + 5z = 1000.

k
Soit k € N. x4+2y = k & x = k—2y et donc I’ensemble des solutions dans N2 de cette équation est {(k —2y,y), 0 <y < —}

2
k . ) . k
ou encore {(k —2y,y), 0<y<E (E) } Le nombre de solutions de cette équation est E <z> + 1.

1000 — 5z

Pour 0 < z < 200 donné, le nombre de solutions de 1’équation x 4+ 2y = 1000 — 5z est E ( 5

) + 1. Le nombre de

solutions en nombres entiers de ’équation x + 2y 4 5z = 1000 est donc
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200 200 200 200
1000 — 5z —5z —5z 5
E <E<f)+1)—g <E< > >+501>_201><501+E E< >_100701+E E(—

z=0 z=0 z=0 z=0

Enfin

Pe(5)- £ (25 (22

k=1
:200_]0100 X 101.

1)) =52 (¢ (-4 5) -9 - o

Le nombre de solutions cherché est donc 100701 — 50300 = 50401. Il y a 50401 fagons de payer 100 euros avec des piéces
de 10, 20 et 50 centimes.

Exercice n° 13

1)

XA U...UA, =1 — XA U...UA. 1 —XATN...nAn T 1 —Xa7 X - X XAy

=T—01-xa,) (T —=XA,) — ]+Z Z XAy, XA

1<1..1 <...<ign

i

n
= Z(—Uk*] Z XAq, XAy, |

k=1 1<i <..o<ig<n

et en sommant sur les x éléments de E, on obtient le résultat.

2) Pour 1 < k < n, posons Ax = {0 € S;,/ o(k) = k}. L’ensemble des permutations ayant au moins un point fixe est
ATUALU. U A . L’ensemble des permutations sans point fixe est le complémentaire dans ., de A UA; U...UA,,.

D’aprés 1), leur nombre est

card(Sy) —card(A7 U Az...UAy) = card(S Z card(Ai) + Z card(Ai N A;)

i<j

— o+ (=DF Z card(Ai, N... Ay ) +

1<iz<...<ix

+ (=1)"card(A1 N...NAR).

A; est 'ensemble des permutations qui fixent i. Il y en a (n —1)! (nombre de permutations de {1,...,n}\ {i}). AN A;j est
Pensemble des permutations qui fixent i et j. Il y en a (n — 2)!. Plus généralement, card(Ai, N...NA;, ) = (n—k).

n n
D’autre part, il y an = < ) entiers 1 dans {1,...,n} puis <

1 2) couples (i,j) tels que i < j et plus généralement, il y a

n
(k) k-uplets (i1, ...,1k) tels que i; < 12 < ... < ix. Le nombre de dérangements est

o . nl = (—1)k
n!+Z(—1) mx(n_k)!:nlz T
= . . .

Ainsi le « probléme des chapeaux » admet pour réponse
n (_

=D

k=0

1
Montrons que cette suite tend trés rapidement vers — = 0, 36... quand n tend vers 'infini.
e

n
—1)k 11—t
La formule de TAYLOR-LAPLACE appliquée a la fonction x — e fournit Vn € N, e~ Z o et J %e_t dt.
k=0 0 '
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On en déduit que

1 1
Cta-or (T—o™ 1

1 n
N TESI

: . : 1
Ceci montre que py, tend trés rapidement vers .

Exercice n° 14

Soit n un naturel non nul. Dire que f est une surjection de [1,n + 1] sur [1,n] équivaut a dire que deux des entiers de
{1,..,n+ 1} ont méme image k par f et que les autres ont des images deux a deux distinctes et distinctes de k. On choisit

. n+1 . . . . . : n+1 : .
ces deux entiers : ( ) ) choix et leur image commune : n images possibles ce qui fournit n< ) > choix d’une paire

de {1,...,m+ 1} et de leur image commune. Puis il y a (n — 1)! choix des images des n — 1 éléments restants. Au total, il y
nmn+1) nxmn+1)!

5 > surjections de [1,n 4 1] sur [1,n].

am—1)!xn
Exercice n° 15

Soit m > 5. De chaque sommet part n — 1 droites (vers les n — 1 autres sommets) dont 2 sont des cotés et n — 3 des
nmn-3

diagonales. Comme chaque diagonale passe par 2 sommets , il y a %) diagonales.

nn-—3)/2

’ ) points distincts ou confondus. Dans ce décompte, chaque sommet a été

Ces diagonales se recoupent en (

) > . Maintenant,

compté autant de fois que ’on a choisi une paire de deux diagonales passant par ce sommet & savoir <

il y a n sommets.

Réponse :
nn-—3)/2 n—-3\ Inn-3) /nn-3) m—3)(n—4) n(n-3) o _
( ) )—n( ) >_§ 5 < 5 —1)—71 5 = 3 MmMmn—3)—2—4(n—4))
= “7("8_ 3 m2 _7n414)
nn—3)(n2—7n+14)

points distincts ou confondus et distincts des sommets ou encore

Les diagonales se recoupent en
nn—3)(n? —7n+14)
n
8
Exercice n° 16

8

points au maximum.

1) On a bien siir P(1) = 2. Soit n > 1. On trace n droites vérifiant les conditions de 1’énoncé. Elles partagent le plan
en P(n) régions. On trace ensuite Dy 1, une (n + 1)-éme droite. Par hypothése, elle coupe chacune des n premiéres
droites en n points deux a deux distincts. Ces n points définissent (1. + 1) intervalles sur la droite Dy, 1. Chacun de ces
(n+1) intervalles partage une des P(n) régions déja existantes en deux régions et rajoute donc une nouvelle région. Ainsi,
Pm+1)=Pn)+ (n+1).

Soit n > 2.

n—1
P) =P(1)+ Y (P(k+1)=Pk) =2+ (k+1) :]_,_Zk:]_’_w
k=1 = —=
. n?4+n+2
=—

ce qui reste vrai pour n = 1.

2) On a bien str Q(1) = 2. Soit n > 1. On trace n plans vérifiant les conditions de I’énoncé. Ils partagent l'espace en
Q(n) régions. On trace ensuite Py 41, un (n + 1)-éme plan. Par hypothése, il recoupe chacun des n premiers plans en n
mn+1)

n
droites vérifiant les conditions du 1). Ces n droites délimitent P(n) = 1+ >

régions sur le plan Py,7. Chacune
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de ces régions partage une des Q(n) régions déja existantes en deux régions et rajoute donc une nouvelle région. Ainsi,

2
Q(n+1) = Q(n) +P(n) = Q) + 2
Soit n > 2.
n—1 n ]k2+k+2 ]n—l 5 ]n—l
Q(n):Q(1)+£(Q(k+1)—Q(k)):2+]; > ):2+(n—1)+§];k +§k:]k
B (m—=1n2n—-1) n(n—1)in3+5n—|—6
=m+1)+ 12 4 6

Exercice n° 17

Soient n et k des entiers naturels tels que 2 <k <n—1.
Soit E un ensemble & n éléments et a un élément fixé de E.

Il y a P partitions de E en k classes. Parmi ces partitions, il y a celles dans lesquelles a est dans un singleton. Elles
s’identifient aux partitions en k—1 classes de E\{a} et sont au nombre de Pflj . Il y a ensuite les partitions dans lesquelles
a est élément d’une partie de cardinal au moins 2. Une telle partition est obtenue en partitionnant E\{a} en k classes puis

en adjoignant a I'une de ces k classes au choix I’élément a. Il y a k x PL‘H1 telles partitions. Au total, PX = ij + kphq .

Valeurs de Pl‘l pour 1 < k,n < 5.

Nkl 12| 3] 45
1|1 |lofo] oo
2 | 1| 1] 0] o0/ o0
3 11 [ 3| 1]0]o0
41| 7|6 | 1|0
5 01 [ 15|25 | 10 | 1

Exprimons maintenant en fonction des PX le nombre de surjections d’un ensemble & n éléments sur un ensemble & p
éléments. Soient E,, et E, désignent des ensembles & n et p éléments respectivement.

Sip >mn,iln’y a pas de surjections de Ey, dans E;.

On suppose dorénavant p < n. La donnée d’une surjection f de E, sur E, équivaut a la donnée d’une partition de
lensemble E,, en p classes (chaque élément d’une méme classe ayant méme image par f) puis d’une bijection de 'ensemble
des parties de la partition vers E,.

Au total, il y a donc p!PK surjections d’un ensemble & n éléments dans un ensemble a p éléments pour T < p < n.

Exercice n° 18

Soit Yy une partie fixée de E. Notons k le cardinal de Yp. k est un élément de [0, n]. Le nombre de couples (X, Yy) € (£(E) )2

tels que X C Yy est encore le nombre de parties X de Yo & savoir 2¥.

Soit k € [0,n] fixé. Il y a <E) parties Y de E de cardinal k et pour chaque partie Y de E de cardinal k, il y a 2¥ couples
(X,Y) € (Z(E))? tels que X C Y. Au total, il y a (E) x 2% couples (X,Y) € (2(E))? tels que X C Y et card(Y) = k.

Le nombre de couples (X,Y) € L@(E))2 tels que X C Y est donc

i (‘;)zk = (1+2)" =3

k=0

Iy a 3™ couples (X,Y) € (Z(E))? tels que X C .
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Exercice n° 19

L’application @ : X +— Cg(X) = X est une permutation de Z(E) car ¢ est involutive. Donc,

259= )  cardXNY)+ Y card(XNY)
(X,Y)e(2(E))? (X,Y)e(2(E))?
= Z (card(X NY) + card (X N 7)) = Z card(X),
(X,Y)e(2(E))? (X,Y)e(2(E))?
puis
2 x2S = Z card(X) + Z card (Y) = Z card(E)
(X,Y)e(2(E))? (X,Y)e(2(E))? (X,Y)e(2(E))?
= card(E) x card (Q(E)z) =nx (2”)2,
2n
et donc S = =n2?"2. D’autre part,

S, = Z card(XUY) = Z card (Y U 7) = Z card (X N Y)

(X,Y)e(2(E))? (X,Y)E(Z(E))? (X,Y)e(2(E))?

= ) (m—card(XNY)) =n2"" —S; =n2’" —n2*" 2 =3n2°" 2,

(X,Y)e(2(E))?
S = n22n-2 et S, = 3n22n-2, I

1) Une loi de composition interne sur E est une application de E x E dans E (et réciproquement). Le nombre de lois de
composition interne sur E est donc

Exercice n° 20

card (EEXE) —n(),

2) Posons E ={ay,...,an}. La donnée d’un ldci * commutative équivaut a la donnée des a;*aj, 1 <i<j<n.Ilyan
nn+1
valeurs possibles pour chaque a; * a; et %—F) couples (i,j) tels que 1 <1 <j < n. Le nombre de lois de composition

interne sur E, commutatives est donc

p(nm+1)/2)

3) Il y a n choix possibles de I’élément neutre. Pour chaque choix i tel que ai soit élément neutre, les valeurs des a; * aj,
1 <j<netdes aj*ai, 1 <j<n, sont imposées. Sinon, le nombre de choix pour les aj * ax, j # i, k # 1, est encore le

nombre d’applications de ({aj,...,an}\ {ai})z vers{aj,...,an}. Le nombre de lois de composition interne sur E possédant
un élément neutre est donc

nx nl=12) — qn?-2n+2.
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