Calculs intégrales

A.KARMIM

CALCULS INTEGRALES

) INTEGRATION D’UNE FONCTION CONTINUE.
1) Approche :

1.1 Les ensembles quarrable

On veut encadrer la surface S d’une ellipse, pour cela en va utiliser plusieurs niveaux quadrillage :

4<§5<121

, , uneunité de surface
La surface d’un carré =

22

Un encadrement de S d’amplitude 0 _

de I'encadrement tend vers 0.

La surface d’un carré = une unité de surface

Un encadrement de S d’amplitude 21 —4 =17

26 _ 17
4 2
La surface d’un carré = une unité de surface
u u = Y
138 209
el 2
16 16
. 209 138 71
Un encadrement de S d’amplitude — — — = —
16 16 16

On peut continuer ainsi (tant qu’on a la patience), et a chaque fois on s’approche de la surface S. Théoriquement on

obtient la surface S lorsque on divise I'unité de surface par 22" et on fait tendre n vers l'infinie dans ce cas I'amplitude

1.2 Calcul d’une aire sous une parabole

On veut encadrer I'aire du domaine (en bleu dans la figure) limité par : I'axe des

abscisses les droites (A;):x = 0; (Az):x = 2 et la courbe (C¢) ol f(x) = x?. Pour cela
on subdivise le segment [0,2] selon des segments de méme longueur.
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Soient s, I'aire des rectangles contenus dans le domaine A et S,, I'aire des rectangles qui contient dans le domaine A

Pourn=1 Pourn =2 Pourn =3 Pourn = 4
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51.=0So‘lS51=8 Sz_=1Sa‘lSSz=5 s3 =148 < A < S3 = 4.15 s, =175<A<S, =375

Amplitude §; = S; —s, =8 Amplitude 6, =S, — s, = 4 Amplitude 8 = S; — 53 = 2.67 Amplitude 8, = S, — 5, = 2

Pourn =8 Pourn =16 . Pourn =32 Pourn = 64
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55 = 2.19 S‘u‘l < S5 =3.19 S16 =242 < A <816 =292 | S32 = 254 <AL S3, =279 Sea = 2.6 < A < Sgq = 2.73
By = Sy — 5y o 1 S = Sic — 516 = 0.5 835 = S35 — S35 = 0.27 864 = Ses — Seq = 0.13

Théoriqguement ; lorsque on prend des valeurs "assez grand " de n la suite s,, tend vers S,, et si on fait tendre n vers
I'infini on obtint la valeur exacte de A.
Activité :
1- Exprimer s, et S,, en fonction de n.
2-a) Démontrer que pourn > 1lona:12+22 + .-+ n? = w
b) En déduire les limite de S,, et s, (n = +00) puis en déduire la valeur de A.
3- Déterminer une fonction primitive F de la fonction f(x) = x? puis calculer F(2) — F(0) que remarquez-vous ?

Soit f une fonction continue sur [a, b], t € [a, b], on suppose
dans cette étude que f est strictement croissante.

e Considérons S(t) I'aire du domaine défini par :
L’axe des abscisses, la courbe Cr et les droitesx = aetx =t

e Considérons A(t) I'aire du domaine défini par :
L’axe des abscisses, la courbe Cf etlesdroitesx =tetx=t+h
On voit bien que S(a) = 0 et que S(b) est 'aire du domaine
définie par : L’axe des abscisses, la courbe C et les droites

x=aetx=>»
OnaA(t) =S({t+h)—S()
D’autre par:
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e L'aire du plus grand rectangle contenu dans la surface A(t) est h X f(t)
e L’aire du plus petit rectangle qui contient la surface A(t) est h X f(t + h)
Etdecefaitona:h X f(t) < A(t) < h X f(t+h)
D'ou :
f() < %t) < f(t + h) ce qui est équivalenta: f(t) <

Et comme f est continue sur [a, b] alors :}lirr(l)f(t + h) = f(t)

S(t+h)-S(t)
TR < f(t+h)

Donc:
S(t+h)-S(t)

Jim, —=——— = f(t)
De méme on montre que :
. S(t+h)-S(t) _

lim TR =0

Et finalement on peut conclure que :

. S(t+R)-S(t) _
lim X0 = £(1)

Et cela signifie que la fonction t — S(t) est dérivable sur [a, b] et que (Vt € [a, b])(S'(t) = f(t))
Donc S est une fonction primitive de f sur I'intervalle [a, b].

2) Définition et interprétation géométrique.

Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de [ ; et F une fonction primitive de f
sur I. Le nombre F(b) — F(a) s’appelle I'intégrale de la fonction f entre a et b on écrit :

[2f)dt = [F(©)]5 = F(b) — F(a) on lit somme f(t) d(t) de a a b
Le réel a s’appelle la borne inférieure de I'intégrale et le réel b s’appelle la borne supérieure de I'intégrale.

Remarque :

/ . b . ) . 7 ’
ODans I'écriture : fa f(t) dt la variable t s’appelle une variable muette, on peut le changer par n’importe qu’elle
variable tant qu’elle ne figure pas dans I'une des deux bornes.

b b
J,f®dt = [ fe)dx = =[F)]§ =F(b) - F(a)
@® Si F; et F, sont deux fonctions primitive de f sur I alors :(Vx € I)(F,(x) = F;(x) + C) (C constante )
Etonaura: F,(b) — F,(a) = (F{(b) + C) — (F,(a) — C) = F;(b) — F;(a) donc pour le calcul d’une intégrale, on
prend C = 0.

Propriété :

. . o T ) . -
Toute fonction continue sur [a, b] est intégrable sur [a, b] c’est-a-dire fa f(t) dt existe et finie.

Propriété :

Soit f une fonction continue, strictement monotone et positive sur [a, b] et soit Cr sa courbe représentative
dans un repére orthogonale (0,1,]). L'aire du domaine limité par : L’axe des abscisses, la courbe Cr etles

droite x =aetx = bestA = f;f(t)dt (u.m.s)

(u.m.s) unité de mesure des surface égale a ||7|| x |||
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3) Régles de calculs

Propriété :
Soient f, g deux fonctions continues sur un intervalle I, a, b et c trois éléments de [ et ¢ un réel,on a:
a
J, f®)dt=0
b
fy f@©dt =~ [ f(©)dt
b b b
JLf+®dt= [, f®dt+ [, g(t)dt
b b
fa af (t)dt = afa f®)dt
[ f f®de+ [ f(©dt = [T f(t)dt (Relation de Chasles)

Preuve : (En exercice)

Généralisation :

e Soient (fi)1<i<n une famille de fonctions contenues sur [a,b] ona:

| b(iﬁ-(t)dt) -3 [ Ao
a \i=1 i=1"¢

1=
e Soit f une fonction continue sur les intervalle [x, Xx4+1] k € {1,2,....,n}ona:
It Xk+1 Xn
> reax =" reo ax
k=1"*k *1

Il) TECHNIQUES DE CALCULS D’UNE INTEGRALE.

1) L’utilisation directe des fonctions primitives :

Tableau des fonctions primitives usuelles

La fonction Sa fonction primitive Intervalles
a (a €R) ax+c R
n 1 n+1
x" (n€N) — Xt R
Vx %\/F +c R*
n _Nonn+l +
G o R
xT (r € Q/{-1}) x4 R**
sin(ax + b) %cos(ax +b)+c R
cos(ax + b) %sin(ax +b)+c R
a
T a X arctan(x) +c R
= In(x) 10, 00]
e* e* R
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Opérations sur les fonctions primitives.

La fonction Sa fonction primitive
u + v u+v+Cte
au’ au + Ct®
u'u™ (n €N) L_yntl 4 cte
n+1

! — e

u u

ur

a Vu +Cte

u'Nu (n € N%)

n n
m 1/un+1 + Cte

u'u” (r € Q/{=1}

1
uT+1 + Cte
r+1

u' X v'ou vou + Ct¢
ur
1 arctan(u) + C
ur
= In(lul)
u'e® e¥
Exercice 1 : Calculer les intégrales suivantes :
_ (1! 2 3 _
Iy = [ 3x(2x* +3)% dx I =/, T
1 1
Iy = [ |3%* — x| dx Is =f_1x\3/x+1dx
Exercice 2 : Calculer les intégrales suivantes :
In2 ¢e* n2 1
]1_f1 1+e"dx ]2_‘[1 14e* ]3_

Ju= folx\3/2x+ 1dx

Exercice 3 :

1x343
16 = fO 1 dx

foz(tanx)4 dx

ex

n2
Js =1\ i

Vs ™ ™
Considérons les intégrales suivantes : I = [#(cos* x)dx ;] = [#(sin* x)dx et K = [*(cos® x sin’x)dx

1-CalculerI —J;I1+]J+2Ketl +] - 2K
2- En déduire les valeursde I, ] et K.

2) Intégration par partie :

Introduction :

Considérons l'intégrale I = ff x In(x) dx ; on ne peut pas trouver une fonction primitive usuelle de la fonction

x » x In(x) donc on ne peut pas calculer I en se basant directement sur le tableau des fonctions usuelles.

Preuve : (d’une propriété)

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et u’ et v’ sont continue sur I et soient a et b deux éléments

de l'intervalle I.

Onsaitque (Vx € N((u.v) (x) = u'(x).v(x) + v'(x). u(x)
Parsuite : (Vx € D' (x).v(x) = (u.v)'(x) —v'(x). u(x)

En passant a l'intégrale :
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b b b
f u' (x).v(x) dx =f (u.v)'(x) dx—f v (x). u(x)

Or u. v est une fonction primitive de (u.v)’ donc:

b b
f u'(x).v(x) dx = [u(x) x v(x)]} —f v’ (x). u(x)

Cette égalité porte le nom d’une intégration par partie

Propriété :
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et u’ et v’ sont continue sur I et soient a et b deux
éléments de 'intervalle  on a:

b b
f u'(x).v(x) dx = [u(x) x v(x)]2 —f v (x). u(x)

Exemple :
On se propose de calculer [ = flex In(x) dx
1
=1 vl(x) ==
On pose{ v,(x) n(x) donc 7
u'(x) =x u(x) = Exz
€ 1 € €1 1
= [y ax = [t x| - [ (2a22) a
jlx n(x) dx X n(x)1 ) Sx". ) dx
e e’ 1 e? 1 e?+1
I = l dx=——=[x?]¢=——=(e?-1) =
| xin@ dx =5 -0 =G -3t -n ="
Remarque :
Pour le choix des fonctions on utilise A.L.P.E.T
A: Arctangente L: logarithme  P: polynéme E: exponentielle T: fonctions trigonométrique
Exercice :
En utilisant une intégration par partie calculer :
QL = fol xVeXdx @I, = fof(xzsinx)dx QI3 = fle(xlnx)dx @ f01 xArctanx dx

Ol = fle cos(Inx) dx

3) Intégration par changement de variable :

Propriété :
Soient g une fonction dérivable sur [a, b] telle que g’ continue sur [a, b] et f une fonction continue sur
g([a,b]) ona:

b g(b)
f (fog)(D).g'®de= [ £ dx

g(a)

Cette propriété s’appelle propriété du changement de variable.

Preuve :
Soit F une fonction primitive de la fonction f sur g([a, b]) ona:

[ (fog)(®).g'(M)dt = [ (F'og)(D)g' ()de
= [J(Fog)'(t) dt
= [(Fog) ()1}
=F(g(b)) - F(g(a))

= [FW190)
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b
fg( ) (X) dx

y(a)
Exemples.
3 d
OCalculer: I; = fl (1+—;ﬁ poser: x =/t

t=1=>x=1

Ona: x =+t donc{t_3:> \/§ etdx = fdtonendedwtque dt = 2x dx

. _ V3 2xdx _ V3 2 _ V3 _ T _ T
Donc: Iy = [ T fl — dx = [24rctanx])® = 24rctan(V3) — 24rctan(1) = = — =<
® Calculer: [, = [y t=e*

alculer: I, = J, oo X poser:t=e
= = = , . dt
Ona:t=¢e* donc{x 0=t=1 et dt = e”* dx on en déduit que : dx = —
x=n2=t=2 t
In2 e3*+e?¥+3¢* 2 t3+t243t _ dt
I = fO 1+e2r _fl 1+t2 T
fz t2+t+3
- 1+t2
- fl ( 1+t2) de
2
1 .
= [E t2 + 3Arctant] (Continuer les calculs)
1
Exercice :
En utilisant les changements de variables indiqués, calculer les intégrales suivantes :
3 dx 1 dx
Il_flm poser: t =+/x Iz_fom poser: t =2 ++/x
2 ,/ 5
13:f dx poser : tzi I4=f4\/x3—12x—16dx poser: t =+vx —4
_ rln2 e3¥4e?*43¢% . x _ % sinx L
I = fo T dx poser:t=e Ie = ); Ry dx poser: t = cosx
_ 1 3 o, 3 _ ¥e x2inx dx o 3
I; = fo Arctani/x dx poser: t = Vx Ig = fl (Laa3)3 Poser: t=1+x

Ill) ORDRE ET INTEGRATION

Propriété :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b deux éléments de I tels que : a < b. Si f est positive

sur [a, b] alors f;f(x)dx est positif

Preuve :
Soit F une fonction primitive de la fonction f surl.ona: fff(t) dt = [F(t)]2 = F(b) — F(a)
Et comme f(x) = F'(x) est positive alors F est croissante et par suite (a < b) F(b) — F(a) = 0

Corollaire :
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a et b deux éléments de [ tels que : a < b.

Si f = g sur [a, b] alors f; fx)dx = f:g(x)dx

Preuve :
On pose h(x) = f(x) — g(x) et on applique la propriété précédente

Exercice :

On pose I, = fol Vx + 3 dx Pourtoutn dans N*; I, = fol x" 3+ x dx
7
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1- a) Calculer I,

b) Calculer I, en utilisant une I.P.P
2- Montrer que la suite (1,,),, est décroissante.

- , 3
3- a) En utilisant un encadrement adéquat, montrer que : ;\/_1 <I, <
b) En déduire la limite de la suite (I,,),,

Propriété :
Soit f une fonction continue sur [a,b] ona: |fab f(x) dx| < f:lf(x)l dx

Preuve :
Ona (Vx € [a, b)) (—If(x)]| < f(x) < |f(x)]) on passant a I'intégrale on en déduit :

—[f )l dx < f] f(0) dx < [ 1f (0] dx

Et par suite :
b b
| £ G dx| < [1f (o)l dx
Exercice :
7L . B 1 enx
On définie la suite (u,) par: (vVn € N) (un =Jo T7eox )

1- Montrer que (Vn € N)(Vx € [0,1]) (1+e < 1e+ex < T)

2- En déduire lim u, et lim (ﬁ)

n—-+oo n—-+oo n

IV) DERIVATION DE F (x) = [ v(x) ) fdt

1) La fonction primitive d’une fonction continue sur I et qui s’‘annule en a
Considérons une fonction f continue sur I et a € I. Soit F la fonction primitive de f sur I et qui s’annuleenaona:
(vt € D(F'(t) = f(t)) et par suite f; F'(t)dt = f;f(t) dt et par suite :

[ f@®dt=[F®))E=Fx)—F@ =F(x) (F(a)=0)

Propriété :

Soit f une fonction continue sur I et a € I ; la fonction F définie par F(x) = f;f(t) dt est la fonction

primitive de la fonction f qui s’annule en a.
La fonction F est dérivable sur I et (Vx € I)(F'(x) = f(x))

Exemple :
On veut déterminer la fonction primitive de la fonction Inx qui s’annule en e.

La fonction primitive de la fonction Inx qui s’annule en e est F(x) = fex Int dt
On va procéder par une I.P.P

Fu@)=1 {u@)=t

v(t) = Int  |v'(t) ==

f Int dt = [tint]* f tX L de

= xlnx —x — [t]if

=xlnx—x—x+e
=xlx—2x+e
La fonction primitive de la fonction Inx quis’annuleeneest F(x) = xlx —2x + e
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I . v(x

Dérivée de la fonction F(x) = fu ((x)) f(t)dt

Preuve : d’une propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle J, u et v deux fonctions définie, dérivable sur I telles que u(l) c J et

v(I) < J. On définit sur I la fonction : F(x) = f;g))

f(t)dt ; Montrons que F est dérivable sur I et déterminons sa

fonction dérivée.
Soit ¢ une fonction primitive de f sur J on a : ¢ est dérivable sur J et (Vx € J)(¢'(x) = f(x)). d’autre part :
FO) = [ f®)dt = [p(®)]n5)
=W x)) — pu(x))
= (pov)(x) — (pou)(x)
La fonction (@ov) et (pou) sont dérivables sur I car ¢ est dérivable sur J et u et v sont dérivable sur I et u(l) c J et
v(l) cJet:
F'(x) = (pov)'(x) — (pow)' (x)
=v'(x) x @' (v(x)) — u'(x) x @' (u(x))
=v'(x) X f(v(x)) —u'(x) x f(ux)

Propriété :
Soit f une fonction continue sur un intervalle J, u et v deux fonctions définie, dérivable sur I telles que

u(l) c Jetv(I) c J. La fonction F(x) = fv(x)f(t)dt est dérivable sur [ et :

u(x)

(Vx € D(F'(x) = v'(x) x f(v(x)) — ' (x) X f (u(x))

Exemple :

Inx _ - . 1 - X : -
F(x) = flnxe t* dt est dérivable sur R** car x —etx o Inx sont dérivables sur R** et la fonction f: t - e

X

2
t est

continue sur R soit ¢ une fonction primitive de f.
On a: (Vx € R™)(F(x) = [p(D)]F™)

= om0 — o ()
Donc:

(vx € R™)(F/(x) = (In' ) (tnx) — (2) o' (2) o' =f

x x

= % e—in?x 4 %e(;_;)

Soit la fonction f définie sur ]1, +oo[ par (Vt €]0, +oo[ ) (f(t) = e%)

1- Etudier les variations de f sur |1, +oo|.

2- Considérons la fonction définie sur |1, +oo[ par: F(x) = f;“f(t).
a) Montrer que (Vx €]1,+oo[ )(f(x + 1) < F(x) < f(x))
b) En déduire xEToo F(x)

3- a) Montrer que (Vt €]0,+oo[)(ef >t + 1)
b) En déduire que : (Vx > 1)(F(x) — 1 = [

4- a) Montrer que : (Vt €]0,+)(Int <t —1)
b) En déduire que (Vx > 1)(F(x) —1=In (—)

X
x—1

x+1 1
—dt
Int

c) En déduire liril+ F(x)
X—
5- Montrer que F est dérivable sur ]1, +o] et calculer F'(x) pourx > 1

6- Dresser la tableau de variation de la fonction F
7- Construire la courbe Cp.
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V) LA VALEUR MOYENNE ET THEOREME DE LA MEDIANE

Théoréme et définition :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].

Il existe au moins un élément c de ]a, b[ tel que : f(c) = ﬁf: f(x)dx

2 1 b p .
Le réel Efa f(x)dx s’appelle la valeur moyenne de la fonction f entre a et b.

Preuve :
Ona: f est continue sur [a, b] donc 3(m, M) € R? telsque m < f(x) < M en passant a I'intégrale :

f;mdt < f:f(x)dx < f:Mdt
d’ou:

(b—aym < [°f(x)dx < M(b - a)
Finalement :

1 b
mSEfaf(x)deM

\ . . 1z b
Donc et d’apreés le T.V.I Il existe au moins un élément ¢ de ]a, b[ tel que : f(c) = ﬁfa f(x)dx

Interprétation géométrique :

Si f est positive alors: (b —a)f(c) = f; f(x)dx quiest lasurface (en rose dans la figure) du domaine limité par :
x=a;x=0>b;(0x)etC
est contenue dans le rectangle de dimension M et (b — a) et contient le rectangle de dimension m et (b — a).

T

Exercice :

~t
Considérons la fonction F définie sur [0, +oo[ par: F(0) = 0 et (Vx > 0)(F(x) = f4xe—

o dt

1- a) Montrer que (Vx > 0)(3c €]x, 4x[) (F(x) = 3x e—\/__:)
b) En déduire que : (Vx > 0) G\/E e ™ < F(x) < 3vx e‘x)
c) Calculer les limites lim F(x) et lirgl+ F(x)
X—

X—+00

. F(x P
d) Calculer : lim Q.que pouvez-vous en déduire ?
x-0t X

2- a) Montrer que F est dérivable sur ]0, +o] et calculer F'(x)
b) Dresser la tableau de variation de F.
¢) Construire la courbe Cp

10
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VI) SOMMES DE RIEMANN

Théoréme définition :

Soit f une fonction continue sur [a, b].

On pose : s, =b;naZ’,;‘;6 (a +S(b —a)) et S, = bn;a }cl=1f(a+§(b —a))
Les sommes s, et S, s’appelle les somme de Riemann.

Les suites (s,,), et (S,), sont convergentes et :

b
lim s, = lirP Sn =f fx)dx
n-+oo
a

n—-+oo

Preuve :
On suppose que f est positive.

Xog=a etx,=»b
On pose : __b-a
Xi+1 = Xk = 7~ ;

Ona:
17X =
X, — x3 = 222 - YAz, : L
2 37 n a X1k X3 X7,
. _‘\’:
k k-1 — n
En faisant la somme
b-a . .
X — Xg = k e Dans la figure ci-dessus :
b-a k
Orx,=a SBZTZ%:Of(a‘l'g(b_a))
- b—-a k
Donc : x, = a + k (=) So =238 f(a+Eb-a))
n

. b-a
e s, estla somme des rectangles contenus le domaine (D) la largeur de chaque rectangle est (T) et sa longueur

est f(xy) = f(a + k(b_Ta)> ouk €{01,..,n—1}

a

L’air de chaque rectangle est a;, = (b%) f (a + % (b — a))donc :

su= 2028 (50) fa+ 5 0 -0) =050z £ (a+ 30 - )

. . . b-
e S, estlasomme des rectangles qui contient le domaine (D) la largeur de chaque rectangle est (Ta) et sa

longueur est f(x;) = f (a +k (?)) ouk € {1,2,..,n}

L’air de chaque rectangle est A, = (b;—a) f (a + % (b — a))donc donc:

b— K b— K
Su= 2kt (59) £ (0450 - 0) =2 8hey £ (a+ 50— @)
OnaS,—s, = (b;—a) (f () — f(x0)) (Tous les termes vont se simplifier sauf le premier et le dernier)
Orx, =betx,=a:donc:S, —s, = (b;—a) (f(b) — f(a)
Donc lim (S, —s,) =0donc: lim S, = lim s,
n-+oo n—+oo n—-»+oo

Finalement et puisque : I'aire du domaine (D) est f:f(x)dx (f positive)

Alors :
b
lim s, = lim §, = J. f(x)dx
n—-+oo n—+oo a
Exemple :
1- En utilisant les somme de Riemann calculons :
n
lim Y7%_
n—+oo Zk_l n2+k?

11
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Pour cet exemple il faut faire apparaitre les bornes (a et b) puis I'expression de la fonction f:
Si on factorise par n a l'intérieur de la somme on aura :

a=0
n 1 1 1 1 . . =
Uy = Die155 = 2h=1—| —= | = =Xk=1| —==| et d’apres cette expression on conclut que : b=1
ne+k n k n k 1
1+(3) 1+(3) fO) =12

: n .1 1
Onaura: lim % ,——= lim - —
n—+oo Zk—l n2+k2 no+oon k 1 1+(E)2
n.

1 1
——dx
0 1+x?

= [Arctanx]y ==

Exemple 2 :
. 1 1
Calculons :lim Zi’:‘nlm
On pose (changement d’indice) j = k — n on obtient : Z] -0 ]+12 m+k=n+j+n=2n+j)
Donc:
; on-1_1 _ n-1_1
n1—1>r-|1:loo Zk=n k+n nl—l>r—+1-’loo J=0 jian
a=0
= lim Z de I'expression on peut remarquer que : b= 1
n-+oon (n)+2 f(x) —-
24X
= fO mdx

= [In(2 + )]s = In (;)

1 - 1 1 .
Remarque : Dans le calcul de la —Z}L(} 7 = _sur I'intervalle [2,3]
()+2
car: =y} = Z et:

HEe T U

lim 322 7.1:1—](3 2)) f31dx—ln()

Exercices :
OCalculer les limites des sommes suivantes :
S — n—1 k

1 k=0 ,vanz—kz

1 k

S — n_1

2 k—O n2+k2
(2]

- L . s
1- Calculer en utilisant un intégration par partie :fO In(1+ x»dx

. . . 1 1 . , .
2-En déduire la limite de la suite : u,, = - "_,(n? + k®)n (Introduire In dans I'expression de uy,)

VII) INTEGRALE ET SURFACE.

Dans tout ce qui va suivre : Cr est la courbe représentative de la fonction f sur [a, b] dans un repére orthonormé

(0,7,)) ; S est la surface du domaine limité par :Cs , 'axe des abscisses et les droites : x = aetx = b et u? =177
Rappel :

. . o b
Si f est continue positive sur [a, b] alors S = fa f(x)dx u? £

Jla)

12
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Propriété :

Propriété :
Si f est continue sur [a, b] alors S = f:lf(x)l dx u?

Preuve :
Il suffit de déterminer les racines de I'équation f(x) = 0 dans l'intervalle
[a, b] et d’appliquer les deux propriétés précédentes et la relation de Chasles.

Propriété :

Si f est continue négative sur [a, b] alors S = f; —f(x)dx u? ' | e

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b] et soit S la surface du
domaine limité par Cr ; C; et les droitesx = a; x = bona:
b
S = [I1f () — g(x)ldx
Preuve :
Il suffit d’étudier les cas : |
Parexemplesif > 0etg=>0etf>g
sur [a, b]
On aura:
b b b b
, - S=J, f@®dt—A= [ f(O)dt - [, g®)dt = [/If () — g(®)ldt
[ Et de la méme fagcon on étudie les autres cas.
o
[
Exercice :
X
Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = %

1- Déterminer la fonction dérivée de la fonction f et vérifier qu’elle est strictement croissante.
2- Déterminer la surface S; du domaine limité par I'axe (Ox) ; la courbe Cf et les droite x = O et x = 1.

3- Déterminer la surface S, du domaine limité par la droite (A) y = x ; la courbe Cf et les droitex = 0 et x = 1.

13
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VIII) INTEGRALE ET CALCUL DES VVOLUMES
1) Volume d’un solide T

L’espace est muni d’un repére orthonormé R(0,7,, k) b} O
On considere un solide § compris entrelesplanz =aetz=b (a < b) vl
Soit t un élément de [a,b] et h > O telque t + h € [a, b]
Soit S(t) la surface de I'intersection du solide § et du planz = t. ¢ NE=t
v(t) le volume du solide compris entre les plansz =t etz =t + h. .
V(t) le volume du solide compris entre les plans z = a etz = t. )
Remarquez que V(t + h) — V() = v(t) at s —
D’autre part : (pour h > 0)

hxS(t) <v(t)<hxS(t+h)

Donc:
St <22 < St +h)
Et donc:
S(t) < ZEUO < 5t + )

Et comme la fonction t + S(t) et continue sur [a, b] alors : hlir(r)1+ S(t + h) = S(t) On aura donc:

. V(t+h)-V(t) _
TS
V(t+h)-V(t)

De la méme fagon on montre que : hli%l_ =5(t)

Donc:

. V(t+h)=V(b) L , .
}lllrr(l)T = S(t) etdonct ~ V(t) est dérivable sur [a, b] et (Vt € [a,b] )(V'(t) = S(t)) et par suite :

b b
f V'(t)dt = f S(t)dt
a a
Ce qui signifie que :
b
[ s@dc=vor=ver-ve
a
Et comme V(a) = 0 et V(b) = V-5 le volume du solide, alors :
b
Vs = | s
a

Propriété :
Soit § un solide compris entre les plans Z = a et z = b e volume par unité de volume du solide § est

b
Vg = f S(t)dt

Ou S(t) est la surface de I'intersection du solide S et duplanz =t

Applications &

[1BVolume d’une sphérejg

Soit S la sphére de centre () et de rayon R

Apres découpage de la sphere (suivant le plan x = 0)

on obtient la figure suivante :

Le plan z = t coupe la sphere suivant un cercle

de rayonr

D’apres le théoreme de Pythagore dans le

triangle QMN on a:

MN? = R?> —QN? donc 12?=R?—(t—R)?
= 2tR — t*

D'ou s(t) = nr? = 2mtR — mt?

et le volume de la sphére S est :

14
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2R 2R
V= [ s®dt = [ (2rtR — mt*)dt
1 2R
= [TL’tZR - —rrt3]
3 0
=2nR?
3
Remarque :
. . . R R
On pouvait prendre = O le centre du repére et le volume de la sphére sera: V = [ s(t)dt = [ (R* — t*)dt
et on trouvera le méme résultat.

(22Volume d’un céne

Soit (C) le cone de rayon R et de hauteur h

z = t coupe le cone (C) suivant un cercle I'(t) de rayon r
1- En utilisant le théoréeme de Thalés, déterminer

r enfonctionde h,R ett

2- Déterminer la surface S(t) de ['(t)

3- Calculer le volume du céne (C)

2) Volume d’un solide engendré par la rotation d’une courbe

Soit f une fonction continue sur [a, b]
La rotation de la courbe C; engendre
un solide (). &
Le plan x = t coupe le solide (§)
suivant un cercle de rayon f(t) donc
s(t) = n(f()?

Et le volume du solide (§) est

V= [ n(f(®)? dt

Q-------
o
o

Propriété :
Soit f une fonction continue sur [a, b].
La rotation de la courbe C au tour de I'axe des abscisses engendre un solide de volume (par unité de volume)

V= [ n(f(©)* dt

Exemple :

fx) =vx

La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des abscisses entre a = 1 et b = 3 engendre un solide de volume (par
unité de volume)

v =[r(VD)" dt = [>ntdt
= - [nt?];

=4mu®  (u® unité de volume)
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