Cours : Vecteurs de ’espace
avec Exercices avec solutions
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VECTEURS DE L’ESPACE

I) DEFINITION : Vecteur de l'espace
Définition : Soient A, B deux points dans
'espace &
Si A et Bsont distinctes alors Pour tout point M
dans I'espace € il existe un point unique N dans
'espace € tel que :MABN est un
parallélogramme et est écrit :u = AB = MN
Si A et B sont confondues alors : 0= AA=MN
(vecteur nul)
Remarques :Si O un point dans I'espace &
alors pour tout vecteur ude I'espace il existe un
point unique M dans I'espace £ tel que :OM =u
L’application: ¢ : € - V,

M~ OM =u est une bijection
L’ensemble des vecteurs se note V,

Un vecteur non nulu=AB est caractérisé par :
Sa direction : c’est la direction de la droite (AB)
Sonsens:deAdAaB

Sa norme : HGH - HEH — AB

Deux vecteurs sont égaux s’ils ont

la méme direction, le méme sens, la méme
norme.

Deux vecteurs peuvent avoir la méme direction
de tels vecteurs sont colinéaires

/

AB=MN ssi ABNM est un parallélogramme
II) LES OPERATIONS DANS V, .
1) L’addition.
Définition : U et V deux vecteurs non nuls de
V, ; Soient les points O:A ;B
tel que u=0B etv=0C
la somme des deux vecteurs u et v estle
vecteur u+v=0D tel que : OBDC estun
parallelogramme
u+v=0B+0C=0D
Propriété :L’addition dans V, a les propriétés
suivantes :
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L’addition dans V, est commutative :

VU € V, et vV € V, u+v=v+u

L’addition dans V, est associative VU € V; et
vV €V, et vw €V,

(G+)+w=v+(d+w)

0 Est I’élément neutre pour I’addition dans
V,. VU €V,

Tout vecteur U de V, admet un opposé

u+0=0+u=u

noté —U :ﬁ+(—ﬂ)=(—ﬁ)+ﬁ =0

Puisque la somme de de deux vecteurs vérifie
les quatre propriétés précédentes on dit que :
(V;, +) est un groupe commutatif.

Soient U et v deux vecteurs de
_¥—7 V, ladifférence des deux vecteurs

= u et V est la somme de u et de

7
( )etsenote u-v

etonadonc: u-v= u+( q)

Exemple :
E +H ABCDEFGH un cube on
i ! pose :
! 6 Simplifier :
t=DC+DE+FH
Al o Solution :
Ona: AB=DC

t=DC + DE+ FH = AB+(DA+ AE )+ FH
(Relation de Chasles)
t=DA+ AB+ AE + FH = DB+ AE + BD Car
FH =BD (FHDB est un parallelogramme )
t=BD+ DB+ AE = BB+ AE =0+ AE = AE

2) Produit d’un vecteur par un réel.
Définition : VU € V, et vV €V,

Soit U un vecteur non nul et kK un réel non nul
et on pose : u=AB

sur la droite (AB) il existe un seul point C tel que
AC =ku

=
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Le vecteurv =k AB = ku s’appelle le produit du

réel k et du vecteur U
on pose pour tout kK dans R :

k0=0 et vU €V, Ou=0
ona: ku=0<u=00u k=0

Propriété :Le produit d’'un vecteur par un réel a
les propriétés suivantes :

VU €V, et vV eV, et vaeRvpeR
1) a(ﬁ+\7):aﬁ+a\7 2) (a+ﬂ)l]:al]+ﬁl]

3) W=u 4) a(ﬂﬁ):(aﬂ)ﬁ
Puisque (V,, +) est un groupe commutatif et le

produit d’'un réel par un vecteur vérifie les
quatre propriétés précédente on dit que :

(V;, +,.) estun espace vectoriel réel.

Remarque :

VUEV, et VWEV, et YvaeR vpeR
1) a(a—v):aﬂ—ag 2) (a—,b’)a:aa—ﬂl]

3) a(—ﬁu):(—a)(ﬂu):—aﬂu
[II) VECTEURS COLINEAIRES.
1) Vecteur colinéaires

Définition :On dit que deux vecteurs U et v
sont colinéaires s’il existe un réel k tel que :

V==Fk U

Remarque : Tout vecteur est colinéaire avec lui-
méme: U =k. U

Tout vecteur est colinéaire avec 0

car G 0= 6

Ona:u=AB et v=CD alors U et V sont
colinéaires ssi (AB) || (CD)

Si U et v sont non colinéaires alors U et V
sont non nuls

A et B et C non alignés ssi AB et AC sont
colinéaires

A et B et C non alignés < 3k eR/AC=kAB
Exemple :ABCDEFGH un cube et K milieu du

segment [EF ] et L milieu du segment [CF] et
M un point du segment [CD] tel que :

W:%ﬁ Montrer que : (ML) || (DK)

Solution : en utilisant la Relation de Chasles
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Ona : ML=CL-CM et puisque : L milieu du
1
segment [CF ] Alors : CL=§CF

e 11—
donc: ML:E[CF—ECDJ (1)

D’autre part On a : CK =CF +FK et
DK =CK -CD Donc : DK =CF +FK —~CD
et puisque : K milieu du segment [EF ]

1 — 1 B
Alors : FK :EFE donc : FK:ECD (car: FE=CD)
Donc : DK = CF +CB-CB = CF -2CB (2)
1
De(l)et(2ona: ML:EDK

donc W et W sont colinéaires

Donc : (ML)||(DK)

Propriété :Sion a: au+bv=0 avec

a#0 ou b%0 alors u et v sont colinéaires

Exemple : U et v deux vecteurs non
colinéaires
Déterminer les réels X et y tels que :

x(ﬁ+2§)+ y(ﬁ+3\7):26+5\7
Solution : x(ﬁ+2\7)+ y(ﬁ+3\7):26+5\7<:>
X+y-2=0

~2)u+(2x+3y-5)v=0
(x+y—2)u+(2x+3y—-5)v ©{2x+3y—5=0

X+y=2 x=1
& &

2x+3y=5 y=1
2) Droite vectorielle

Définition :Soit U un vecteur non nul,
’ensemble des vecteurs colinéaires avec le
vecteur u” s’appelle : la droite vectorielle

engendrée par le vecteur U et se note A;
A, ={veV,/3keR/v=kul
A-=A = U et v sont colinéaires

Si U et V ne sont pas colinéaires

—

alors A, NA. = {O}
3) Détermination vectorielle d’une droite

Définition :Soient U un vecteur non nulle et A
un point de I'espace affine £. L’ensemble des

points M dans I'espace £ qui vérifient AM =ku

N




ou k est un réel s’appelle la droite qui passe
par A et de vecteur directeur u. On la

note par D(A;ﬁ) :

D(Au)={M es/3keR/AM =kul

Remarque :

e Le couple (4, U ) détermine un repere sur la
droite D(A;ﬁ)

e Tout vecteur non nul et colinéaire avec U est
aussi vecteur Directeur de la droite D(A;ﬁ)

IV) VECTEURS COPLANAIRES.

1) vecteurs coplanaires.

Rappelle :

Un plan est défini par :

[1Trois points non alignés

[1Deux droites sécantes ou strictement
paralleles.

[1Une droite et un pomt exterleur a cette droite.

Définition :Soient U , Vv et W trois vecteurs
et Aun pomt I espace

on pose AB=u AC=v et AD W

On dit que : les vecteurs u , V et W sont

coplanaires ssi les points A, B ; C et D sont
coplanaires

Propriété :Soient U , v et W trois vecteurs
dans I'espaces vectoriel

Les vecteurs u”, v et w sont coplanaires si et
seulement s’ils existent deux réels x ety

tels que w=Xu+ yv
Remarque :si U , vV sont deux vecteurs

colinéaires alors les vecteurssont W etv et U
coplanaires

2) Plan vectoriel
Définition :Soient U , V deux vecteurs non
colinéaires ; 'ensemble des vecteurs W dans
V, qui s’écrivent de la forme : w=xu+ yv

ou x et y sont des réels s’appelle le plan

vectoriel engendré par u , v

3) Détermination vectoriel d’un plan.
Définition : Soient u
colinéaires

et A un point de I'espace £

'ensemble des point M dans I'espace qui

vérifient AM = xu+ yv estle plan qui passe par

, V deux vecteurs non

A et de vecteurs directeurs u , V, on le note
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P(A;G;\?):{M eg/HXeR:Hyele:xﬁ+y\7}

Le triplet R(A;ﬁ;\?) s’appelle un repére du plan

(P) et le couple (x, y) s’appelle les coordonnées
du point M dans le plan (P) muni du repére R

v O

Ay

Exemple :ABCDEFGH un parallélépipéde de
centre O et I milieu du segment [ AD]

onpose EG=u FC=v et [O=w
Montrer que : U
Solution : On a :

donc A—C =l]
On considere le triangle ADF
et puisque : | milieu du segment [ AD]

: V et W sont coplanaires
EG=u etona EG=AC

et O milieu du segment [FD]

] .
on trouve : IO:EAF Donc : 10 = AK

et puisque : K milieu du segment [ AF |

cad AK=w

et On considérons le point L tel que A AFCL est
un parallelogramme on trouve :v = AL

Alors : AC u et v=AL et AK =w

Donc: U : V et W sont coplanaires
Exemple :ABCDEFGH un cube

M milieu du segment [HE ] et et N milieu du
segment [HG]

Les vecteurs MN , CH et AC sont-ils
coplanaires ? justifier

Solution :On considérons le triangle HEG et
puisque : M milieu du segment [HE] N milieu

du segment [HG] on trouve : EG=2MN
et puisque EG=AC: alors AC=2MN donc
Les vecteurs MN et AC sont colinéaires et par

suite Les vecteurs MN , CH et Rf sont
coplanaires

1w




V) PARALLELISME DANS L’ESPACE
1) Parallélisme de deux droites

Définition : Soient U , vV deux vecteurs et
et A et B deux points de I'espace

1)D(A;ﬁ)|| D(B;\?)(:) U, V sont colinéaires

2) AetBetCetDdespointstelsque: A=B

et C=D : (AB)||(CD) <« 3k € R;CD = AB

Exercice 01: ABCDun tétraédre et E le milieu du

[BC] et soit les points Q.P ;N .M telque:
AN=2AD CQ=3CB CP=3CD AM =2AB

1)Tracer une figure

2)Ecrire MN et PQ en fonction de BD

3)En déduire que MN et PQ sont colinéaires
4)Que peut-on dire des droites (MN) et (PQ)
Solution :1)

2)W=W+M=—W+M=—2E+ZE
MN = 2BA+2AD =2(BA+AD)=2BD
Wg=%+®=—@+@:—3®+3€B:—3((ﬁ—@)
@:-3(ﬁ+@)=—3(ﬁ+cﬁ):—sﬁ

3)ona MN=2BD donc ?:%WO

ona PQ=-3BD donc BD =——PQ9

de® et ® on trouve : %W:—E@ donc W:_g@
3

donc : MN etPQ sont colinéaires

4)ona MN et PQ sont colinéaires

Donc (MN) et (PQ) sont paralléles

Exercice02 : ABCDun tétraédre et E le milieu du
[BC] et soit les points K ; L tel que:

1—

CL=~(AB+AC) etDK =~ CE -2 AD
2 4 2

Montrer que (LD) || (EK)
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Solution : pour montrer que(LD) || (EK) il suffit

de montrer que : LD , EK sont colinéaires ??

Ona: DK =%@—%ﬁ on utilisant la Relation de

Chasles

Donc : AK — AD =+ AB —> AC - = AD
4 4 2
Donc: EK =( 2AB - AC +2 AD |-~ (AB+ AC) et
4 4 2 2

puisque : EK = AK — AE
Donc: EK = S AB-1AC+LAD —l(ﬁJrE)
4 4 2 2

1

Alors : ﬁ:lﬁ——ﬁﬁﬁo
4 4 2

Ona: H=E+E=E+%E+%E=%E+gﬁ

et puisque : ﬁ:ﬁ—ﬂ:—%ﬁ—gﬁere

de @ et ® on déduit que : ﬁ:%ﬁ

donc: (LD)||(EK)
2) Parallélisme d’une droite et d’un plan.
Propriété :La droite D(A;U)et le plan P

P(B;V: W) sont paralléles si et seulement si les

vecteurs U : V et W sont coplanaires

D(A;G)H P(B;G;Vv) < IXeR:ye R/u=xv+ y\Tv
Exemple : ABCDEFGH un cube

K est le symétrique du point D par rapport a H

Montrer que (AK) || (BCG)

Solution :on a: Rzﬁ+2ﬁz§d+2€$

donc: Les vecteurs AK : CB et CG sont
coplanaires

on déduit que : X e R:Jy e R/ AK = XCB + yCG
donc : (AK)|[(BCG)

3) Parallélisme de deux plans

Propriété :Deux plans P(A;G;V) et Q(B;J;\?)
sont paralleles si et seulement SI

u, Vv et u sontcoplanaires et u
coplanalres aussi

Remarque :Une seule condition n’est pas
suffisante

.V et V' sont

I~






