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TRIGONOMETRIE

reoel D

Vlu. Relations entre les angles :
a. Angles opposés : (x et —x)

Angles opposés supplémentaires : ( T+ X et X )

:r 1- , I !-sin(n+x)=—sinx
I sin(m—x)=sinx ! ! !
L] L] X + L] -
I I N I 1
: Cos(m—X)=—CoSX ; an| x : :
i |1 con 5 i I cos(m+X)=—cosx
- - ' cosx | - :
4 I
P tan(n-x)=—tanx ! \ Al :
I K i I tan(m+x)=tanx
: P X : .
I I J I I
L ---------------- L --------- - S s EEEEEmEE —: | T T T T T ]
, : T , ) _ 4
c. Angles complémentaires: ( ——X et X ) Angles opposés complémentaires: ( ——X et X )
e LTI e ——— = LTI -
: T - J - . Poanl ® :
i sin| ——x|=sinX j - - X I 1 SInf —=+X|[=cosX j
. 2 . cosx[ _-: H . 2 .
[ [ X \* [ I [
. T - beipd 6l . . T PR
1 cos E_X =COSX | _ é I 1 1C0OS E+X =-=SINX |
I I o I I
: T 1 = / : : T -1 :
1 tan| --X|=——1 I ptan| —+x [=—— 1
: 2 tanx : J : : 2 tanx :
et [ — - =t [ E S S |
d. Résumer des formules précédentes :
—
m T
—X T—X T+ X E_X §+X
sin / —sinx sinx —sinx COS X COS X
cos / COS X —COS X —COS X sinx —sinx
tan / —tanx —tanx tan x 1 -1
tan x tan x

WIN. EQUATIONS TRIGONOM2TRIQUES :

Remarque :

= Jeplan (P) est rapporté a un repére orthonormé direct(O,T,]) .
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. (C) est le cercle trigonométrique d’origine | lié au repére (O,T,]) tel que Ol =i et OJ =_j: et

Ol'=—i et OJ'=—j .
A. Equations de laforme xeR : cosx=a ; (aeR):
a. Activité :

1. Construire sur le cercle les points M de (C) tel que COS(T,W) =

N |-

2. Déterminer pour chaque cas les abscisses curvilignes de M .

3. Déterminer pour chaque cas les mesures de ’angle orienté (T, OM) .

4, Que peut-on dire pour M de (C) tel que cos(T,OT\/i) =37

b. Consequence :

1, . . T —TC
COSX = E équivaut a CoSX = cosg =C0S—

-

X= T + 2kn
3

équivaut a {ou

X = —= 4 2kn
3

\

T T
d’ou I’ensemble des solutions de I’équation (E) est S= {X eR/x= 3 +2km , X= ~3 +2kn | ke Z}.

c. Propriété:

cas: ae[-1,1] ona: cosx=a oncherche o deR tel que a=cosa d’oi :
COSX =a équivaut 3 COSX = CoSoL

X=a+ 2kr
équivaut a 4 ou yKeZ
X=—o+ 2Kkn

ensemble des solutions de I’équation (E) est S= {X eR/x=a+2kr , x=—a+2kn / ke Z} :
Cas particulier :

T
v'a=0 ensemble des solutions de I’équation (E) est:S= {E+ kn/k e Z} :

v"a=1 ensemble des solutions de I’équation (E) est:S= {2k11: Ik e Z} :

v'a=-1 ensemble des solutions de I’équation (E) est:S= {11:+ 2kn/k e Z} :

-10 -
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d. Exercice:
Résoudre I’équation suivante :

1. (E)):xeR/cosx= cosg :

J3

2. (Ez):XG]R/cosx=7 :

3. (E3):XGR/COS(2X)=—%.

B. Equations de laforme xe R :sinx=a ; (aeR) :
a. Activité :

Ve
>

5. Construire sur le cercle les points M de (C) tel que sin(T,m)=

6. Déterminer pour chaque cas les abscisses curvilignes de M .

{. Déterminer pour chaque cas les mesures de ’angle orienté (T, OM) .

8. Que peut-on dire pour M de (C) tel que sin(T, OT\/i) =-52?

b. Conséquence :

. N2, . .. m . 3 _ (3m T
sinx =— équivauta sinx=sin—=sin— ; | —=n——
2 4 4 4 4

X=E+2k1t
4

équivaut a ou s kKeZ

X=n—£+2k‘rc=3—n+2kn
L 4 4

d’otui ’ensemble des solutions de I’équation (E) est

S={xaR/x=%+2kn,x=%+2kn/keZ}. J

c. Propriété:

2®me cas : ae[—1,1] ona: cosx=a on cherche a deR tel que a=sina d’oi :
sinx=a équivaut a sSinx=sinao
X = o+ 2Kz
équivaut a 4 ou keZ
X=n—o+2kn

\ ensemble des solutions de I’équation (E) est S= {X eR/x=a+2kn , Xx=n—a+2kr / ke Zy

-11 -
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Cas particulier :

T
ad=0 ensemble des solutions de I’équation (E) est:s= {E+ kn/k e Z} .

v' a=1 ensemble des solutions de ’équation (E) est:S= {2k11: /k e Z} .

a=-1 ensemble des solutions de I’équation (E) est:S= {n+ 2kn/k e Z} : )

Exercice :
Résoudre I’équation suivante :

|[©

1. (El)ZXER/SinX=—% .

2. (E,):xeR/sinx=1.

. 1
3. (ES):XeRlsm(2x+%)=§.

4, (E,):xeR/sinx=cosx .
C. Equationsdelaforme xeR :tanx=a ; (aeR) :

a. Activité :

T
= [l faut au départ déterminer I’ensemble de définition de I’inéquation [X # E +kn ke Z)

= Soit la droite (T) tangente au cercle (C) en I , coupe la demi-droite [OM) au point T
(condition M=J et M=J").
= ladroite (T) est muni du repére (IT)
1. Déterminer la condition sur x pour tan(x) est définie .

. — 1
2. Construire sur la droite (T) le point T tel que : tan(l,OT) =3

Construire sur le cercle les points M intersection de la droite (OT) et le cercle (C) .

Déterminer pour chaque cas les abscisses curvilignes de M .
Peut-on écrire les abscisses curvilignes de M d’une facon simple ?

A

Déterminer les mesures de I’angle orienté (T, OM) .

7. Que peut-on dire pour M de (C) tel que tan (Tm) =-52

b. Conséquence :

Avec x¢g+kn keZ

1, . . 1’ 4
tanx = 2 équivaut a tanx=tang=tan(n+g]

e
-12 -
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4
X= E+ 2kn
6
équivaut a 4 ou ; KeZ

x=n+%+2kn

\

équivaut a x=g+kn | KeZ

. T
conclusion : d’ot ’ensemble des solutions de I’équation (E) est S= {X eR/x= €+ kn / ke Z} :

g

Propriété :

Ensemble de définition de I’équation (E) est R\{g+ ke ; ke Z} (c.ad. x# g+ kn;keZ)

Ona: tanx=a on cherche a deR tel que a=tanao. d’ou:
tanx=a équivaut a tanx=tana
équivauta X=o+2kr ; KeZ

\ ensemble des solutions de ’équation (E) est S= {X eR/x=a+kn / ke Z} avec a=tan a/

d. Exercice:
Déterminer I’ensemble de définition de I’équation suivantes puis résoudre ces équations :

1. (El):XER/taI’]X=\/§ .

2. (E,):xeR/tanx=0 .
T

3. (E;):xeR/tan| 2x+— |=-1.
4

VIIL. Inéquations trigonométriques dans K (avec K est unintervalle de R :

A. XeK ; cosx<aou xXeK ; cosx<aou XeK ; cosx=a ou Xe K ; cosx>a.
a. Remarques préliminaires :
e |l n’y a pas de regle générale .
¢ Nous allons toujours nous servir d’une illustration sur le cercle trigonométrique .

e On construit le cercle trigonométrique d’origine | (C) lié au repére orthonormé repere O,Tf tel
g q g p J

—

que Ol =i et OJ=j et Ol'=—i et OJ'=—] .
e le premier tour de cercle a partir de son origine | dans le sens positif ( antihoraire d’une montre )

représente Pintervalle |0, 21| (intervalle fermée présente un tour du cercle et un point quiest 1), le
p p p q

21me tour représente I’intervalle [21t, 411:[ ...etc....

-13 -
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e premier tour de cercle a partir de son origine | dans le sens négatif (horaire d’une montre ) représente
Pintervalle ]—211:, 0] (intervalle fermée présente un tour du cercle et un point qui est 1), le 2™ tour

représente I’intervalle ]—41t, —21t] ...etc....
¢ on trace la droite d’équation (D) :X=a ( paralléle a I’axe des ordonnées ou a I’axe de « Sinus » .

« on trace la partie(S) du segment [1°,1] tel que leurs abscisses vérifient la condition suivante :

» abscisses £a pour ’inéquation X e K ; cosx <a . abscisses <a pour ’inéquation XxXe K ; cosx<a.
» abscisses > a pour I’inéquation X € K ; cosx=a . abscisses > a pour ’inéquation X e K ; cosx>a.

¢ On détermine tous les points M(a) du cercle dont leurs projections appartiennent a (S) . (ou abscisses

curvilignesde M) .
¢ Finalement I’ensemble des solutions de I’inéquation c’est I’ensembles des o qui appartiennenta K .

Remarque : @ Pour certaines inéquations en utilise d’autres méthodes .

b. Exemplen®1:

1
1. Résoudre I’inéquation suivante : (El)X € [0, 211:] ; COSX <L E )
2. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation suivante : (EZ)X € [0, 471:] ; COsx < >

1
3. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation suivante : (ES)X € [—27‘t, 0] ; COSX < >
Correction :

1
1. On résout I’inéquation (El)x € [0, 21!:] ; COSX < >
v' On construit le cercle trigonométrique d’origine | (C) lié au repére orthonormé repére (OT])

. . 1 s
v' On construit la droite (D) : x= > ( paralléle & ’axe des ordonnées )

v’ On trace la partie (S) de [1'l] s

. . 1
('qui vérifie les abscisses < 3 ).

-1.5
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Conclusion :

1. L’ensemble des solutions de (El) est: S, = |:§ : 2n—§:| = [g,%}

5 5 T 11
2. En déduit I’ensembles des solutions de I’inéquation (Ez) estS, = |:§ , ?ni| U |:E + 27, ?n + 2ni| = |:—n —ni|
3. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation (E3) est:

5 5 —7/n -11
s, - E,j}u[ﬁ—zn,—“—zfc}:[—“, }
3 3 3 3 3 3

c. Exemplen®2:

1
1. Résoudre I’inéquation suivante : (El)X € [0, 211:] ; COSX > >
2. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation suivante : (Ez)X S [0, 41c] ; COSX > E )

1
3. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation suivante : (E3)X € [—Zn, 0] ; COSX > >

Correction :

1
1. On résout I’inéquation (El)X € [0, 21c] ; COSX > E
v' On construit le cercle trigonométrique d’origine | (C) lié au repére orthonormé repére (OT])

. i 1
v' On construit la droite (D) : x= > ( paralléle a I’axe des ordonnées )

v' On trace la partie (S) de [I1"1] (qui vérifie les abscisses s% ).

154

=1
(D):x=-
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Conclusion :

1. L’ensemble des solutions de (El) est: S, = :|0, g[ U:|5?n , 2n|:

2. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation (Ez) est

so{p 3oz ol prasgon oS oaserad]
(Pl fs Aol 50 o

3. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation (E3) est :

e | 0

B. xeK ;sinx<aou xeK ;sinx<a ou xeK ;sinx=a ou xeK ;sinx>a.
a. Remarques préliminaires :
o Il n’y a pas de régle générale .

¢ Nous allons toujours nous servir d’une illustration sur le cercle trigonométrique .

e On construit le cercle trigonométrique d’origine | (C) lié au repere orthonormé repere (OT]) tel
que Ol =i et OJ=j et Ol'=—i et OJ'=—j .

e le premier tour de cercle a partir de son origine | dans le sens positif ( antihoraire d’une montre )
représente I’intervalle [O, 2n[ (intervalle fermée présente un tour du cercle et un point quiest 1), le
2™ tour représente ’intervalle [21t, 41':[ ...etc....

e premier tour de cercle & partir de son origine | dans le sens négatif (horaire d’une montre ) représente
Pintervalle ]—Zn, O] (intervalle fermée présente un tour du cercle et un point qui est 1), le 2™ tour

représente I’intervalle ]—41t, —21t] ...etc....

¢ on trace la droite d’équation (A) 1y =a (paralléle a I’axe des ordonnées ou a I’axe de « cosinus » .

» on trace la partie(S") du segment [J',J] tel que leurs ordonnées qui vérifient la condition suivante :
> ordonnées <a pour Pinéquation X € K ; cosx<a . ordonnees <a pour I’inéquation x e K ; cosx<a.

» ordonnées > a pour Pinéquation X € K ; cosx>a . ordonnees >a pour I’inéquation x e K ; cosx>a.

e On détermine tous les points M(a) du cercle dont leurs projections appartiennent a (S ) . (o abscisses
curvilignesde M) .

¢ Finalement I’ensemble des solutions de I’inéquation c’est I’ensembles des o. qui appartiennenta K .

e Remarque : @ Pour certaines inéquations en utilise d’autres méthodes .

b. Exemple:
] L B
1. Résoudre I’inéquation suivante : (El)X € [O, 275] ; SIinX < >

-16 -
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N

2. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation suivante : (Ez)x € [0, 411:] JSinx < >

J3

3. En déduit Pensembles des solutions de I’inéquation suivante : (ES)X € [—211:, O] ; Sinx < >

B

4. En déduit I’ensembles des solutions de I’inéquation suivante : (E4)X € ]—11:, ﬂ:[ S [ >
Correction :
J3

1. On résout I’inéquation (El)X € [O, 21:] ; sinx < >

v On construit le cercle trigonométrique d’origine | (C) lié au repére orthonormé repére (OT])

. . 3 .
v' On construit la droite (D) :y = % ( paralléle a axe des abscisses )

N

v’ On trace la partie (S') de [J'J] (qui vérifie les ordonnées 37 ).

JI -

Conclusion :

L’ensemble des solutions de (El) est: S, = |:0, gi| U |:2?Tl: , 21'ci|

2. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation (Ez) est

TS FRRATRN,
(o2l bz we])

[ 2n In 81
-_O'E}U[??}U[?“"‘“}
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Conclusion : L’ensemble des solutions de (El) est: S, = {Og}U{%%}U[S—nn 41:} )

3. En déduit I’ensembles des solutions de I’inéquation (E3) est :

14 21 -57 —Ar
53 = |:0—27C,§—275:|U|:?—2ﬂ7,21t—2ﬂ::| = |:—27C,T:|U|:T,O:| .

Conclusion : L’ensemble des solutions de (El) est: S, = |:—2n,i3n:|U|:?,O:| :

4. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation suivante : (E 4)X € ]—n, ﬂ:[ ; sinx <

s, =(s,N[0,x[)U(s,N]-=.0])

L CHEERITED
JrilE A

. T 27
Conclusion : L’ensemble des solutions de (El) est: S, = :|—TE,§:|U|:?,TE|: )

C. xeK ;tanx<aou xeK ;tanx<a ou xeK ;tanx=a ou xeK ; tanx>a.
a. Remarques préliminaires :
o Il n’y a pas de régle générale .

o5

¢ Nous allons toujours nous servir d’une illustration sur le cercle trigonométrique .

« On construit le cercle trigonométrique d’origine | (C) Iié au repére orthonormé repére (OT]) tel
que Ol =i et OJ=j et Ol'=—i et OJ'=—] .

e le premier demi-tour de cercle a partir de son origine | dans le sens positif ( antihoraire d’une montre )
représente I’intervalle [O, n] (intervalle fermée présente un tour du cercle et un point qui est 1), le 3¢m
demi-tour représente I’intervalle [27'5, 31t] ...etc....(cartan (‘n: + X) =tanx)

e premier demi-tour de cercle a partir de son origine | dans le sens négatif (horaire d’une montre )
représente I’intervalle [—n, O] (intervalle fermée présente un tour du cercle et un point quiest 1), le

3me demi-tour représente ’intervalle [—41t, —31t] ...etc....
¢ on trace la droite (AT) tangente au cercle au point | ( paralléle a I’axe des ordonnées ou a ’axe de
«sinus » ) tel que la droite (AT) est muni du repeére (I]) .

e on trace la partie(ST) de la droite (AT) tel que leurs abscisses ( par rapport de la droite (AT) )
verifient la condition suivante :

» abscisses £a pour ’inéquation X e K ; cosx <a . abscisses <a pour I’inéquation X e K ; cosx<a.

» abscisses 2 a pour I’inéquation X € K ; cosx=a . abscisses > a pour I’inéquation X e K ; cosx>a.

-18 -
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e On détermine tous les points M(a) du cercle tel que la demi-droite [OM) coupe la partie (ST).

(o abscisses curvilignesde M) . (on élimine J et J')
¢ Finalement I’ensemble des solutions de I’inéquation c’est I’ensembles des o. qui appartiennenta K .

Remarque : @

e [l faut au départ déterminer I’ensemble de définition de I’inéquation
¢ Pour certaines inéquations en utilise d’autres méthodes .
b. Exemplen®1:

1
1. Résoudre I’inéquation suivante : (El)X € [O, ﬂ:] ; tanx > >
2. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation suivante : (EZ)X € [0, 271:] ; tanx > E .

1
3. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation suivante : (Eg)x € [—n, O] ; tanx > >
Correction :

1. On résout I’inéquation (El)X € [0, ‘n:] ; tanx > %

v' On construit le cercle trigonométrique d’origine | (C) lié au repére orthonormé repére (OT])

v" On construit la droite (AT) tangente au cercle au point | I’origine du cercle ( parallele a I’axe
des ordonnées )

v' On trace la partie (S;) de (A;) (qui vérifie les abscisses >% ).

« On cherche tous les points M, de (C) tel que la demi-droite [OM) coupe la partie (S ).

(o abscisses curvilignesde M) . (on élimine J et J')

v

>
o
x
1]
-—

=
e e o’
'

1

—_

O
1
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Conclusion :
T T
2. L’ensemble des solutions de (El) est: S ===
6 2

3. En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation (Ez) est
T T T T T T ® 3n
S, = A U <+, -+7 =| <, = U P R
S R |
51 —
En déduit ’ensembles des solutions de I’inéquation (E3) est:S, = [g -, g - 1t|: = |:—n _11:|: .

Ve Exercices :
Résoudre les équations suivantes :

1
1. (E,)xel0,2 COS| ——X |=—
(E)xe[02n] ;oo 2 -x] 3.
Ona:
1 %—X=g+2kﬂ:
cos| = —x|===cos| X | : (keZ)
12 2 3 T
——X=——+2kn
(12
X=—§—2kﬂ:
= . ; (keZz)
=—n—2k1t
L 12

: ST
Conclusion : I’ensemble des solution de I’équation dans R est S = {——— 2Kr; T 2kn/k € Z}
On cherche les solutions qui appartiennent a [0, 2n]

: 5m
e Pour les solutions X, = oo 2kn ,ona:

on 2k1te[02n]<:>0<i—2—2kn<2n ; (kez)
<:>—£s-2k32—E
12 12
1 19 5 1
O —xo<k<——x| =
2 12 12 2
@—E<k<i
24 24
Puisque k € Z donc: k=0 d’or : X, = i—;—ZkTE——E[O 2]

: oT
Conclusion 1 : Pensemble des solution de I’équation dans R est S = {—Z— 2K; T 2kn/k e Z}

-20 -
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e Pour les solutions X, =—Z—2k1t ,ona:

—g—Zkﬂ:e[O,Zﬂ:]QOS—%—Zkﬂ:S2n ; (kez)

<:>ES—2k1tSZ1t+E
4 4
<:>13—2ksg
4 4
<::>—lngkS—lx1
2 4 2 4
@—gsks_—l
8 8

.
Conclusion 2 : Puisque k € Z donc : k=—1 d’oui: X, = —%— 2km = Tn [0, 2x]

. 5 In
Conclusion : I’ensemble des solution de I’équation dans [0, 211:] est: S= {E’T} .

On peut utiliser la méthode suivante :
On utilise le cercle trigonométrique puis on construit sur le cercle les points M(a) (approximatif pour

certain abscisses curvilignes ) tel que o est solution de I’équation donner puis on donne les solutions qui
appartiennent a ’intervalle donné de la fagon suivante

e 1°" tour antihoraire présente ’intervalle [0, 21t] .
e 2™ tour antihoraire présente I’intervalle [211:,411:] ....etc.
e 1°" tour horaire présente I’intervalle [—21t, O] .

e 2™ tour antihoraire présente I’intervalle [—41t,—2ﬂ:] ....etc.

D’apreés le cercle trigonométrique I’ensemble des solution sur ’intervalle

v [0,2x] est S={5—“;7—”}
12" 4

v [—Zn,O] est S= {_1% ;—_n}
12 4

v [—n,n:] estS={5—n;_—n}
12 4

2. (E,)xe[0,x] ; \/Ecos(Zx—glzo.
Ona:

ﬁcos(Zx—%) & \/Ecos(Zx—%) =0

=13 cos(Zx—E] =0
4
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T T
<> CoS| 2X—— [=cos—
( 4] 2

<:>2x—£=£+kn i kKeZ
4 2
<:>2x=£+£+kn . keZ
2 4
<:>x=3—n+E i KeZ
8 2

Conclusion : Les solutions sur sont de la forme S= {%n+ k—;/ ke Z}

3. (E;)xeR;cos2x= sin(x—g) .

Ona:

. (s . T . T . T
cos2x =sin| X—— [&sin| ——2x [=sin| Xx—— ; | carcosy =sin| —-y
( 4) (2 ] ( 4) [ (2 D

g—2x=x—E+2kn

; (keZ)
E—2x=n—(x—£]+2kn
2 4

x—x=-2_T 4 ok
=X 4 2 ;(keZ)
x+x=n+2-Z 4 okn

4 2
—3x=—3—n+2kn
= 4 : (keZ)

= 3 : (keZ)

\

Conclusion :

Les solutions sur sont de la forme S= {x= %—%kn,x = —%—ZKn/k € Z}.

Remarque : @ pour trouver le nombres des points a construire pour le premiére solution :

T 2
o X= Z—gkn on pose gkn =271 donc k=3 d’ou on a trois points a construire .

T
o X= 5 2km on pose 2kt =2n donc k=1 d’ou on a un point a construire .
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