Cours SUITES NUMERIQUES
avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

2BAC BIOF

LES SUITES NUMERIQUES

) RAPPELLES
1) Suites majorées, suites minorées, suites
bornées.
Activité :soit (U, )

U, =0
par :

vhneN
U, =u +2

1- Calculer les 3 premiers termes.

. la suite récurrente définie

2- Montrer par récurrence que : vneN :0<uU,
3- Montrer par récurrence que : vneN : U, <2

Solution :1)ona u,, =4/un +2

Pour n=0 on a: U, =Ju, +2 donc u, =2

Pour n=1on a: u, =,/u, +2 donc u, = J2+2

Pour n=2 on a: u, =/u, +2 donc

u3:\/\/\/§+2+2

2) Montrons par récurrence que :
O<u,

1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons
U, =0 donc 0<u,.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence

VheN

Supposons que: 0<u,

3étapes : Montrons alors que : 0<u,,, ??

Orona:u,, =.u +2>0

donc: wneN :0<u,

3) Montrons par récurrence que :
u,<2

1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons
U, =0 donc U, < 2.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence

vneN

Supposons que: U, <2
3étapes : Montrons alors que : U, <27??
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ona:U,<2donc u +2<4=Ju +2<4

=u <2

n+1
donc: wneN :0<u,
Parsuite :: vneN :0<u,<2

On dit que la suite (un )neN est majoree par 0
car U <2 wvneN

On dit que la suite (un )neN est minoree par 0

car 0<u, vneN

On dit que la suite (un )neN est bornee car :
vneN :0<u,<2

Définition :Soit (un)nel une suite numerique.
On dit que la suite (U, ) _, est majorée s'il existe

unréel M tel que :vnel U, <M

 On dit que la suite (un)nel est minoree s'il existe

unréelmtelque:vnel M=<u,

«On dit que la suite ((U, ), _, est bornée si elle est
majorée et minorée.
Exemple :soit (V,),., la suite définie par :

v, =Jn+l-vJn vneN'

1)Montrer que (Vn)nZl est minorée par 0

2)Montrer que (V, )

., 1
., est majorée par >

3)Que peut-on déduire ?
Solution :1)Montrons que : VneN* 0<v, ??

(«/ﬁ—\/ﬁ)( n+1+\/ﬁ)

v =Jn+l-+n= NI (Le conjugué)
v :(m)z_(\/ﬁ)z_ n+l-n 1 50

" ntledn Uneledn dneledn

Donc:0<v, vneN"

Donc :(Vn )nzl est minoree par 0

=




2)Montrons que : v, s% ?? VneN’

oL 1 1 2- (Vn+1++n)

"2 \/n+l+\/_ 2 Jn+l+n

Ona: n>1 etn+1>2 donc +n>1 et Jn+1>+/2
Donc : v/n+1++/n=1++2 donc

—( n+1+\/ﬁ)£—1—\/§

donc 2—(\/n+l+\/ﬁ)sl—\/§ et puisque : 1-+4/2<0

Donc vn—%<0 Vne N

Donc v, <% vneN

1
est majorée par =

Donc la suite (Vn)nZl 2

3)Donc la suite (Vn )n21 est bornée car :

vne N :0<vn<%

Exercicel :Soit la suite récurrente (U, ) _ définie
2-+cosn

3—5im/ﬁ

Montrer que (Un )neN

par: u, = vneN

est bornée
Solutions :Soit neN on a:
—1<cosn<l wneN et—1<siny/n<1
:1<2+cosn<3et -1<-sin/n<1
:1<2+cosn<3et 2<3-sinVn <4

1
1< < -
1< 2+cosh<3et %SB—Sin\/ﬁs%

2+cosn
%, 3- sm\/_ /

cad : }/<u <3 »donc : (u )ENest bornée

donc

donc

donc

donc :

Propriéte : Une suite (un)nel est bornee si et
seulement s’il existe un réel positif M tel que :

vnel |u|<M
Exemple :Soit la suite récurrente (un )neN definie

par : u, =(-1)" sinvn vneN

Montrer que (U, ), _, est bornée
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Solutions :Soit neN on a:
lu, |—‘ - sm\/_‘ ‘ )anin\/ﬁ‘:‘sin\/ﬁ‘sl
donc |u,|<1vneN

donc : (un )neN est bornee

2) Monotonie d’une suite.
Activité2 :soit (U, )

u, =1
ar .
P u .. =4u +2

n+1 n

. la suite récurrente définie

vneN

Montrer par récurrence que U, <U,, VneN
Solutions :1étapes :on a u, = \fu, +2 =~/2

Pour n=0 nous avons U, =1 donc U, <U,.
Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes :Supposons que: U, <U, .,
3étapes : Montrons alors que : u,,; <u
+2

n+2

ona:u,<u, doncu,+2<u

n+1 n+1

donc : \Ju, +2 <\Ju,,+2 donc u,, <u,,,
Parsuite :: vneN :U,<U,,

On dit que la suite ( ) est croissante

Définition :Soit (un)nel une suite numerique

On dit que la suite (un )nel est croissante si :
Vhnel Vmel :m<n=u, <u,

On dit que la suite (U, ) _ est décroissante si :

Vnel Vmel :ms<n=u, 22U,

On dit que la suite (un )nel est monotone si elle

est croissante ou décroissante sur 1.

Théoreme :Soit (un)nel une suite numerique.

eLa suite (un )nel est croissante si et seulement si:
Vnel U,,; 2U,

e La suite (un)nel est décroissante si et
seulement si: Vnel U, <U,

Exemplel :soit (un)

n2k

o lasuite definie par :

u, = vneN*

k=1

Etudier la monotonie de la suite (un)neN*

N




Solutions :
n+1 2k n 2k n 2 2n+1 n 2k

Un+l—Un:Z—— 0 —+ - 0
— k =Kk k n+1 =k
2n+l

Un+1—Un=n+1>0 Donc: u,<u., VneN

donc la suite (un )neN est strictement croissante

Exemple2 :soit (Un) la suite définie par :

neN*

1
L=t vnew
—n+k

Etudier la monotonie de la suite (U, )neN

n+1 n
Solutions :u,,;, —U, =
me kzl‘n+1+k Z_;‘n k
n+l 1 n+2
Etona: ), = on pose k'=k+1
= n+l+k ZSn+k

Et puisque k' est un variable on peut I'appeler k'’
f 1 n+2 1 n+2 1

—=n+l+k &Sn+k’ S n+k
Donc :
_”Z@‘ 1 L 1 1
k:2n+k = n+ k 2n+1 n+2 n+l
u.,—u = >0 VneN’
" 2(n+1)(2n+1)
2n+1
u,,—Uu, = >0 VnelN’
n+1

donc la suite (U, ), _, est strictement croissante

Exercice 2:soit (un) la suite récurrente

neN
8(u, 1)
définie par : U,+2 VvneN

U, =3

1) Montrer que (un)neN est minorée par 2

2) Montrer que (un )neN est majorée par 4

3)Etudier la monotonie de la suite (U, ) _,

Solutions :1) Montrons que 2<U, VneN ¢
létapes:n=0ona: 2<u,car 2<3

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence :

Supposons que: 2<U,

3étapes : Montrons alors que : 2<U,,, ??
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e 8(u,-1) Py 8(u,-1)-2(u, +2) 6u,-12
i T u,+2 - u,+2 B u,+2
un+1—2=6(u ~2) et puisqueona: 2<U,

u, +2

Donc: U,—220et u +2>0
-220

vneN

2) Montrons que U, <4 wn e N ¢

Donc: u,,,

donc 2<u,

létapes :n=0ona: U, <4car 3<4

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence :

Supposons que: U, <4
3étapes : Montrons alors que : U,,, <47?7?
8(u,-1) 4(u,+2)-8(u,-1) —4u, +16

=4 L2 u +2 u +2

4-u, ., = Ae-u) = 44-u) et puisque on a :
u,+2 u,+2

u, <4

Donc: 4-uU,>20et u,+2>0

Donc U,,, <4 parsuite U, <4 vneN
8(un—l)_u _8(u,-1)-u, (u,+2) -u’+6u, -8
u+2 " u,+2 Cu 42

3) U —U, =

On va factoriser —U °+6U -8 : A=36-32=4>0
——=4 donc:

~2)(u, —4)

Donc: u,,-u, _(-2)(5-4)
u,+2

~u,” +6u, -8=—(u,

Orona: U ,22etu <4

Donc : y ,-u :_(“L)(;n_‘l)zo donc la suite
Un+

(un )neN

3) Suite arithmétique et geométrique
Définition1 :On appelle suite arithmétique toute

est strictement croissante

suite (un)nel définie par son premier terme et par

la relation récurrente :Vnel wu. ,=u, +r

1w




Ou r est un réel fixe. Le réel r s’appelle la raison
de la suite (U, )
Propriétés :

nel *

Soit (U, ) _, une suite arithmétique de raison r et
U, I'un de ses termes.

1) u,=u,+(n—p)r vnel

2) s, =u +U,, +.+U, =

p+1 n

2
Définition2 :On appelle suite géométrique toute
suite (U, ) définie par son premier terme et par la

relation récurrente : U, ., =qu, VYnel ouqest
un réel fixe. Le réel q s’appelle la raison de la
suite (u,). .
Le premier terme et la raison d’'une suite
géométrique s’appellent aussi les éléments de la
suite géométrique.
Propriétés :
Si (un)nel est une suite géométrique de raison (
et si p est un entier naturel alors :

_qn-p
1)u,=q" U, Vvnel

2)S, =Uy+U Uy, U, +U U

Sig=1lalors: s, =(n-p+1)u,

n-p+l

1-g

1-q
Exemplel :Un jeune homme se préparait a
'examen du baccalauréat ; son peére, pour
I'encourager, lui demanda ce qu'il désirait en
récompense
Mon examen devant avoir lieu le 20 juin, répond-
t-il, donne-moi seulement 1 centime le 1° juin, 2
centimes le lendemain, 4 centimes Ile
surlendemain, en doublant chaque jour jusqu'au
20 inclusivement. Et donne mois la somme.
J'emploierai cet argent pour faire un voyage
pendant les vacances.
Le pére pensa qu'avec cette somme son fils n'irait
pas loin ; mais au bout de quelques jours, il
commenca a s'apercevoir de son erreur.
Avec quelle somme le fils va-t-il pouvoir partir en
vacances ?

Sig#1alors: 5, =U,
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bY

Solution :Les nombres de centimes a payer
chaque jour sont les termes d'une suite
géométrique de 20 termes dont le premier est :
U, =1 etetlaraison =2

U, =2 (La somme a donner le 2 iem jour) ....
U,y =... (La somme a donner le 20€ jour)
Donc: U, =U xq" " =1x2""=2""

u,, =2 = 2% =524288 Centimes

La somme totale a payer serait :
1 92011
S,y =U +U,+U,+...4+ Uy =U ———
20 1 2 3 20 1 1_ 2
S0 = 2% —1=10485.75

centimes S,, = 1million500dh  Joli voyage !
Exemple2 : calculer en fonction de n la somme
suivante :

k=n-1 k 2 n-1
Sy = . (lj :1+1+(% ++(1j
=\ 2 2 \2 2
Solutions :1)on pose : u, :(%)
Ona: (un )n une suite géométrique de raison

Q=£Car' h—lDonC'
2 Ty 2 '

n

S

Exercice3 :soit (U,)

.y la suite définie par :

U, = i(12un+l - un)
21 vneN
) 4

Uy =2;U, = 3

et on considére la suite (V,) . définie par :

vn=un—3in vneN

1
1) Montrer que u,,, = —U, + —
9 3
2) a)Montrer que (V,), _, est une suite

géomeétrique dont en déterminera la raison et le
premier terme

I




b) écrire V, et U en fonction de n

k=n

c) calculer la somme : S, = ZUK =Uy +U +...+U,
k=0
Solution :1)montrons par récurrence que
1

2
U, ==U +—

g 32 vneN

létapes : n=0 u, :éu0+3oé=§+§

Donc la proposition est vraie pour n=0

4
9

2

2étapes :Supposons que: u, , = %un +3nT

3étapes : Montrons alors que :

1 2
=S Una+ g 77

U, 9 33

TR : 1 2
Parsuite :: vneN 'un+l:§un+3nT
: 1
2)a)ona: v,,=u,, — o

2 1 1 1

1
Donc: v, =-U +—5—-——>==U —
9 3n+2 3n+l 9 n 3n+2

1 1 1
Via =7 Uy _3_n donc Vi = §Vn

9
Donc (Vn)neN est une suite géométrique de raison
1 ,
q= 9 et de premier terme v, =1

2) b)écrire v_ et u, en fonction de n

Ona (Vn )neN est une suite géomeétrique de raison

q =% et de premier terme v, =1

Donc: v, =v,xq" <V, :(gj vneN

) 1 l n 1 n
Puisque : u, =v, +—donc u, =| = | +| =
3 9 3
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k=n
2)c) S, :Zuk =Uy+U +..+U 77
k=0

1 n
u, =V, +W, avec w, =(§j

ona (v,) et (w,) . sont deux suites

o : 1 o1
géomeétriques de raison q =9 et q =§donc

k=n

k=n k=n
donc S, = Zuk = ka +ZWk
k=0 k=0 k=0

B

T g lo) | 2| (3

Exercice4 :soit (Un) la suite définie par :

neN

U =
" un +2 vheN
U, € [-1;0[

1) Montrer que -1<u, <0 VneN

2) Montrer que (U, ), _, est une suite strictement

croissante
u
3) Montrer que u,,, 2——=— VneN
u,+2
Et en déduire que : u, zu—on vneN

(Voo +2)
Solution : 1) montrons par récurrence que
-1<u, <0 wvneN
létapes:n=0 ona: -1<u,<0
Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes :Supposons que: -1<u, <0

3étapes : Montrons alors que : —-1<u,,, <07??

Ona: -1<u,=<0donc:1<u,+2<2
1 1
donc : 1<Ju +2 <~/2 donc : =< ——<1
2 Ju, +2
—u

0< 0
u +2

n

et puisque : 0<—-u, <1 alors: <1

[&)]




u
donc: —-1< n

Ju, +2

dou: -1<u, <0 vneN

<0 donc -1<u,,, <0

2 ) Montrons que (un )neN est une suite

strictement croissante

u,,—u, = U -u, = 4 (1— un+2)
u,+2 u, +2
et puisque : 1—,Ju +2 <0 et U 2<O
u, +

alors : u,, —u, =0 donc (U, ), _, est une suite

strictement croissante

vYneN

u
3) Montrons que u,,, > —=

Ju, +2

Soit neN ona: u,>u, car (U,) . croissante

Donc : \2+u, >,/2+u, cad <

. u
et puisque : u, <0 alors: L > !

3)Soit neN ona: 0>u,,> Uy

1
2+,
un
Donc: 0<—u,,, < —=
\J2+U,

En donnant a n des valeurs on trouve :

0<—u < —Y%

__1_
J2+u,

0<-u, <

-u
0<—u, , <—22
J2+U,
0<-u, <ot

Le produit des inégalités donne :

0<-u, <
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u
Donc:u,>—=2— VneN

(Juo + 2)n
1) Montrer que (V, ), est une suite géométrique

2) écrire U, en fonction de n

Solution :

2 2

1) Vp,=1-—=1- o-a

=1— n

3—-u

n

V= 3(1-%} donc v, , =3v,

Donc (Vn)neN est une suite géométrique de raison
q =3 et de premier terme v, =—-3

2) écrire u, en fonction de n

Ona (V,),_, estune suite géométrique de raison
q =3 et de premier terme v, =-3

Donc: v, =u,xq" <V, =-3x3"=-3""VneN

Puisque : v, =l—£ donc u, =idonc U, =—+7
1-v 1+3™

n n

II) LIMITE D’UNE SUITE

1)Activités :
Activitél : soit la suite (U, ) _ définie par
u,=1+n*> vneN
(a) a la calculatrice, conjecturer une "limite" pour
(Un )neN quand n tend vers +«
(b ) que devient la valeur de u, lorsque n tend
vers +o ?
Que dit-on alors ? (En terme de limite)
Remarques : u, =1+n’

n|1]2] 10 100
i, | 215|101 | 10001

1000
1000001

10000
100000001

On note alors : limu, =+

N>
Tous les termes de (un )neN sont aussi grands que
I'on veut a partir d’un certain rang

Activité2 : soit la suite (un) définie : u, =1—/n
pourn=0

(a) a la calculatrice, conjecturer une "limite" pour

(Un )neN quand n tend vers +«
(b ) que devient la valeur de un lorsque n tend
6




vers +o ?
Que dit-on alors ? (En terme de limite)

Remarques : u, =1-n

10
~ .22

n |1 2
g | 0] = -0.4

100
-9

1000
~ -30,7

10000
-99

On note alors : limu, =—o©

n—oo

tous les termes de (un )neN sont aussi petits que
I'on veut a partir d’'un certain rang

Activite3 :soit la suite (un)neNdéfinie par : u, :1+%
pourn =1

(a) a la calculatrice, conjecturer une "valeur
limite" | pour (un)neNquand n tend vers +«

(b ) que devient la distance entre u, et 1 lorsque
n tend vers +« ?

Définition 4 :1) Une suite qui tend vers une limite
finie [ s’appelle une suite convergente.

2)Une suite qui n’est pas convergente est une
suite divergente.

Exemples : 1) les suites : (lj (izj (isj
n

n n

1 1 :
— |;| == | sont des suites convergentes

n® Jn
2) les suites : (n);(n®) peN"; (Jﬁ) (cosn);
((—1)n ) sont divergentes.

Théoreme :Si une suite (un)neN admet une limite

finie [ cette limite est unique
4) Opération sur les limites des suites.
4-1) Limite de la somme :

limu,, l [ +o0 - -
Que dit-on alors ? (En terme de limite) limz, I 140 | < | +0 | - o
on dit : que la suite(un)neN est convergente vers || lim(u,+v,) | [+] | 4o | - to | =oo | Formesindéterminées
une limite 1 4-2) Limites des produits
1 : -
Remarques : u =1+= limu, l [>0outw [<0ou=c to
n limv, [ to | - +0 - 0
n 1 2 10 100 1000 10000 i / Formes indétermindes
™ 2 | 1,5 | 1,1 | 1,01 | 1,001 | 1,0001 e e i i e
[un —1] | 1 | 0,5 | 0,1 | 0,01 | 0,001 | 0,0001 . .
4-3) Limites des inverses
La distance entre u, est 1 "se rapproche" de 0 limu, 120 0F 0 Too
lorsque n tend vers +« :on note alors : limu =1
g an o Hm(j) L 0
Remarque : L’expression « quand n tend vers +« U/ [
» est superflu car I'étude de la limite d’'une suite | 4-4) Limites des quotients
c’est toujours quand n tend vers +« et on se limu, I I>loute | (<=0 0 4
contente d’écrire : limu, =+ iy, 0l L rlr 0 to
Remarque : limu, =—co < lim—u, =+ , (Hn) [ | 4o | =m0 | =m0 | 4o | Formesinditerminies | Formes indétermindes
N>+ N>+ lim|— -
Propriété :(limites de référence) vy | |

Les suites (n);(n’);(n") peN"; (Jﬁ)

tendent Vers +« en écrie: limn=+w et

N—+c0

limn®=+00 ; limn°=+0 peN" et lim/n=+o
n—+o0 n—+o N—+o0
Propriété :(limites de référence)
. 1
Les suites | = ; iz ; isj = | =
n)'(n n n® )\ Jn
AT |
tendent Vers +« en écrit: lim==0 et
n—>+o N
.1 .1 .
lim ==0; lim—=0peN" et |imi:o
n—+o n—+o NP >+ [
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Propriété : limju|=0< limu, =0

Exemple : Utiliser les Opération sur les limites
des suites pour calculer les limites suivantes :

1) Iimi—33+%—1 2) lim (—3+3j(1+ij

n—+w 3n n n n—+o0 n \/ﬁ
3) lim n*-n 4) lim v/n —2n
N—-+oo n—+o0
2
5) lim 4n?-2n-5 6) Iimw
nN—>+0 n—>+% 3n°+5

7) lim+/n>=3n+2-n

n—>-+o

[N




Solutions :

1) lim i—3+%—1=o—0+o—1=—1

n—>+o /30 3n n

5
Car: I|m——0 et IImE—O et im —==0
N—>+00 / n—+ 3 n—+ N

2) lim (_3+%j(1+%j:(_3+o)(1+o):(_3)(1):_3

n—+0

Car: fim2-o et jim-2 -0

n—+o n n—+w ’

- 2 .
3) limn“—n directement on trouve une

Nn—+o0
forme indéterminée (+oo—oo)

limn*-n=limn(n-1)=

nN—+0 N—>+c0

Car: limn=+4o0 et limn-1=+w et

N—>+o0 nN—+o0

400 X +00 = 400

4) lim +/n —2n directement on trouve une forme

N—>+o0
indéterminée  (+o0—0)

lim /n —2n = lim Jﬁ(l—zdﬁ):_oo

nN—>+w0 nN—>+0

Car: lim vn =+ €t lim (1—2Jﬁ):_oo et

nN—-+oo N—+0

400 X —00 = —00

5) lim 4n*-2n-5= lim n (4—g—£j

n—+ow n—+w n n 2

Et puisque : lim—2-0 et lim __fzo et

n—+0 ) n—+o0 N

lim n? =+

Alors : lim 4n*—=2n—-5=+w
n—+ow
6)
3 7
n*l4-=——
. 4n*-3n-7 . ( n nz) ,
m =5 My - m
n’+ n2(3+2j (
n

car: Iim—E:O et I|m—_0 et Ilmizo

nN—+w0 n nN—+w n n—+w0 n

7)
(\/n2—3n+2+n (\/n2—3n+2—n
limvn?=3n+2-n= lim ) )

= lim = lim

(\/n2 —3n+2+n)

n>-3n+2-n’ ) -3n+2

1-——+—

rH*""\/n —3n+2+n “**w\/nz[ 3

n

Prof/ATMANI NAJIB

n(—3+2j _3+E
n . n 3

= lim lim =
n—+o0 n—+o0 3 2
n{ [1—3+22j+1J \/(1—+2)+1
n n n n

Remarques :1) La limite d’'une suite polynébme en
est la limite de son plus grand terme

2) La limite d’une suite rationnelle

en est la limite du rapport des termes de plus
grand degré

Exemple : calculer les limites suivantes :

1) lim 4n®-5n>+3n-1 2) lim6n°-2n°+7n-9

N—>-+o0 N—>-+0
. 6n°-9 2
3) I|m -3 4) lim 5) lim _ i+l
>+ 3n+5 e 3n+1 n+014n° —5n+9
6) ||m n—+1
e ® 430 -4
Solutions :
1) lim 4n®*-5n%+3n—-1= lim 4n® = 4+
N—>-+w0 n—>-+o
2) lim6n®-2n°+7n-9= lim-2n° =—
N—+00 N—-+o0
3) im 3 _im N _2_;
n—>+0 3N+ 5 n—+o 3N 3
4) im 6’ =9 _ lim 61: lim 2X2XMX0 i 20 = oo
N+ 3n +1 N—+o0 3n n—+o0 3n N—>+o0
2
5) i & lim 2" im0 i Lo
n—>+°cl4n —5n+9 now14n®  noelAnxnxn a2
2 2
6) tim "t _im ™ o im " _jim Lo

n—>+ocn +3Nn—4 no+ew n5 N>+ X NXNXNXN No+e n3

Exercice 5: calculer les limites suivantes :
1) limvn+2-vn 2) lim+n’+n+1-n
n—+o0w0 n—+o

Solutions :

1)
i  (mez-)neaen) o,
R R
? nliﬂm—n:ﬂm)(\/n +”(J:/1nz—:7)n(;/:+;;+1+n)
1
l n+l : n+l ) 1+H K

= lim : = lim = lim =3
( " +n+1+n) ( (1+1+ 1j+n] J(1+1+ 1]+1
non non

5) Les limites et I’ordre et techniques de
calculs des limites et critéres de
convergences.

Théoréme 1 :Si la suite (U, ) _, est définie
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d’une fagon explicite U, = f (n)) alors :
lim u, = lim f(x)

Exemple :

1) lim 3n® +2n° —n+4 = lim ¥n° = Y50 = +o0

nN—-+o0 X—>+00

1
2) lim nar tan= 2 on pose : H:t
n

n—+oo

n—->+o<t—>~0

lim nar tanlz Iimmzl

N>+ n t>0 t
Théoreme 1 :Soit (un )neN une suites convergente
vers L tel que : (3N € N)(vn>N) :u, 20 Alors :
L>0

Théoreme 3 :Soient (un)
suites convergentes tels que :

(3N € N)(vn > N)( V, <U,) Alors : limv, <limu,

neN et (Vn )neN deux

Preuve : On pose : W, =U, =V,

Ona: W,>0 et(W,) . convergente

Donc : limw, >0 donc : limu, —limv, >0
donc: limu, —limv, >0 donc : limv, <limu,
Remarque :si V, <U, (vVn>N)

On n’a pas obligatoirement limv, <limu,

Exemple : Soient (un)neN et (Vn)neN deux suites

numeriques tels que: y, :3_1 etv :3+i vnelN
n n

Ona:u, <v, VneN" mais: limv, =limu =3

n—>-+o0 N—+w

Théoréme 4 : (criteres de divergencel)
Soient (U, ). et (V,) _, deux suites numériques

tels que :(3N € N)(vn > N)( V, =U,) et
limv, =+ onaalors : limu, =+
Exemple : Soit (V, ) _, une suites tel que :

vneN

n

v :2(—1)”+gn2+2
4,
1)montrer que : v, zgn vneN
2)en déduire : 1M v,
N—+c0
Solutions :1)ona: (-1)'>-1 VneN
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Donc : 2(—1)n >-2 donc 2(_1)”+%n2+22_2+%n2+2

Donc:v. >—n’> VneN

Wl

2

4 )
2)ona: Vv, Zgn YneN et Ilmgn2 = 40

Donc : nILrEoV” =140  daprés : Théoréme 4

Exercice6 : Soit (Vn )neN une suites tel que :

V,=3n+5sinn vneN

calculer : lim v,

nN—+c0
Solutions :ona:sinn>-1 VhelN
Donc : 5sinn>-5 donc V, 23n-5

ona:V,231-5 VvneN et lim3n-5=+wx

Donc : nILTnV” =4  d'aprés : Théoréme 4

Théoréeme 5 : (criteres de divergence?2)
Soient (un )neN et (Vn )neN deux suites numeriques

tels que : (3N € N)(vn > N)( V, <U,) et limu, = -
onaalors: limy, =—o

Exemple: Soit (Vn)neN une suites tel que :

V,=-4n+3cosn  vneN

calculer : lm v,
N—+o0
Solutions :ona: cosn<l VneN

Donc : 3cosn <3 donc v, <-4n+3
ona:v,<-4n+3 VneN et lim-4n+3=—w

Donc : n"jlv” =—9%0 daprés : Théoréme 5

Théoréme 6 : (criteres de convergence)
Soient (un )neN et (Vn)neN deux suites numeériques
et L un réel. tels que: |u,—I|<v, Vn>p

etlimv, =0alors limu, =1

N—>+o0 n—-+o0

Exemple2 : soit (u,) la suite définie par :

sinn
U, =3+—;
n

vneN’

calculer : limu,

N—+oo
_ sinn
Solutions :ona: U, =3+ o
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sinn sinn
donc:u, —3= D lu, -3 =
n’
1 .
donc : |u, =3/ <= car: [sinn|<1
n
'  lim 2 lors: limu =3
et puisque : lim—-=0 alors:: n =
n nN—+co

Théoréme 7 : (criteres de convergence)

SOient (un )neN et (Vn )neN et (Wn )neN
numeriques et [ un réel. Tels que :

w, <u, <v,et vnzp et limv, =Ilimw =l

N—>+o0 n—-+o0

des suites

Alors : (un) est convergente et limu, =1
n—+o0
sinn
Exemple : calculer : lim —
nN—+0w n

Solutions :ona: -1<sinn<l VvneN

A s 1y ey
n n n

Donc :

Iim_—lz IimE:O donc: lim ﬂ:0

n n noto
Théoréme 8:1) Toute suite croissante et majorée
est convergente.
2) Toute suite décroissante et minorée est
convergente

Exemplel : (Exercice déja corrigé)

Orona:

soit (U, ), la suite récurrente définie par :

8(u, —1)

u - un_|_2 VnEN

n+1
u, =3

1)On a montré La suite ((un )neN est croissante.

2)On a montré que (un )neN est majorée par 4.

Donc elle est convergente.

Exemple2 : soit (V,) _, la suite récurrente

n=4
5v,
n+1
v, =10

n+1

définie par :

Solution 1) V..,—V = Vn -V =— V
) n+l n 1 n 1

Et puisque V, >0 :vn>4 (vérifier le par
récurrence)
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Alors : V,,; =V, <0 wn>4Donc: ((V,),., est
décroissante
Et puisque : V, >0 ¥n>4 alors (V,) , est

minorée par 0 Conclusion : (V,) _, est

convergente
Remarque : Une suite peut étre convergente
sans qu’elle est monotone : exemple :

&8

convergente.
Exercice? : calculer les limites suivantes :

u =

n

: n’est pas monotone mais elle est

.1
3n—-2sin—
1) lim cosn ) lim n
N+ M+ 2 n—+ 1
4n+sin—
n
Solutions : 1) lim oSN 55
N—>+o0 n+2
ona: -1<cosn<l VneN
Donc: _~1 .%sn_ 1 wpeN
n+2 n+2 n+2
Orona: lim- =lim 1 =0 donc:
n+2 n+2
lim cosn 0
N—>+0 n+2
3n_23in1 3I’l—2$in1
2) lim N posons: u, = ln
" Ansin s 4n+sin=
n n
sin1
3| 11 n
donc: un——‘:— (a veérifier)
4 4n+sin =
n
etona: —1<sinn<l VvneN donc:
.1
4n-1<4n+sin—=<4n+1 vneN*
n
Donc : 1 < 1 13 1
4n+1 An+sin = 4n-1
_ 1 ‘ )
et puisque Slnﬁ <let| 1 |__1 V¥neN
4n+ﬂn}r 4n-1
n
‘ sin1
Donc : nlg ! ponc:lu —%‘<%
antsin-| N1 (4n-1)
n

10




, , 11 2
et puisque : lim———=0 alors ; v = 2n“—n+1 e N
4(4n-1) n ‘/—an ) €

3n—2sin = Calculer lim v,
- n 3 nN—>+oo
lim —:Z ,
N> 4o0 1 . 2n°—-n+1
4n+sin n Solutions : on pose : u, BTV
o , , n°+
Théoréme 9:1) Toute suite croissante et non
majorée tend vers +o Donc:: v, = f (u,) avec: f(x) =x
2) Toute suite décroissante et non minorée tend ona: limu = lim on?-n+1 _ lim 2n? 2
vers —oo " oo N N N—>+w 3n2 +4 N N—>+0 3n2 N 3

Exemple : Soit (V, ) _, une suites tel que : Et f est continue en %

. o 2\ [2
montrer que : lim Vv, = +oo Donc: limv, = f| = |=,/=
N—+co N>+ 3

4
Vo, =V,+n* VvneN et v,=1

3
Solutions:ona: v, ,-Vv.=n*>0 VneN Exercice9 : calculer les limites suivantes :
. . mn+1
Donc : (Vn)n \ €st croissante 1) lim tan
< N—>-+0 3n+4
Montrons que (V, est non majorée ?
( n)neN 2y lim 16n2 -3n+1
Supposons que (Vn)neN est majorée ) N>+ on? +1
Donc: (v,) , converge vers un I eR ] (1
o o 3) lim arctan| nsin| —
Donc: limv, =1 etonaaussi limv,,, =I N>+ n
n—-o0 n—-+oo
. : . an+l 7« .
Donc: limv _,—v =0orona:v,,-v, =n* Solutions : 1) lim == et lafonction f
>-o0 03044 3
Donc: limv ,-v = lim n*=+w absurde(+o=0 . T
Y e ( ) tel que : f(x)=tanx est continue en 3
donc (V, ), estnon majorée et croissante
eN . n+1 Vs
5 lim tan —tan| = |=43
donc: limv, =+ N0 3n+4 3

N—-+c0

e : e o 2 _ 2
Exercice8 :Soit la suite (u, ) définie par : u, =1 et 2) 1im 16n —3n+1 . 16N o 1o fonction f

N—-+o 2 N—>-+o 2
Upy = F(u,) o f(x)=x"+x+1 2n? +1 on

1. Monter que la suite (u, )est croissante telque: f(x)= /x est continue en 8

2. Montrer que la suite est non majorée . = e
q (Un) J Ilm\/ 16n 23n+1: \/gzé/g
(Par absurde) . n—>ee 2n° +1
3. En déduire la limite de la suite (u,) : (1
3) lim arctan| nsin| —
6) Suite de laforme : v, = f (u,) n
Théoreme :Soit f une fonction continue sur un lim nsin(l)a_) on pose : =1
intervalle I ; et (u, June suite numérique telle que o n n
n—->+o<t—>~0
(AN e N)(vn>N)(u, €1) :
Iim&—l donc : lim nsin 1 =1
Si limu, =1 et f continueen I 50 t g nl-
N—+o0
Alors lim f (u,)=f(I) et lafonction f tel que: f(x)=arctan(x) est
n

n—+c0

continueen 1

Exemple : Soit (V, ) _, une suites tel que :
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donc : lim arctan (n sin (ED =arctan (1) = %

N—-+0 n

7)limite de Suite de laforme: a" et n®
Proposition: aeR

la)si a>1 lima" =+w

N—+oo

b)si -1<a<1 lima"=0

c)si a<-1 (a") n'a pas de limites

2) limn? =400 si peN"

N—+c0

Preuve:1l)a)a>l<a=1+a avec a>0
Donc: a"=(1+a)' >1+na d'aprés lnégalité de
Bernoulli

Donc : a" > na et puisque lim na =+

N—+00

alors : lim a" =+«

nN—+o0

b)si —1<a <1 alors |a|]<1 donc: é>1

limfa"|=0

nN—+o0

n

. 1

donc : lim (— =+o0 donc :
nN—+x0 |a|

donc:lima"=0
nN—+o0

c)si a<-1 alors: lim|a"

N—-+c0

= lim [a|' =+ car |a| -1

mais a" change de signe donc (a") n'a pas de
limites
2) limn? si peN"?

N—+00

Ona: n’>ncar peN" etpuisque : limn=-+o

N—+00

alors : lim nP =+x

N—-+o0

Exemples : calculer les limites suivantes :

. ! [Zjn
D lim| =
nN—+o0 3

Solutions : lim 2"=+x

N—+o

lim (Ej —o car —1<a=§<1

n—>+o| 3

(-5)

ExercicelO : calculer les limites suivantes

lim 2"

N—-+co

; lim (-5)"

N—+o0

car a=2>1

N’a pas de limites car a=-5<-1

Nim (0.7)" tim (<25 tim (-2)"; fim (4)"
lim (5): ; lim (3)"—1n © lim (3)n+£2)n
n—>+o0 (4) N>+ 2 N—sto0 (2)
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Solutions : lim (0,7)n =0 car -1<a=0,7<1

nN—-+0
. n
lim \/5 =+

N—+w

lim (-2)" N'a pas de limites car a=—-2<-1

N—>-+c0

cara=+v2>1

H -n . . n l
lim (4) = lim L: lim (1) =0 Car_1<a:Z<l

n—+o n—>+w (4)” n—+o| 4

jim & _ fim (Ej pcara=2s1
n—)+so(4) n—+o\ 4 4

lim (3)”—2—1n=+oo—0=+oo cara=3>1et —1<%<1

m (3)” +(2)” = lim (3)“ +(2)n = lim (Ejn +1=+0+1=+w0
OO

(2

8) Suite de laforme : u,,, = f (u,)

N—+o

Activité :Soit la fonction f (x) =%x+1

1. Déterminer le point d’intersection de Cr avec la
droite (A) y = x

2. Soit la suite (u,) définie par : u, =0et

un+l = f (un)

a) Poser sur I'axe des abscisses les 3 premiers
termes de la suite (u,)

b) Conjecturer la monotonie de la suite (u, ) et sa

limite potentielle.
3. Montrer que la suite (u, )est croissante

majorée par 2.

4. Soit la suite définiepar: vneN V, =U +«a
a) Déterminer a pour que la suite (v, ) soit
géomeétrique.

b) Déterminer v, puis u, en fonction de n

c) Déterminer la limite de la suite (u, )

Théoreme :Soit f une fonction définie sur un
intervalle I et (u, )une suite numérique telle que

a) f est continue sur [

b) f(I)c I

c) (vneN)(u,,=f(u,))

d) u, €1 (donc (vn e N)(u, €1)

e) (u,) est convergente




Alors la suite (u, )tend vers [ solution de
I'équation f(x) = x

Remarque :

1- Par fois I'équation f(x) = x admet plusieurs
solutions ; Dans ce cas prenez celle qui est
dans I.

S'’il y a plusieurs solutions de I'équation f(x) = x ;

utiliser la monotonie de (u,, )

2- La fonction f et la suite (u,) n’ont pas
nécessairement la méme monotonie :
Exercicell :Soit la suite (u, ) définie par : u, =1

etu,,="f(u,) ot f(x)= HTX

1) Etudier les variations de f sur | =[0,1]

et Montrer que f(I)c|

2) a) Montrer que :(vn € N) u, € | =[0,1]

b) Montrer que la suite (u,) est croissante, puis

en déduire qu’elle est convergente.
c) Calculer la limite de la suite (u,, )

Solution : 1) f(x)= /HTX

La fonction f est croissante et continue sur

| =[0,1] donc:
{(1)= 1 (02) [ 10)10)]-| L <o

2) a) montrons que :(vn € N) 0<u, <1
e ona: 0<u,<1 lappté est vraie pour n=0
e supposons que: 0<u <1

<1?

n+l —

e montrons que: 0<u

ona: 0<u,<1donc u,el=[01]
donc: f(u,)e f(l)c! donc: u,,, €[0,1]
donc: 0<u,, <1

n+l —

Conclusion : (vn € N) 0<u, <1

1+u,

2)b) u_,
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1

-2(u -1)ju +=

1+u, .2 C=2u U+l (u, )(” 2)
n— 2 -

Et puisque : 0<u, <1 alors: u

,—Uu

n+
Donc : la suite (u, ) est croissante

et puisque : (u,) majorée par 1 alors :

(u,) est convergente.

c) (u,) est convergente et la limite est solutions

de I'équation f(x) = x

donc: 1= f ()= /%@zﬁq_ _

donc: I=1ou Iz—% et puisque : 0<I1<1

donc: limu, =1

nN—+0

Exercices 12 :Soit la suite (u, ) définie par :

f(u,) ou f(x)= 3):(:22

1. Etudier les variations de f et déterminer
f ([0,2])
2. a) Montrer que :(Vn € N) u, € | =[0,2]

u,=0etu,, =

b) Montrer que la suite (u, ) est croissante, puis

en déduire qu’elle est convergente.
c) Calculer la limite de la suite (u,)

Propriété : Toute suite convergente est bornée
Remarque : La réciproque n’est pas vraie :

u, =(-1)" est bornée mais pas convergente.

Exercices 13 :Soit les suites numériques (u, )

n

et (v,)définies par: u, = ) —
o k!

et Vo = Uy +

vneN
1. Montrer que la suite (u, ) est croissante et que

la suite (v,) est décroissante.
2. Montrer que (vn e N)(v, > u,)
3. Montrer que les suites (u, ) et (v,) sont

convergentes et ont la méme limite.
Exercicel4 :Considérons les suites (u,) et (v,)

définies par: u,=aet v,=b avecO0<a<b<2a
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u,+Vv
uv,=ab et v, = ”2 L

1. Montrer que (vn e N)(O< u, <V,)
2. En déduire que la suite (u, ) est croissante et

que la suite (v, )est décroissante

3. a) Montrer (vn € N) v,

b) En déduire : limv, —u,

N—>-+o0

Exemple: Soit les suites numériques (u,) et (v,)
e 51 1
définies par: u, =Y — etv,=u,+=
i K n
Vne N’
1) Montrer que la suite(u, ) est croissante et que

la suite (v,) est décroissante.

2) calculer : lim v, —u_
Solution :
1
1)u,—u = >0 donc : (u,) est croissante
n+1
1 1
Vop = Vo =Uy U+ —Fr——
n+l n
1 1 1 (n2+n+l)
(n+1)° n+l n  n(n+1)

donc: (v,) est décroissante.
1

2)ona limv,—u, =lim==0
n—>-+oo n—+0 N

Exercicel5: Soit les suites numériques (u, ) et
(v, ) définies par : u, —ZT—Z\/n +1 et

51
v,=Y—-2Jn vneN'

1) Montrer que la suite(u, ) est croissante et que

la suite (v,) est décroissante.

2) calculer : lim v, —u,_
Solution :
1
1) u.,, —u = —2Jn+2+2n+1
) tha Jn+1
U U = Jn+2—+n+1 <0
e Jn+l(Jn+2+Jn+l)
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donc : (u,) est croissante

1
Vo, =V, = n+1
n+l n m
—(\/n+l—\/ﬁ)
Vig =V = <0
\/n+1( n+1+\/ﬁ)
donc: (v,) est décroissante.
. . 2
2) limv, —u, = lim ———+==0
) Jim v, =4, nos sl idn
Exercicel6: Soit les suites numériques : (x, ) et
o n (_1)k+1
(u,) et (v,)définies par: x, =>_ et

k2

k=1

u,=%,, et Vv,=X,, YneN’

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont

convergentes et ont la méme limite.
Solution :il suffit de montrer que Les suites (u, )

et (v,) sont adjacentes ???

Uy —U = X0 = X = L 5= 1 >>0
(2n+1)" (2n+2)

donc: (u,) est croissante

Vo =V =Xy = Xppiy = 1 = 1 >=<0
(2n+3)" (2n+2)

donc: (v,) est décroissante.

Etona

limv, —u, —Ilmx = lim #zo

2n+l
N—+o0

> (2n+1)°
alors Les suites (u,) et (v,) sont adjacentes

donc convergentes et ont la méme limite.
Exercicel7 :Soit la suite (u, ) définie par : u, =1
1
etu,,="f(u)ou f(x)=—
n+1 ( n) ( ) X+1
1)Etudier les variations de f sur R*
2) on pose : «, et B =u, VneN

a,) est croissante et que

=Uyny

a) Montrer que la suite (
la suite (3,) est décroissante
b) Montrer que : «, <8, VneN

3) Montrer que : (Vn € N) %s u, <1




1 R
4) Montrer que |u,,,—U,|<= VneN
n

n+l
5) calculer :lime, — S,

1
(x+1)

Solution :1) f'(x)=- <0 VvxeR*

2

Donc f est décroissante Sur R”

2)ona: a,=Uy, et B =u,etu,="F(u) vneN
Donc : &, :(f ° f)(an) et fra :(f ° f)(ﬂn)
Et puisque f est décroissante Sur R* et
f(R")cR" alors: fof est croissante Sur R’
a)montrons que : «, <a,+1 et B, <B, VneN

epour n=0on a: aozésalzget ﬁlzgsp’ozl

eON suppose que : a, <a,, et B4 < B,
emontrons que : ., <a,., €t B, <B4 ?
ona: a <a,, et B, <, etpuisque fof est
croissante Sur R* alors :
(fof)a)<(fef)(a.) et (fef)(B.)<(ff)(5)
Donc: a,,<a,,, €t B, < Bia
Donc: a,<a,, €t B, < B, VneN
donc : («,) est croissante et la suite (3,) est
décroissante
b) Montrons que : a, <3, VneN
epourn=0ona: «, =%et p,=1ldonc: a,<p,

e 0N Suppose que : «, < S,
emontrons que : a,, <5, ?
ona: «,<p, etpuisque fof est croissante Sur

R* alors : (fof)(e,)<(fof)(8,)

donc: a,,<pB. donc:a,<pB VnelN
3) Montrons que : (Vn € N) %s u, <1
Puisque : o, <a,<p,<p, (Vn€N)

Donc: —<uU,,,, <u, <1

Donc :

N, N~

<u, <1 (VvneN)

1 .
3) Montrons que : |u,, —U,|<= VneN
n

n+l
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epourn=lona: |u,—u,| :% donc : |u, —u,| s%

1
u,|<=

e 0N Suppose que : |u
n

n+l

1
emontrons que : U, ,—U_ . |<—— ?
| n+2 n+1| n+1

1 1

u,,+1 u, +1

ona: |un+2 _un+l| =

Donc :

Donc : <

Donc : —-u

<_
(D =g,

1 4 n—4
Etona: ——— >

=————>0donc:
n+1 9n 9n(n+1)

4 1

% n+1

1
Donc : |u,., = U] < 1

donc: |u,,, —u,| s% vneN’

5)montrons que la suite (u, ) est convergente

Et déterminons la limite de la suite (u,) ??

Ona:|u un|s%VneN*

n+1
donc : |u2n+l—u2n|si vneN’
2n
1 R
donc : |an—ﬂn|£% vneN

. .1 .
et puisque : I|m2—=0 alors : lime, — g, =0
n

Exercicel8 :Soit la suite (un )neN* définie par :

12u, .
u =let U, = 9+ U’ vneN

n




1<u <3

2)Etudier la monotonie de la suite (un)

1) Montrer que : Vne N"

neN*
Et en déduire sa convergence et sa limite
Solution :

_ 12u, .
Ona:u =let u”+1_9+u: vneN
1) Montrons que : VneN* 1<u < J3 2
12x

Soit la fonction f tel que : f (x)= =
+

la fonction f est continue et dérivable sur R

() 8-

o 9x At 3=

f'(x)=12 36 =36

(9+x“)2 (9+x*) (9+x“)2

Le signe de f'(x) est celui de : /3 —X?

ot -({ s (B
Donc : f est croissante sur [—\/ﬁ; \/ﬁ}
Et f est décroissante sur}_oo;_\/ﬁ} et [\/ﬁ +oo[

Montrons par récurrence que : Vne N*

1<u, < \/ﬁ

n=1u,=1donc:1<u, S\/ﬁ

supposons que : 1<u, < \/ﬁ

montrons que : 1<u,, < \/ﬁ

ona:1l<uy < \/ﬁ

et puisque : f est croissante sur | :[1; \/ﬁ}

ona: f(1)< f(un)sf(\/ﬁ) donc géunsx/ﬁ

donc:1<u_. < J§ VneN*

n+1

2)Etudions la monotonie de la suite (U,) . ?

12u, 12 3-u;
un+1_un: 4_un:un 4_1 :un 4
9+u, 9+u, 9+u,

Puisque : 1<u, < J~/3 donc:

O<u et3-u'>0et9+u’>0

Donc: u,,—-u,=0
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Donc (U, ), - est croissante

Déduction de sa convergence et sa limite ?
la suite (u,) est croissante et puisque (u, )

majorée par /3 alors :(u, ) est convergente.

Soit : limu, =lonadonc: 1<I S\/\/§

. . 12
Soit la fonction f tel que : f (x)= 5 );4
+

On donc :

a) f est continue sur | :[1; \/ﬁ}
b) f(1)=f ([1;@}):%(1);1“(@)}
f(l):[g;\/ﬁ}cl

c) (vn € N)( u,., = f(u,))
d)u, €1 e) (u,) est convergente
Alors la limite I de la suite (u, )vérifie I'équation :

I=f(l)etlel
1= f(l)e

donc : I:\/\/g oul=- \/§ et puisque : l el
donc : Iimun:I:\/ﬁ

N—+o0

121

l=—— < 9+I'=121"=3
9+1

C’est en forgeant que 'on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices

Que I'on devient un mathématicien






