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[ zZ= [l, OL] =CosaoL+ iSina Approche sur I’ensemble des nombres complexes :
a. Activité :
1. On considére ’équation xe R : x* +1=0.
Cette équation n’a pas de solution dans R . Qui impose au mathématique d’utiliser le nombre i qui
n’est pas réel mais c’est un nombre imaginaire tel que : i’ = (—i)2 =—1 par suite I’équation admet 2

solutions i et -i mais dans un autre ensemble appelé ensemble des nombres complexes , noté C tel
gue C est muni des deux opérations I’addition notée + et la multiplication notée x et qui ont mémes
propriétés de I’addition et de 1a multiplication dans R .

2. On considére I’équation : (E) X2 —2x+2=0.
e Vérifie que ’équation (E) s’écrit de la forme suivante : (E) : (X —1)2 +1=0.

e \Veérifie que 1+i et 1—i sontsolutions de (E) .

b. Vocabulaire et notation :

e Lesnombres 1+i et 1—1i sont appelés nombres complexes .

e Engénéral : un nombre complexe est écrit de laforme z=a+bi avec aecR et beR .

e Lenombre complexe : z'=a—Dbi avec aeR et b e R est appelé le nombre complexe conjugué
de z noté Z d’ou Z=a— bi
Exemple: z=2+5ietz'=—7-3i —7=2+5i =2-5iet 2'=—7—3i =—7 +3i

e L’écriture z=a+Dbi avec aeR et beR est appelée I’écriture ( ou la forme ) algébrique de z.

e Leréel a estappelé la partie réelle et on note Re(z)=a. Exemple : Re(2+3i)=2.

e Leréel b est appelé la partie imaginaire et on note Im(z)=b. Exemple : Im(2+3i)=3.

c. Définition :
e Un nombre complexe est un nombre tel que son écriture est
” aetbdeRR, i estunnombre imaginaire avec i° =—1 . ‘

e Les nombres complexes constituent un ensemble est appelé ensemble des nombres comp
note C . "

e L’ensemble C est muni des deux opérations I’addition notée + et la multiplication notée xv et "
qui ont mémes propriétés de ’addition et de la multiplication dans R ( commutativité —
associativité ....). H

« a+broemgluic (a=a"etb=b").

=

-

Il Operations dans I’ensemble C :
a. Operations :

f—:_ -

@

< Multiplication dansC : zxz"=(x+yi)x(x+y"i)=(xx"-yy)+(xy+ yx’)i. ”
cas particulier ke R : k.z=k.(x+yi)=kx+ kyi.

=
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(020 L’inverse de z =a+ bi ¢O((a, b);t(0,0)) : %= L Ixz! 4 - . |

X+y'iooz'z (x+yt)(x-yt)
. Lz x+yi  zx7' 1 -

% Lequotientdezpar z': —=———=—==—=XIXZ

H Z' X4yl z'xz' z'xz' "

b. Applications :
» Z+2'=1+451+2-3i=3+2i .
% sz'=(1+5i)x(2—3i)

=1x2+5ix(-3i)+(1x(-3)+5x2)i

=17+7i
% —3xz2=-3x(1+5i)=-3-15i et (2+3i)x(2+3i) =2*+3?=13.
EN
z' 2-3i
B 2+ 3i
~(2-3i)x(2+3i)
2 3 .
A
2 3.
=—+—I
13 13
. Z_1+45i
C oz 2-3i

_(1+5i)(2+3i0)
(2-3i)x(2+3i)
=1x2+5ix3i+5ix2+1x3i
2°+3° 2°+3°
-8, 13,
13 13
=-1+i
% 2, =2+45i—(—4+2i)=2+4+(5-2)=6+3i
% z,=2+51-3i(—4+2i)=2+5i+12i+6=8+17i.
w0 2,=(2+5i)(=4+2i) =2x(—4)+5ix 2i +(2x 2+ 5x(—4) )i =—18-16i

1 1x(1-3i) 1-3 1 3.

“T 143 (1+3)x(1-3) I'+3 10 10
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l"\ Présentation géométrique d’un nombre complexe :

e A tout nombre complexe z =x+yi de € on lui associe

z=x+yi>f(z)=F(x+yi)=M(X,y) (ou bien OM = xti+yv)

>

>
>

B\

, _2+3i _(2+3i)x(5+i) _10-3+(2+15)i _7+17i _7., 17
CT i (5-i)x(5+i) 52 +12 26 26 26

c. Remarque :

% (a+bi)" =a’+2abi+(bi)" =a’ +2abi —b?. N
% (a—bi)’ =a®-2abi+(-bi)’ =a* - 2abi—b>.

< (_a+bi)(a—bi)=a2—(bi)2=a2+b2. Bl )

a. Activité :

Le plan (P) est muni d’un repére orthonormé direct (0, u, \7) )

le point M(x,y) de (P)cad:
f:  C—o(P)

/7

% Dans ce cas:
Le plan (P) est appelé le plan complexe .

le point M (X, y) est ’image du complexe z=X+Vi.

onnote M, , ou M on lit le point M d’affixe z .

()
de méme pour le vecteur OMz) -

(x+yi)

on note aussi Z,, on lit z est affixe de M . de méme pour Z .
Si z=ae R alors M est sur I’axe des abscisses sera nommé axe réel .
Siz=hi, (b € ]R) alors M est sur I’axe des ordonnés sera nommé axe imaginaire .

b. Propriétés des affixes :
o = = = =

A(z,) ; B(z,) ;C(z.) et I(z,) sont trois points du plan complexe

K/
0.0

Le vecteur AB a pour affixe z; -z, .

7
°n

Le vecteur KAB a pour affixe k(zg-24) -

K/
L4

Le point I milieu de [A, B] a pour affixe z, = 22 er Zg

‘ . . Zo—1Z, . .
X AC=kAB;(keR) cad ZC—ZAzk(ZB—ZA) ou bien ——>= =k eR d’ou les points A et B
In —Z
B A
et C sont alignés (avec zg —z, #0) /

- o

c. Application :
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On considere C(z. =5+Xi) ; B(zg =—2+1) ; A(z, =2+1) et I(z,) quatre points du plan complexe

(P) est muni d’un repére orthonormé direct (o, u, \7) .

1. Déterminer Zxg I’affixe du vecteur AB .

2. Déterminer z, affixe du point | milieu du segment [AB] .

3. Déterminer K tel que A et B et C sont alignés .
Correction :

L

V. Conjugué d’un nombre complexeZ =X+VYi :
a. Definition :

= = = = = e

- — - -
-

” Le nombre complexe z'=X—Yi est appelé le conjugué du nombre complexe Z=X+YyI on

s X — Y.

[

b. Interprétation géométrique :

[

Applications :
% z=1+45iona:z=1+5i=1-5i .
@ z=—1-3iona:z=-1-3i=-1+3i .

@ z=1lona:z=1=1.
% z=2iona:z=2i=-2i.

% z=-6i ona: z=—6i=6i .
d. Propriétés :

— - - - - - - - - — - - — - - — - -

i Soient :z=X+Yyi et z'=x"+y"i de complexes de C am _\

e z+2=2x=2Re(z) et z—z=2yi=2Im(z)i. ‘.:
e Z=7etZxXZ=X>+Y? et z+2z'=z+27" et zxz'=zx7’ )
\“__ = = —_— = = = = = = —_— = = —_— = = —_— = =
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e (55 (2)-2
z z' z
e. Application :
@ 2+43i=2+3i .

(2+3i)+1-2i=2+3i+1-2i=2-3i+1+2i=3-
(2+3i)x(1-5i)=2+3ix1-5i =(2-3i)(1+5i) .

1) 1 1
1-5i) 1-5i1+5i

(2+3i)_2+3i_2—3i
1-5i) 1-5i 1+5i
(2+3i)" = (2-3i)"

f. Remarque:

N||N|

tZp (Z) speZ(avec z#0sipeZ ).

7
0.0

/7
0.0

7
0.0

7
0.0

/
0.0

D
n

R/

ZGR©E=Z(c.a.d.zestunréelpur). I
O/

@ zeiRez=-2 (c.a.d. Z est un imaginaire pur) . j

R —

V\. Module d’un nombre complexe Z =X+ Yi :
a. Activité :
M(z:x+yi) est un point du plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct (0, u, \7) )
1. Calculer: zxz .

2. Donner les coordonnées du vecteur OM dans le repére (OT]) .

3. Calculer: HOMH , que peut-on déduire ?
b. Définition :

/7]

e—es =

Soit z=X+Yi de C avec X etyde R |
-

L‘ Le nombre réel positif \zz = «/x2+y2 s’appelle le module de z sera noté . z| \zz = «/

- - >

-

c. Application :

5= |5+ 0i = /52 + 0% =5 et |—7|=|—7+0i|=J(—7)2+02 =7.
12i[=[0+2i| = 02 + 22 = 2 et |—2i|=|o—2i|=./02+(—2)2 =2.
[L+i]= N1+ 1P =2 et [1+iV3]=\17+43 =VA =2

d. Interprétation géométrique du module de

Ona: |z|= Jx2+ y2 = ”Ol\/l” avec M d’affixe Z = X+Yi D’ou : ”E” =AB=|z, -z
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e. Remarque :

- = ietzg = ietz. = i les affi o )
I Soient Zy =X +Yal €t Zg =Xg +Ygi €t Zo =X +Yi les affixes des polll avec 7, #Z¢
1]

2 2

f. Application :
Soient A(z, =1+1) ; B(z, =-1+i) et C(z. = 3i) trois points du plan complexe (P) est muni d’un
repére orthonormé direct (0, u, \7) :
1. Calculer les longueurs des cotés du triangle ABC .

2. En déduit la nature du triangle ABC .
Correction :

1. les longueurs des cotés du triangle ABC :
ona;

¢ AB=|z,—2z,]=|-1+i-(1+i)[=|-2 =2

« AC=|z.—2,|=[3i —(1+i)|=|-1+2i|=+5 .

* CB =z, —z¢|=|-1+i-(3i)|=|-1-2i[=5
2. lanature du triangle ABC :

ona: CB=AC=2 d’ou: le triangle ABC est isocele en C.
g. Propriétés du module d’un nombre complexe :

" |z|=|—z|=|z|=|—z| lz+2'|<|z|+|2'| l7|=0&2=0 —
TNl |7| , !
| z__|z_| Z__H (z'=0) |lzx 2" =|z|x|z'| ‘zp‘=|z|p,peZetz¢O )
\\‘_ - - — - - —— - - — - - —— - = —— - - —— - -
h. Application :

. m\=|_1_i|=|1+i|=ﬁ et |(1-i)x(2+3i)|=[1-i|x|2+3i|=V2x 13 =26 .

. 1T+i=%=g et ‘(1+i)6‘=|1+i|6=(\/5)6=8 et |—i +i| < || +i| @ 0<1+1 .
L. Exercice:

Calculer les modules des nombres complexes suivants :
2, =-5+3ietz, =4i(-2+3i) etz, =1+i3 et z, =5+i5V3 .
. -\ 2
4(1+i 4(1+1
! etz —#etL: ( ) 5
2i(-5-i53)

o 2i(—5—i5J§)



https://benmoussamath1.jimdo.com/

Pro-. Denmouisa Med

Niveau : 2 P.C. ET 2 S.V.T.- Cours 6 LES NOMBRES COMPLEXE ~ page ?/4

Vla. Argument d’un nombre complexe non nulZ =X+ Vi :
a. Activité :

Le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct (0, u, \7) : M(Z) avec z=2+2i

1. Construire le point M dans le plan complexe (P) -

2. Donner une mesure de I’angle orienté (u, OM) , puis toute les mesures .

sl | '

E ...... E ....... Y...L ...... | [P A ER—— -
| N M@z=2+2) |
N N | N N r
) | /4 [21] !
E Jo NN arg(2+2i)=n/4 [2n]'1>
; 5-1 0 —_»51 XE2 3 4 E
A T LR O . !

b. Vocabulaire :

T - .
. Z est une mesure de I’angle orienté (u, OI\/I) , on ’appelle aussi argument du nombre complexe Z =2+ 2i

. . yis - ) )
e Aussi toute mesure parmi les mesures 2 + 2K ; (k € Z) de I’angle orienté (u, OM) est appelé aussi

argument du nombre complexe non nul z=2+2i.

« Argument du nombre complexe non nul z=2+2i est noté arg(z) E( u, OM ) [2r] ou
N
arg(2+2i)= " [2x] .

e Engénéral si ze C et ( u, OM )E o [2x] on écrit arg(z)=a [2r] ouencore

arg(z)=a +2kn; keZ.
e On préfere de prendre o € ]—n, n] ( c.a.d. la mesure principale de I’angle orienté (G, OM) avec M#0O .

e Le nombre complexe non nul Z=0 n’a pas d’argument ( OM =0 d’od I’angle (G, OM) n’est pas

déterminé) .
c. Définition :

f M(Z) (M(Z) # O donc z  0) est un point du plan complexe (P) est mu

¢« (0iv).

- - ——=

¢re orthonormé !1%‘

Toute mesure a de ’angle orienté (G, OM) s’appelle argument du nombre complexe non nul z .

Hk On note : arg(z)=a [2n] ; d’od arg(z)s(a,m) [211] ouarg(z)=a+2kn ; keZ y

e

-7 -
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axe imaginaire

o (z=xeyi)

(zF x+yi) e ~r—

—
'“ (u;OM)=a[2m]
v ‘(@ arg (z=x+yi ) =a[2m]

1 a ] 2 ) 4

B2
u axe réel|

d. Remarque :
e z=a>0 alors arg(a)=0 [2n] et z=a<O0 alors arg(a)=m= [2x] .

e z=bi ; b>0 alors arg(a)sg [2r] et z=bi ; b<O0 alors arg(a)s—g [2r] .

e arg(-z)=n+arg(z)[2n] et arg(Z)E—arg(z)[Zn] (sans oublier z#0 ).

e. Exemples:

T 34 o~ )
3 -3 1 -
z=3 z=-3 z=3i 3¢Miseap) 3 z=-3i
2] < g —_ D
“_180 2 ) 2
P y
S——————— 2
g M ; ——— 1f— 90" *on
ST CYE S CTNR A € M R T I (O SO ) ———
-1 A -2 A 071 2 =7} M
f. Exercice :

1. Dans le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct (o, u, \7) construire les

points suivants : M1(21=2) et Mz( et M3( ~2) et l\/|4(24=_3i) et |V|5(Z etM

Z,= Z3 5=1+i) ) et

(z7=2+2i) (zg=—1-)

2. En déduit les arguments des affixes des points précédents .
g. Propriétés des arguments :

(( z et z' deux complexes non nuls ‘
" arg(zxz')=argz+argz' [2n] peZ; arg(z")=pxargz [2n |
" arg(%)s—argz' [2n] arg(%)sargz—argz' [2x] 4
” Si k>0 alorsarg(kz)=arg(z) [2n] Si k>0 alors arg(kz)=n+arg(z) [2n] !
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z,=1+ietz,=4i(1+i) etz,=(1-i) etz, = (1=i)(1+i)’

arg(1+i) Eg [2n]

arg(4i(1+i))=arg(4i)+arg(1+i) [2x] arg(1-i)= arg(1_+i) [2n]
Eg+% [27] =-arg(1+i) [2n]
=2 [2n] = [
arg(4i(1+i)) =arg(4i)+arg(1+i) [2r] arg((l—i)(1+i)8)Earg(l—i)+arg(1+i)8 [2n]
Eg+% [27] E—§+8arg(l+i) [2n]
E%" [2n] E—g+8x% [2n]
E—g+2ﬂ: [2n]
E_g [2n]
WU\, écriture trigonométrique ( forme trigonométrique ) D*un nombre complexe non nul :
a.

Le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct (0, u, \7) .
¢ On considére un nombre complexe non nul z et le point M d’affixe z (donc M= Q).
e On pose arg(z)s( i, OM )E(x [2n].
. (G) est le cercle trigonométrique lié au repére (O,G,T/) coupe la demi droite [O, M) au point M,
de coordonnées (cosa,sin (x) donc Paffixe de M, est z, =cosa+isina .

e Onales points O et M, et M sont alignés et les vecteurs OM et OM, ont meme sens d’ot OM =kOM,
avec k>0 (car M#0O ).

« Affixe du vecteur OM est Z = X+Yi et du vecteur O—I\/I(; est z, =cosa+isina.

« Puis que : OM =kOM,, avec k>0 (car M= 0O ) donc z=kz, <> X+Yi = k(cosa+isina) (1) .
« On détermine k : ona z=kz, d’ou : |z]= [kz,| & X2 +y2 =|K|[z,| = 2 +y2 = k| = k.

« On obtient : (2): k =W .

e D’aprés (1) et (2) on obtient la relation z=X+yi =\/m(cosowisin(x):|z|(coscx+isin a) .

b. Vocabulaire :
L’écriture : (3): zZ= |Z|(COS o+isin a) s’appelle la forme ( ou I’écriture ) trigonométrique du nombre

complexe non nul Z=X+YVi .
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c. Définition et propriété :

f Soit z=X+Yi un nombre complexe non nul tel que arg(z)=o. [2n

» Le nombre complexe non nul z s’écrit de la forme suivante : z =|z|(cosa+isina) ou

—a/x2+y2 (cosa+isina) ou z=| || ,arg(z)]=[r.a].
Chaque écriture précédente est appelé la forme ( ou I’écriture ) trigonométrique du nombre complexe
non nuI Z=R +y|

Y4

i
|

d. Application :
On donne la forme ( ou I’écriture ) trigonométrique :

2, =2=2(1+0i)=2(cos0+sin0)=[2,0]. z,=—5=5(-1+0i) =5(cosm+sinxt) =[2,xn] .

2,=7i=7(0+i)=7 cosZ+sin™ |=|7,21.
2 2 2

S |
zszmzf(f £.J_f(cosg+ising]:[ﬁ,ﬂ.

e. Remarque :

—
. z=a>0alors z=[a,0] , z=a<O0 alors z=[-a,n] .

e z=Dbi ;b>0 alors [bg] ,z=bi ; b<0 alors {b,—ﬂ )

eSiz= [ra] alors —z = [rn+a]etz [r—a] et —z= [rn a] H
N

f. Application :

eexemple : z=3=[3,0] etz=-3=[3,x] . z=3i=[3,g] etz=—3i=[3,—ﬂ :
eexemple:ona: z=1+i=|}/§,§] alors E:[\/_,—g} et —z=[\/§,—§+n]=[\/§,%ﬂ] .
e cas particulier : 1+i=[\/§,ﬂ etl—i=[\/_,—ﬂ etz, _1+|f l: ]etz _1—|\/_ [2,—%]

VIRl Operations sur les formes trigonométriques :
a. Activité :
z et z' deux complexes non nuls tel que :
z=[r,a]=r(cosa+isina) etz'=[r",a’']=r"(cosa'+isina’) .
o Le produitde zxz" :
Ona:

-10 -
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Zx Z':r(COSa+ isin a)x r'(cos<x'+isina')
= rr'(cos<xxcos<x'+cos<xxisina'+ isinaxcos<x'+isinaxisina')
= rr'(COSaxCOSa'—sinaxsin a'+i(cosa xsin a'+sinaxc05a'))

= rr'(cos(a+ o')+i c03(<1+<1'))

=[rr’a+a’]
b. Proprieté :
e ° T etz dzeu;complexeszncz)n nuls teMOE: N
/ z=[r,a]=r(cosa+isina) etz'=[r",a’]=r"(cosa a’) ona
" Les opérations z=[r,a]=r(cosa+isina), z'=[r"a '(cosa'+isina'’)
f sz'=[r,a]x[r',a']=[rxr',axa'] ou
” Produit: zxz* | zz'=r(cosa+isina)xr'(cosa'+isina’) “
! =rr'(cos(a+a')+isin(a+a')) 1
Produit : " =[ral"=[r"n "
I ZXZx+Z2=2" [ a] [ 0L]n
” "o z”z(r(cos<x+isinoc)) =r" (cosna+isinna) H
Formule de Cas particulier r=1: [1,oc]n =[l”,na] =[1,na] ou encore
! MOIVRE . \n .
! (cosa+isina) =(cosna+isinne) formule de MOIVRE

Données clés

26 mai 1667
Vitry-le-Francois (France)

27 novembre 1754 (& 87 ans) Londres (Angleterre)
Angleterre

Francais ”
Mathématigues

Royal Society "
Académie de Saumur "

Abraham de Moivre

Formule de Stirling
” en 1736 Théoréme de Moivre-Laplace - Formule de Moivre ”
1
0 - [I’ (1] [r (1] ou !
¢ Inverse 1 1
z_ (cosa +isina ) rl(cos(—a )+|sm(—a )) ”

| e ..

! . 2 [ra]

Quotient

\ i.: I(COSal+!S!n0l? :£(cos(a—q')+isin((x—a')) /

r'(cosa'+isina’)

W
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Acad%C3%A9mie_de_Saumur
https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_de_Stirling
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_Moivre-Laplace
https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_de_Moivre
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Abraham_de_moivre.jpg

Pro-. Denmouisa Med

Niveau : 2 P.C.ET 2 S.V.T. - Cours 6 LES NOMBRES COMPLEXE page j?i 2

¢c. Remarque :
si z=[r,a]=r(cosa+isina) alors:

- —z=-1xz=[Lx][r,a]=[r.a+n]= r((cos(n+a)+isin(n+a))) .

v z= r(cosa+isina)=r(cosa—isina)=r(cos(-a)+isin(-a))=[r,—a] .
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