Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Chapitre 6

Suites numériques

I/ Généralités
a) Définition
Définition
Une suite est une fonction définie sur N. Une suite numérique est une suite a valeurs

dans R.
I’image de n par une suite u se note u,, et est appelé terme de rang n de la suite. Une

suite u est aussi notée (uy,)

neN*

Remarque : On peut aussi définir une suite a partir d’un certain rang.

Exemple :
1 1 1 1
1 défini N n=—". =, ul=-,up=-, .
/ u définie sur N par u 2 Uo =g, U =g, U2 =7
P 1 1 1
2/ v définie pour toutn}Sparvnzm vy =1, Ua =5, U5 = 3,

b) Comment générer une suite

Selon le contexte les termes d’une suite peuvent étre définis de différentes fagons.

Explicitement en fonction du rang

— Toute fonction définie sur [0 ; +oo[ (ou sur un intervalle de la forme [a ; +oo[) permet
de définir une suite.
Ezemple : Calculer les premiers termes de la suite définie sur N par u, = 2n? — 5n — 1.
w=2x02-5x0—1=-1;u =2x12=-5x1—1=—4;
up =2x22 -5 x2—-1=-3;u3 =2x3>-5x3—-1=2;
ug=2x4>-5x4—-1=11
— Les propriétés des nombres entiers permettent aussi de définir explicitement des suites
qui ne peuvent pas étre obtenues simplement par une fonction définie sur R.

Ezemple : Calculer les premiers termes des suites (un),cy €t (Vn),cy« 0% Un = (=1)" et v, est le
nombre de diviseurs de n.
U0:1;U1:71;U2:1;U3:71;

v=1;v=2;v3=2;v4=3;v5s=2; 06 =4 ...
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Par récurrence

Une suite peut aussi étre définie par son premier terme (ou ses premiers termes) et par une
relation permettant de calculer chaque terme en fonction du précédent (ou des précédents).

Ezemple : Calculer les premiers termes des suites ci-dessous définies sur N.

U,QI—G
t défini 1
u est définie par un+1:f§un71 pour tout n > 0
1 1 1 1
ulz—iuo—lz—ﬁ><(—6)—1:2;u2:—§u1—1:—§><2—1:—2

1 1 1 1
us = —gur—1=—2x(-2)=1=0jus=—gus—1=-2x0-1=-1
P vw=1;v=1
v est définie Par{ Vnts = Vns1 +vn  pour tout n > 0
ve=vi4+v=1+1=2;v3=v2+v1=24+1=3;
Vg =v34+v2=3+2=>0;vs=v4+v3=5+3=38;

ve =v5 +v4 =8+5=13
Wn

Wpal = — St Wy est pair
w est définie par wo =3 et i 2 P
Wnt1 = 3wy + 1 st wn est impair
10
w1:3><w0+1:3><3+1:10;w2:%:?:5;w3:3><w2+1:3><5+1:16;
wp= W3 16 o w8 W _ 4,
T T2 T Ty T T YTy T

II/ Sens de variation
a) Définition
Une suite étant une fonction, les définitions restent les mémes :

u est croissante (strict. croissante) sin < p = u, < up (N <p = u, < up)
u est décroissante (strict. décroissante) sin < p = u, = up (n < p = up > up)

Cependant, les propriétés des nombres entiers permettent d’établir les résultats suivants :

Propriété
u est croissante si et seulement si pour tout entier n, u, < up41
u est décroissante si et seulement si pour tout entier n, u, = upi1

Remarques :

— Ne pas mélanger upy1 et up +1

— Dans la pratique, pour déterminer le sens de variation d’une suite, on s’intéresse au
signe de la différence uy4+1 — Uy,

— Dans le cas ou tous les termes de la suite sont strictement positifs, on peut aussi comparer

Un4+1
nt al.
Unp,

le quotient

Ezemple : Déterminer le sens de variation des suites suivantes :

— u est définie sur N par u, = 3n+ (—1)".
Etudions la différence Unt+1 — Up ©
VnEN, Unt1 —un =3n+ 1)+ (=" —3n - (-1)"=3-2x (-1)" >0
La suite (un),cy est donc croissante.

Vo = 2

B ¢ défini
v est définie sur N par { it = —02 + v pour tout n € N

Etudions la différence vn+1 — vy, :

Pour tout n € N, vp41 —vp = fvi + Vp — U = fvfl <0
La suite (vn), oy est donc décroissante.
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271
— w est définie sur N* par w, = —.
n
w
Les termes de la suite sont strictement positifs, on étudie donc le quotient —ntl
Wn

2n+1

n 2n+1 2
PourtoutnEN*,wH:ntlz L
Wh, 2" AL n+1l n+1
Y
Pour tout n > 1, 2n > n + 1 donc —ntt > 1.
Wn

La suite (wn), oy« est donc décroissante.

b) Propriété

Propriété| Soit f une fonction définie sur [0; 00|, et (u,) la suite définie par u, = f(n), alors
— si f est croissante, alors la suite (u,) est croissante,
— si f est décroissante, alors la suite (u,) est décroissante.

Démonstration : Si par exemple f est croissante sur IR", alors pour tout entier n, f(n + 1) > f(n),
c’est-a-dire exactement que w,.; > u,, donc (u,) est croissante.

Exercice : Etudier le sens de variation des suites definies par les expressions :

3n — 2 1
®y, = —— ey, =——n+3 e w, =(n—5)?
n+1 3 Uy,
Remarque : La réciproque est fausse! Us=5

Par exemple, soit la suite (u,) définieparu ,= f(n) us=4

avec la fonction f(x) = = + sin(27x). us=3

Alors, pour tout entier n, u,, = n+sin(2mn) = n, et donc  ,=2
(u,) est croissante (c’est la suite des entiers naturels),

tandis que f n’est pas monotone sur IR. =1
n
Exercice :Déterminer le sens de variation des suites suivantes :
2
n“+1 3n—1
°u, = °ov, = —— o w, =n?—10n+ 26 oz, = 2n3 — 30n? + H4n
2n n+2
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IV/ Suites arithmétiques

Définition Une suite arithmétique est une suite dont chaque terme est obtenu en ajoutant la
méme quantité r, appelée raison de la suite, au terme précédent.
Pour tout entier n, up4q = Uy, +17 = Uptl — Uy = T.

+r +r +r +r +r +r
Up Uy Us us Uy e Up,

Up+1

Ezemples :
La suite des nombres impairs est une suite arithmétique de raison 2.
Les suites u et v définies sur N par w, = 3n — 4 et v, = n® + 2 sont-elles arithmétiques ?
— Pour tout n, upt1 —up =3(n+1)—4—-Bn—-4)=3n+3-4—-3n+4=3.
La suite u est donc arithmétique de raison 3.
— v =2,v1 =3, v2=6ainsivi =vg+1etvea=v1+3
La suite v n’est donc pas arithmétique.

Exercice e La suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout entier n par la relation u, 1 = u, + 1
est une suite arithmétique de raison r =1.Ona:uy=ug+1=1, us =u; +1=2, ug =
(uy) est la suite des entiers naturels.

e Soit (v,,) la suite définie par la relation v, = 5n + 2.
Alors, pour tout entier n, v, 1 — v, = .. ..
On en déduit que (v,) est une suite arithmétique de raison r =

e La suite (w,) définie par la relation w,, = n* + 2 est-elle arithmétique ?

Propriété

Soit (un), ey une suite arithmétique de raison 7.
Sir > 0 alors u est strictement croissante.
Sir = 0 alors u est constante.

Sir < 0 alors u est strictement décroissante.

Démonstration immédiate (Pour tout n, up41 — up = r...)
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b) Expression de u, en fonction de n

— Propriété

Soit (un), ey une suite arithmétique de raison 7.
Pour tous entiers naturels n et p :

Up = Uup + (n—p)r

En particulier, pour tout entier naturel n :

Uy, = Ug + NT

— Démonstration
On suppose n > p. On a :
Up — Up—1 =T, Up—-1 — Up—92 =T, Up42 — Up+1 =T Upt1 —Up =T
En additionnant toutes ces égalités, on obtient :

un_up:(n_p)r

Up = Up + (0 —p)r \

c) Somme de termes consécutifs

soit

Propriété

Soit (up), ey une suite arithmétique de raison 7.
Pour tout entier naturel n :

ugFur+ o F Uy Fuy = (n+1) x

ug + Up,
2

U + Unp
2

Remarque : On a aussi u1 +ug - + Up_1 + Uy =1 X

Démonstration

|_Posons S=ug+u+--+u,
On a ainsi 25 = (ug+up) + (w1 +up—1) + (ug +up—2) +- - -+ (Up—1 +u1) + (un +ug)
Or, pour tout k < n, ug +up_r = ug+kr+ug+ (n—k)r = ug+ug +nr = ug + uy,.
On adonc : 25 = (n+1) x (ug + up)
DoncS:(n—i—l)xuo—’_Tun \

Exemple : Déterminer la somme des n premiers nombres impairs.
La suite des nombres impairs est la suite arithmétique de raison 2 telle que u; =1
U1 + Un wr +ur+(n—1r ><2+2n_2—n2

urtuz: -+ Up—1+uUp=mn X =n X =
2 " 2 " 2

V/ Suites géométriques
a) Définition

Définition
Soit (un ),y une suite et ¢ un réel.
On dit qu’une suite (uy),cy est une suite arithmétique de raison ¢ si pour tout entier
naturel n :

Up+1 = q X Up

Remarque : Si g # 0 et ug # 0 alors pour tout n € N, u,, # 0.
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Ezxemple :

La suite des puissances de 2 est la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2.

Les suites u et v définies sur N par un, = —4 X 3" et v, = n? + 1 sont-elles géométriques ?
Unp1  —4x 3!

Pour tout n, = =
Un —4 x 3"
La suite u est donc géométrique de raison 3.

vo=1,v1 =2, v2=>5ainsi v1 =2 X vg et v2 =2,5 X v
La suite v n’est donc pas géométrique.

b) Expression de u,, en fonction de n

— Propriété

Soit (un),cn une suite géométrique de raison gq.
Pour tous entiers naturels n et p :

Up =Uup X "

En particulier, pour tout entier naturel n :

Up = ug X q"

— Démonstration
On suppose n > p. On a :
U

Up, n—1 Up4-2 Up+1
=4q; =4q; — =(q; — =q
Up—1 Up—2 Up+1 Up
En multipliant toutes ces égalités, on obtient :
U . _
— = ¢"P soit u, = up X q"°P
Up
— Propriété

Soit (un), ey une suite géométrique de raison g # 0.

si ug > 0, u est strictement croissante.

si ug < 0, u est strictement décroissante.

Si ¢ = 1 alors u est constante.

si ug > 0, u est strictement décroissante.
si ug < 0, u est strictement croissante.

Si g > 1 alors

Si0 < q<1alors

Si g < 0 alors u n’est pas monotone.

— Démonstration
Pour tout n, unp41 — un = ug X ¢
Le signe de 4,41 — u, s’obtient donc en fonction du signe de ug, du signe de ¢" et
du signe de ¢ — 1.

g x ¢ =g x ¢"(q— 1)

c) Somme de termes consécutifs

— Propriété

Soit g un réel différent de 1.
Pour tout entier naturel n :

9 1 1— qn+1
l+q+q +-+¢" +q"= 4
Soit (un ),y une suite géométrique de raison g # 1.
Pour tout entier naturel n :
1— qn+1

Uy + Uy + 0+ Up—1 + Uy = Up X 1—q
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Démonstration
I_Posons S=14q+¢*+ - -+¢" '4+¢* Onaalors ¢S = ¢+ @+ + - +¢"+¢" !

Ainsi, S — ¢S =1—¢"*!
1_qn+1
Dou:S=——
1—gq

Ezemple : Déterminer la somme des n premiéres puissances de 2 (1 +2+ 2% +... +2"71)).

La suite des puissances de 2 est la suite géométrique de raison 2 et telle que up = 1
1—q" 1-2"

=1x
1—g 1-2

AinsL o +uUr + -+ Un—1 = Ug X
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