Cours LIMITE D’'UNE FONCTION Avec Exercices et exemples avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

1BAC BIOF

LIMITE D UNE FONCTION

1)Introduction et activités

La limite d’une fonction, c’est en gros « vers quoi
tend » la fonction.

Le plus simple est de prendre un exemple : la

. 1
fonction inverse : f:x— =
X

=L
V=%

On voit bien que quand x tend vers +«, la
fonction « tend » vers 0, c’est-a-dire qu’elle se
rapproche de plus en plus de 0 par valeur
supérieure sans jamais la toucher.et bien on
appelle cela une limite, puisque la fonction « tend
vers » quelque chose. on note cette limite de la

. .1
facon suivante : lim ==0"

X—>+00 ¥

Et on prononce cela « limite quand x tend vers
e 1 )
plus I'infini de — est égal 0 plus».
X

Pour l'instant retiens juste la notation et cette
notion de « tendre vers », de toute fagon au fur
et a mesure de la lecon tu assimileras de mieux
en mieux le concept de limite avec les exemples.
2) LIMITE FINIE EN a.

Propriété: neN" et ke R”

Les fonctions : x—x2 ; x> x°

;X X" X kX XHk\/N; X > kx|
Tendent vers 0 quand x rend vers 0.
Exemple : Calculer les limites suivantes :

. . .1
1) leggx8 2) leﬂg5|x| 3) IX|L13§|X|3

Solutions:1) Iirrng:O 2) Iin35|x|:0 3) Iirrg%|x|3:0
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Propriété :Si P est une fonction polynéme alors
lim P(x)=P(x,)Une fonction polyndme P c’est

X—Xg
une fonction qui s’écrit de la forme :
P(X)=a, +aX+a,x’.+...+aX"

Exemple : lim5x* +2x—8=5><(—1)2 +2x(-1)-8=-5

x—>-1
Définition : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre a et [ un réel. On dit
que la fonction f tend vers [

quand x tend vers a si: lim f (x)-1=0.

X—a

Propriété: Si sur un intervalle pointé de centre q
ona: |f(x) - I < u(x) et limu(x)=0alors
X—a

lim f (x) =1

X—a

Exemplel :1)monter que : Iirrg X2 cos(zj =0
X—> X

2)a)monter que : Vxe|-L1] : ‘x2+5x‘36|x|

()

<x? etona limx*=0
x—0

b)Calculer lim x* +5x
x—0

Solution : 1) xeR"

{3
X" COs| —
X

Donc : |imx? cos(zj =0
X

x—0

<1

donc

2)a)ona : ‘xz+5x‘:|x(x+5)|:|x||x+5|
Et puisque : xe]-L1] alors: 4<x+5<6
alors : |x+5/< 6 donc [x*+5x <6|x

b) puisque : Iin36|x|:0 alors : limx* +5x

x—0

Exemple2 : monter que: |im2+xzsin[1j:2
x—0

il

<y etona limx*=0

x—0

Solution : xeR"

t

Alors : lim f (x)=2

x—0

<1 donc:

|f(x)-2=x2

=




Exemple3 : monter que: Iin)1 J2x+1=3
. 1
Solution : VXE{—EH—OOI:

2|x 4
2x+1+3

etona 2x+1+3>3 donc: |f(x)—

x)-3=[V2x+1- 3\
J<2h-4

et puisque : Ixim|x—4|:OAIors : lim f (x)=

Exemple4 :On se propose d’étudier la limite de

JIexz-1

la fonction : f(x)=Ten 0

On remarque que : (Vx € R¥) :

f(x)_(J1+x2—1)(J1+x2+1)_ 1ix2—1
B x(\/1+7+1) B x(\/1+7+1)

(on a multiplié par le conjugué)

f09= e

(Vx € R)(Jf(x)| < |x|) et puisque Iin3|x| =0 alors

D’autre part :

lim f (x)=0

x—0
Propriété : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre a

)| =0« lim f(x)=0

X—a

ona: I|m|f

X—a

Remarque :
lim| f (x)|=1< lim f (x)=1ou lim f (x)=—I
Propriété :Si f admet une limite [ en a alors

cette limite est unique.
Exercice : Calculer les limites suivantes :

1) Iin;3x2 +2x+1

2 __
2)lim 3X2—X 3) JAX+1+3

-1 2x° +3x—4 x>2 X% 43X+ 2
Solutions :1)|irT213x2+2x+1:3x22+2x2+1:17

2)“ 3x2—-x 3x12— 2
-1 2x% +3x—4 2><13+3><1 41
3) lim VAx+1+3 \/4x2+1+3_£ 1

2 X2 +3x+2  22+3x2+2 12 2
3) Limite infinies en %~
Activité : Considérons la fonctionf: R — R

X x2
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La courbe représentative de f est la parabole
de centre 0(0,0)

LR s"'
N/

1- Compléter le tableau suivant :
X 1|10 |10° |10° |10%
f(x)
Que remarquer-vous ?
On voit bien que quand x tend vers +«, la
fonction « tend » vers +«, c’est-a-dire qu’elle se
rapproche de plus en plus grand

on écrit ; lim f(x):+oo
X—>+0

2- Compléter le tableau suivant :

X -10* | -10° | —-10° | =10 | -2

f(x)
Que remarquer-vous ?
On voit bien que quand x tend vers —oo, la
fonction « tend » vers +«, c’est-a-dire qu’elle se
rapproche de plus en plus grand
on écrit: lim f (x)=+0

X—>—00

Propriété : Les fonctions :

X X2 X X" (n € N9); X /X ; X |X|
Tendent vers +~ quand x tend vers +«
Exercice : Calculer les limites suivantes :

1) lim x* 2) lim X 3) lim-7x°
Solutions :
1) lim x* =+ 2) lim x®* =+ car 2014 pair

3) lim-7x° =+ car 2014 impair

X—>—00
4) Limite finie en *«~
1
fix—o=
X
1)Compléter le tableau suivant :

X 1]10° | 10° | 10° | 10%

f(x)

Activité :Soit la fonction :

N




On remarque que quand x tend vers +«, la
fonction « tend » vers 0, c’est-a-dire qu’elle se
rapproche de plus en plus de 0 par valeur
supérieure. On note cette limite de la fagon

) o1
suivante : lim ==0"

X—>+0 X
2)Compléter le tableau suivant :
X -10"” | -10° | -10° | -10 | -1

f(x)
On remargue que quand x tend vers —o, la
fonction « tend » vers 0, c’est-a-dire qu’elle se
rapproche de plus en plus de 0 par valeur
inférieure. On note cette limite de la fagon

. .1
suivante ; lim==0

X—>—o0 ¥
Propriétés : les fonctions xn—>§; XH%;
k k k
X — 1 X — X ——,
X 4 X

et k e R* Tendent vers 0 quand x tend vers +,

Exemple . Calculer les limites suivantes :

1) Ilm— 2) I|mi 3) I|mi 4) lim = 4
- X° = X'

X400 X

) I|m

2023

Solution : 1) lim i_0+ 2) lim iS=O‘
X—>—0 ¥

5
3) Ilm——O 4) I|m—4:0+ 5) lim 22__o*

—>—® X X—>—0 X X—>+00 X2021

6) lim — - =0"

x>0 x 2023

5) Limite infinies en un point

o, . . 1
Activité :Soit la fonction: f:x—> =
X

1)Compléter le tableau suivant :
X 10* | 10° | 10* | 10 1

f(x)

On remarque que quand x tend vers O par

valeur supérieure la fonction f «tend » vers +»
c’est-a-dire qu’elle devient de plus en plus grand

On note cette limite de la fagon suivante :

.1
lim ==+
x—>0" X
2)Compléter le tableau suivant :
X -1| -10 | —10? | -10° | —10%

f(x)
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On remargue que quand x tend vers 0 par
valeur inferieur la fonction f «tend » vers -«
c’est-a-dire qu’elle devient de plus en plus petit
On note cette limite de la fagcon suivante :

.1

lim==-o0

x—=>0" X
Exemple : Calculer les limites suivantes :

1
1) lim = - 12
x—»O*X X—0" "X x—0" x
5) ”m_—l 6) Iim3x+7+i
X—>0+\/; x—0" \/;
Solution : 1) |Imi—+oo 2) I|m—‘35:—oo
x—0" X x—0" X
3) lim i+oo 4) |Im¥=—oo
x—0" X x-0" X

-1 1
lim—==-0 6) lim3x+7+-—==0+7+00=10
) x—»O*\/; ) x—0" \/;

6) LIMITE A DROITE, LIMITE A GAUCHE.

: : x—1x
Exemple :Soit la fonction f : x ﬁ

x2-1
Déterminer |XILT} f(x) et |XILT} f(x)
x=1 x=<1
Solution : vxe R-{-11}
Si:x>1: f(x)= (x=Dx __ x
(x-1)(x+1) x+1
Donc : lim f (x )_Iimizl
ot ix+1l 2
Si:x=<1: f(x)= —(x=1)x __X
(x-1)(x+1)  x+1
Donc : lim f (x)= Iim—iz_l
oy o x+1 2

Remarque : |XILT1] f(x)= |XILT11 f(x)

x>=1 x=<1
Théoréme : Une fonction f admet une limite [ er]
a si et seulement si elle admet une limite a droite

de a égale a sa limite a gauche de a égale a [.
limf (x)=le limf(x)=1 et lim f (x) =1

X—a
X>a x=<a

(x+1)2

=1

Exemple :Soit la fonction f : x

Etudier la limite de fen x, =-1

1w




Solution :Déterminons  lim f (x) et lim f (x) ?

Xx—>-1 x—-1
x>=—1 x=<-1

Solution : vxe R—{-11}
2
Si: —1<x<1: f(x)— (X+1) __x+l
[x+1|x -1 x—1
Donc : lim f (x) = lim—X*2 =
iy i x-1
Si:x<-1: f(x)= (x+2) _ x+1
|x+]“x—]4 x—1
Donc : lim f (x )_IimX—+1=0
x—>—1 x>-1x—1

X<—1 x<—1
génzlf(x):gnglf(x):Odonc . xILrplf (x)=0
Exercice : Soit la fonction g définie par :

g R—->R

xH2x2-x+3six21

x> -—x2+x+asix<l

Déterminer a pour que la fonction g admet une
limite en 1.

7) OPERATIONS SUR LES LIMITES.

1)Opérations sur les limites finies.

donc :

Propriété :Soient f et g deux fonctions tels que :

limf(x)=1et limg(x)=l'ona:

X—a X—a

lim(f+g)(x)=1+1" et Ixigal(fxg)(x):lxl’ et

X—a

I|n;|f|( )=|I| et lerr;(;j(x):%si I’'#0

et Iim[éj(x)zﬁsi I’ #0et Ixig;ﬁ(x)m/l_ si 1-0

X—a

Ces propriétés sont vraies a droite et a gauche
d’un réel a.

,, 2

Exemple: ljim ¢33 _ g
-1 2x—1 1

2) Opérations sur les limites

Toutes les propriétés qui seront citées dans ce

paragraphe sous forme de tableau sont admises

lim £ ] i I +o | —o0 | +o0
].lmg fl + oo = 00 + oo - 00 - 00
llmf—g £+ + oo -0 + oo — o | Formeind

Ces propriétés sont vraies si x tend vers :
at;a—; to0ou—x
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Formes indéterminées : Veut dire qu’on ne
peut pas calculer la limite directement, il faut
faire d’autres calcules car il y a plusieurs cas.
Exemplel :1)f(x) =2+ x?, g(x)=5-x?0na
lim f (x)=+00; lim f(x)=—w

X—>+00 X—>+0

et lim f(x)+g(x)=-

2)f(x)=2+x2,g(x)=5-xo0na
lim f (x)=+w0; lim g(x)=-x

X—>+00 X—>+00

X400 X400 X400

et lim f(x)+g(x)=lim x*~x+7= lim [1—%)(7) +0

Dans les deux exemples on a le méme cas que
dans la derniére colonne du tableau mais on a
deux résultats différents

lim x2— \/§

X—>+

Exemple2 : déterminer :
ona limx2=+o;: lim —+/X = o0
X—>+00 X—>+00

Donc Formes indéterminée : "+o00—o"

lim x2— /X = lim x{l—ﬂjz lim xz(l_LJ

X—>+00 X—>+00 X2 X—>+00 X\/—

puisque : lim T_0 et lim x2=+o0
X400y X—>+00

alors : lim x2—+/X = +o0

X—>+00

mf | o | gs0 | fs0 40| fep] 0| 0 | t0]| cm| to
img | /' | +0 | -0|t0| -0 t0| -0|te| 0| -©
]imfxg ' o | = | = | +co [Formeind|fomeind| +0 | 40 | -0
limf | f20| 0" | 0 |too| =00
o1 1
lim — - +ea| —ea| 0 0
f £
lim f £ £ £ #£0 + co 0 + co
lim g £'#0 | +oo 0 § 0 + oo
. f £
lim — —_— 0 + oo + oo ? ?
g £

] 1
limx* +x+2+=
x—0

Exemple3 : déterminer : x

1
I|mx +x+2=2 et IIm—:+oo
x»OX

Solution :ona:

: 2 1
Donc : limXx® +X+2+—= =+
x—0 X

I~




Exemple4 : déterminer :

3 3
1) lim X +12 'mx—+12
x—>1(X_1) X—)+00(X_1)

3) lim 2x° +x* —x+4

X—>to0

Solution : 1)ona: Iirrl1(x—1)2 =0" et

3
limx® +1=2Donc : lim—="1 — 4o
x—1 x~>1(x 1)
1 1
x3(1+) 14—
3 3 +3
2ona: jim XL X/~ lim x—X

X—>+0 (X _1)2 X—>+o0 X2 [1_1j2 X—>4o0 (1_ 1}2
X X

etona: |Imi3—0et |Im1—0 et I|m1+i=1

X+ ¥ X—>+0 X X—>+00 X
. 1 . x4l .
et lim1-==1 Donc: lim >=+0 car lim x=+w

X—>+00 X X400 X— 1 X—>+0

3) lim 2x® + x* —=x+4 = lim 2x° 1+i—i+£3
oo X o0 2X  2x%2 X

.2 .1 .1
X4 X X+ DX X—+0 2X
lim x> =+0 donc lim 2x% + X% =X+ 4 = +oo

X—>+00 X—>+00

lim 2x® + x> —x+4 = lim 2x* 1+i_ 1 +£3
e X 2X  2x2 X
.2 . 1
X——0 X7 xo—0 2X x——0 DX

=-0w donc lim2xX®+x*—X+4=-ow0

X—>+00

Exemple5 : On veut déterminer

lim x°

X—>—0

. 3x+1
lim——-—
x> X 4+ X —2
ona:lim3x+1=4
x—1"
ona:limx*+x-2=0"
x—1"
X ‘—oo -2 l4— 4o
[ I
x24x—2 ‘ -
¥+ - 0 ®
3x+1
Donc lim ————— =+
x>t X%+ X —2
Remarque :1) Eviter d’écrire ces expressions
2 2
qui n‘ont pas de sens mathématique : o et -
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2)Ne pas utiliser +« ou —= dans les opérations
dans R (+« et =~ ne sont pas des réels)
Exercices : Déterminer les limites suivantes :
lim 3x2—x \/4x+ -3

-1 2%° + 2X — 4 Hzx —3x+2

3) Limites d’'une fonction polynéme en t«

lim f(Xx)=+w0

X—>+00

Soit f une fonction polyndme de degré n tel que
f(x)=a,+ax+a,x’+..+a,X"

avec a, =0 Ona:

a a a
puisque lim ——+ aln_1+ 2 +..+224+1=1
o g X a X a X a,x

alors lim f (x)= lim a,x"
X—>+00 X—>+00
Méme chose si x tend vers —«
Propriété : La limite d’'une fonction polyndme en
+ (—o) est la limite de son plus grand terme
En +oo (=)
Exemple :
lim 2x% + x* = x+4 = lim 2x* = +oo

X—>+0 X—>+00

4) Limites d’une fonction rationnelle en
Une fonction rationnelle est le rapport de deux

f(x)
g(x)

f(x)=a,+ax+a,x’+..+ax"avecan#0

fonctions polynémes : h(x)=

g(x)=b, +bx+b,x*+...+b x"avec b, #0

h(x)=

a, +aX+a,x’ +..+ax"
b, + b, X +b,x* +...+b_X

h(x) = al;x a,x an>; at:x
bmx'"[ 0+ b1m71+ 2+t rnlJrlJ
b,x" b,x b, x b, X
. a.On + a'ln—l + 2n—2 ot = +1
et puisque @ |j, &X &X X ax 4
oy blm_1+ bzm_z+...+bm*1+1
b, x" b,x b, x b, X
: . ax"
lim h(x) = lim
X—>400 X—>+00 mem

Méme chose si x tend vers —«

(&)}




Propriété : La limite d’'une fonction rationnelle
en +« (—«) est la limite du rapport des termes
de plus grand degré en +« (—«)

Exemples :
22X -Tx L Txt X
1) lim—————=Ilim—=lim—=—0
x>t X —10X° +14X° o0 14XT X0 2
2 9y 95
2) lim 23X 2 _ iy 22 1
X—>—0 X° +2X xo—o ¥ D

Remarque : La propriété précédente n’est vraie
que si x tend vers +« ou —

8)Limites des fonctions trigonométriques.
Propriété : Soitaunréelona:

1) limsinx =sina

X—a

2) limcosx =cosa

X—a

3)si a= X +kz limtanx=tana
2 X—a

Propriété : SoitacR"

sin X tan x

a) im——=1 p) lim——=1
x—0 X x—0 X
. SInax tan ax

c) lim =1 p) li =1
x—0 ax x—0 ax
Iim1—cosx 1

C) x—0 )(2 N 2

Exemples : Déterminer les limites suivantes :

. Sin2x _ . 3sin Xx—Ccos X
D 1lim 32X oy iy CosVx -1 3)I|m\/_—
x-0 Sjin 3x X—0* X xe% X—E
6
Solution : 1)
..sin2x .. sin2x  3x 2 2 2
lim— =lim X — x—=1IxIlx—=—
x->08iNn3x x>0 2Xx  sin3x 3 3 3
. CoS/X—-1 .
2) lim L directement on trouve une
x—0* X
formes indéterminée : .0.
0
lim cos X_lzlimfl 1—005\2/; :“m7£ 1—0(2)sh :7£Xl:7l
x—0" X %0t 2 (\/;) h—0" 2 D 2 2
o 2

(On pose Ix = h)

3 1im \/§smx;cosx

x—>Z
X_i

° 6
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On montre que : /3sin x—cosx:ZSin[x—%j

23in(x—”j
lim J§smx—cosx=lim 6

i a z T
x~>6 X —= x~>6 X —=

6 6

T
X—>=<h->0

On pose x—gzh) donc 5

Donc : — 21im S”:]h —2x1=2

h—0

Exercicel : Soient les fonctions tels que :
2
f(x):\/2x+l(—3x2+x) et g(x):fx—;(&+1)
X_

-3x+1 X2+1 .
k(x):x(x—Z) et h(x)= 5 sin x

1)Déterminer : leirzlf(x) et lim f(x)

X—>+00

2)Déterminer : XI|%r+r!og(x) et Ixiigg(x)

3)Déterminer : Iingh(x)
4)Déterminer les limites aux bornes du domaine
de définition de k

Solution :
1)Déterminer : lim f (x) et f(x):\/2x+1(—3x2+x)

lim2x+1=5 et Iirr;—sx2 +x=-10

x—2 X
Donc : lim f (x) = J5x(~10)=-105

lim 2x+1= lim 2x=+4m

X—+0 X—+0

Donc : lim «/2x+1=4®

X—+00

Etona: lim=-3x+x=lim-3x*=—o

X—>+0 X—>+0

Donc : lim f(x)=—x

X—>+0

e 2) limg(x) ? et g(x):_2X2+1(\/§+l)

X—>+0 (X—3)2
Ona: lim+x=+o donc: lim JX +1=+o0
N _9y2
Et lim 2 +21= lim 22( =-2 donc : lim g(x)=—o
o (x=3) o X hutll

* 2)limg(x) ? et g(x):zxj;)zl(&u)

[ep}




|in;&+1: J3+1 et |in;—2x2 +1=-17 et

. 2 Ay T _
legg(x—S) =0" donc : leir;g(x)_ 0
3) limh(x) 2,
. 1sin
limh(x) = lim X2+1sinx
x—0 x—0 X X
sin x
Or Img—_l et puisque : Ilrrgx2+1:1 et
X—>! X
limx2=0"
Xx—0
. X2+1 .
et lim> j =+ alors : limh(x)=+x
-0 X X—0

-3x+1

K k(x):x(s;—Z)

donc : D, =]-;0[U]0;2[ U]2 4]

-3x+1 -3x .. -3

e limk(x)= lim — = lim —-=lim —=0
X—>+00 ><—>+oox —2X xo+o X X+ Y
. -3x+1 =3x . -3

e limk(x)=lim ———==lim —-=lim —=0
X——00 xa—oox —2X xo-o X X0 ¥

e lim-3x+1=1 et I|mx -2x=0

x—0

Etude du signe de : x* —2x
r |- 0 2 4o
z(xz=2)| + []I) ¢ +
Donc : limx*-2x=0" et limx*-2x=0"

x—0" x—0"

Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+wo

x—0" x—0"

lim-3x+1=-5etlimx*-2x=0" et limx*-2x=0"

X—2 x—2" X—2"

Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+o

x—2" X—2"

Exercice?2 : calculer les limites suivantes :

2  2X*+3x2—4x—

1) lim \/_ 2) IIm2x +32( 4x-1
-2 X2 +3x-10 X1 X1
3) lIimyx’+x-x  4) lim tan x-1
X—>+00 X_)Z X—Z

Solution : 1) |in;ﬂ-2=o et limx’ +3¢-10=0
X= X
on trouve une formes indéterminée :

B, ()

C2 X1 3K-10 2 (x2 +3x—10)(\/§+ 2)
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(2x-4) 1 . 2

12

=lim X =lim X
2 (Vax2) (x=2)(x+8) 2 ({2x+2) (X
3
2) lim 2X +32<2—4x—1 5
x>l X =1
Ona: x3—1:(x—1)(x2 +x+1)
Et 2x°+3x2—4x—1=(x—1)(2x* +5x+1)
Donc :

1 +3x2—4x -1 _im (x- 1)(2X +5X+l)

lim

2 +5X+1 8

+5) 14

3) limyx*+x-x ?

X—>+00

Ona:

X—>+0 X—+0

Et lim-x=—0

X—>+00

on trouve une formes indéterminée : "+

(\/x2 +X —x)(\/x2 +X +x)
lim vx*+x-x=lim N
X—>+00 X—>+00 ( X +X+X)

=lim -
ol X -1 oL (x- 1)(x +x+1) oL X+l 3

lim x?+ x=+00 donc : lim /x> +x =+

0 —o0"

X2+ X—X*
lim VX2 +x—x= lim = lim

X—>+0

= lim

X400

or x — o donc |x|=x
X (1+)1(j+x

. X . 1
= Ilm —_— = Ilm —_——
X—+0 X—+0 1
x[ [1+1)+1] (1+]+1
X X

tanx-1
4) i - On pose x—2=h donc X g e h o
i 4
4
tan[h+7[)
li tan x—1 4
N 7T h-0 h
4 _*
4
tanh+tan§
Or:tan(h+1j= 4 :tanh+1
4 1—tanhxtan% 1-tanh
. tanx-1 . 2 tanh 2
lim—==1im =—x1=2
N T oh0 11— tanh h 1
4 X——
4
7

X
x—»m\/x X +X x—»m\/ 2(1_1_1)_1_)(
X




9) Limites et ordres. Exemple2 : Soit la fonction :
Propriété :Si sur un mterval_le pointé de centre oy (x2 +x4)sin£ déterminer - "ng £ (x)
aona:|f(x) -1 <u(x) et |XlrgU(X)=0 alors X ~
-
. . .1
. : ~1<sin=<
Ilmf(x):l Solution : YxeR"on a 1_smx_1 et

X—a
(On peut citer les mémes propriétés a gauche et | x2+x*>0donc —x*—x* < (x2 + x“)sin v

adroites de a ou +w ou —0.) ' X
Propriété :1) soit f est une fonction définit sur un | et puisque :

intervalle de la forme | =]a—r;a—r[—{a} limx? +x* =lim-x* = x* =0alors :
x—0 x—0
avec aeR et r>0

Si f admet une limite en a et f positif surl alors IX'_rE f (X) =0

lim f (x)>0 Exemple3 : Soit la fonction : f : x> x+sinx-1
X—a

2) soit f est une fonction définit sur un intervalle déterminer : lim f (x)

Solution : ¥xeRona —-1<sinx<1 donc:
x—2< f(x)<xet puisque :

de laformel =Ja—-r;a—r[—{a}

avec acR etr>0
Si f admet une limite en a et g admet une limite

ena et f <gsurl alorslimf (x)<limg(x) lim x=—coalors : lim f (x)=—o0
3)siona: g(x) < f(x) < h(x) et si Liir;g(x)zl Exemple4 : Soit la fonction : f X1 LFSINX

1+/X
i - lim f (x)=1
et mhm lalors §I?aa (x) déterminer : lim f (x)

Les pro\pnetgs prece(?entes sont vraies si x tend Solution : YxeR® ona 1+\/;2 & ot
vers a a droite, ou a a gauche, ou +« ou —«~ en

tenant compte des conditions pour chaque cas. 0<1+sinx<2donc 1+sinx < 2 donc
(On peut citer les mémes propriétés a gauche Lex | Jx
de a.) 2
Propriété :1)Si sur un intervalle de la forme k (X)‘Sﬁ etona XILTOT =0 donc:
; < limu(x)=+o0 .
Ja,a+rfona:u(x)<v(x)et lim (x) lim f (x)=0
X—>+00
alors : xIIT V(X) =+ Exercice3 : Déterminer les limites suivantes :
-
2)Si sur un intervalle de la forme Ja, a + r[on a: 1)I|mx sml 2) 1im <X 3) |im ﬂ
_ X o o % (24 CoS X)
u(x) < v(x) et limv(x)=-o
x—>a* . X
_ 4) lim 1+ ————
alors : lim U(X):—OO > 24X +1

x—a*
La propriété précédente est vraie si x tend vers
a a gauche, ou +«~ ou —= en tenant compte des
conditions pour chaque cas.
Exemplel: Soit la fonction : f : x> 3x* +5x+1

Solution : 1)on pose : f(x):xzsinl

ol

limx?>=0 Alors : lim f (x)=0
x—0 x—0

vx e R <1 donc:‘f(x)‘gx2 eton a

déterminer : lim f(x)
X—>+0

2) lim £% 2 on pose :

COS X
Solution : YxeR"on a 3x*> <3x*+5x+1 et et xoi0 X3 (x) X

3

puisque : lim 3x* = +ooalors : lim f (x)=+o0

X—>+00 X—>+00

[e¢]
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vxeR" |cosx|<1 donc :‘f(x)‘si etona Iim%:o Alors : lim f(x)=0

X|3 x40 [y X—>+00

1+sinx

3) lim —1*S"X__ 2 on pose f(X)=—pon X
x*(2+cosx)

x>0 X% (24 C0S X)

L+sinx <2 donc0< f(x)sg2

VxeR* —1<cosx<1 et —1<sinx<ldonc: 0<
2+C0S X X

Et puisque : lim0=0 et lim 2 =0 Alors : lim f(x)=0

X—>+0 X—>+0 Y2 X—>+00

4) lim1+ X

X
o 244X+l 2+ +1
vxeR" 2+\/x“+12\/x_4 cad 2++/x* +1> x?
1 1 1
————<—donc: |f(x)-1<=
2+4xt 41 X2 109 x|

Et puisque : lim - —o Alors : lim f(x)=1

X—>—00 |X| X—>—0

? on pose : f(x)=1+

donc :

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »

Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices Que I'on devient un mathématicien
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