Fonctions exponentielles A.KARMIM

FONCTIONS EXPONENTIELLES

|) LA FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

1) Définition et propriétés :
Approche :

La fonction [n est continue strictement croissante sur ]0, +oo| et In(]0, +oo[) =] lir(r)l+ Inx; lirP Inx [= R donc:
xX- X—+0o

Propriété et définition :

La fonction In admet une fonction réciproque définie de | — oo, +-oo[ vers 0, +oo[ appelée fonction
exponentielle népérienne notée : exp

Propriétés immédiates :

(Vx € R)(In(exp(x)) = x)
(Vx € R})(exp(In(x)) = x
(vx € R})(Vy € R)(In(x) =y & x = exp(y))
exp(0) =1 ; exp(l)=e

Propriété : (monotonie)
La fonction exp est continue strictement croissante sur R.

Résultat :

* (Vx ER)(Vy ER)(exp(x) = exp(y) & x =)
* (Vx ER)(Vy ER)(exp(x) < exp(y) & x <)

Exercice :

Résoudre dans R :
0 exp(2x? — x) = exp(1 — 3x) ® exp(2x? — x) < exp(1 — 3x)
©n(2x>+x-3)=5 O n(2x>+x-3)<5

2) l'écriture : e*.

Propriété :

(Vx € R)(Vr € Q)(exp(rx) = (exp(x))r)

Preuve :

ln((exp(x))r) = rin(exp(x))
=rx
= In(exp(rx))

Résultat :

o (Vre Q)(exp(r) = (exp(l))r = er)
o On peut prolonger la propriété précédente a R: (Vx € Q)(exp(x) = (exp(l))x = ex)
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Propriété algébrique :

Pourtoutx ety dans Rona:

o ¥tV =¢eXxe¥

- 1
e ¢ x=_x
e
e*
Y ex_yz_
ey

e eF=(e") (reqQ

e (Vx>0)(e™ =1x)

e (Vx € R)(In(e*) =x)

e (VxER)(Vy€eRM)(e* =y x=In(x))
e (VxXER)(VYER)(e*=¢Y & x=1Yy)

e (WxeR)(VYER)(e*<eY o= x<y)

Applications :

Exercice 1:

Montrer que pour tout x dans Ron a:

eZX_eX _ eX_l
eX+1  1+eX
ex e* 2
2 —

eX—1 1+eX eX¥—e™X
e*+1 _ 1+e™*
eX—1  1-e~%

Exercice 2 : Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :

(E;): 5e3* —2e?*—3e*=0
(Ey)): e™*—-2e*+1 =0
(E3): exp(3x +14) < %

(Ey): e™*—-2e*+1>0

Propriété : (limites usuelles)

® lim e* = 4+ @ lim e*
X—+00 X——00
. e* . e*
@ lim — =+ ® lim — =
X—>+0c0 X X—>+00 X
® lim xe*=0 @ lim x™e*
X—>—00 X—>—00

Preuve : (En exercice)

Exercice : Déterminer les limites suivantes :

. e*+1 . eXte™%X
@ lim — @ lim
x—+00 eX+x x—>—oc0 eX+x
3x+1 X
. e —-e . 1-3e
@ lim ® lim
x-0 X x—0t e*-1

x_
=0 ® lim &=
x—-0 X
+ o0
= 0.
®lime"+e X -2

® lim 3x2e®Gx+D)

X—>—00
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3) Représentation de la fonction exp
La fonction exp est strictement monotone sur R . y

Car I'exp est la fonction réciproque de la fonction In qui est ]

strictement monotone sur ]0, 4o : )
eemmof
Les courbes Cy, et Cpxp sont symétriques par rapport a la A mam
L e
remiére bissectrice (A):y =x o i
p Q):y WAL -

exp(x) / II,-
1 =21

4) Dérivation de la fonction exp
On sait que la fonction exp est la fonction réciproque de la fonction In qui est dérivable sur ]0, 4oo[.

Et on sait que : (Vx €]0, +oo) (ln’x = %)

Donc la fonction exp est dérivable sur R = [n(]0, +oo[).

Soitx € Rona: exp'(x) = (In™Y)'(x) 1
1Y/ () —
— 1 (f ) (X) - fl(f_]_(x))

Inr(exp(x))

1
- 1
exp(x)

= exp(x).
Propriété :
La fonction exp est dérivable sur R et (Vx € R)(exp'(x) = exp(x))
Corolaire :
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I alors la fonction exp(u(x)) est dérivable sur I et
(Vx € D(exp(u(x)))’ = u'(x) exp(u(x))
Application :
Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

e f(x)=3x2%e"*
° g(x) = e(ﬁ)

e—x
* h(0)= e2X+x
Exercice :
Partie 1

-2
fx)=(+ 2)6(7) six>0
f(0)=0
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f a droite de 0.

2. Interpréter géométriquement le résultat obtenu.
3. Déterminer la limite en +oo

Considérons la fonction f définie sur R par :{
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4.
5.

6.

Déterminer la fonction dérivée de la fonction f puis dresser le tableau de variation de f.

a) Montrer que (Yt > 0) (0 <elt+t—1< %)
Ay ) —4 _ 42
b) En déduire que : (Vx > 0) ( —< fx)—x< = x)
c) Déterminer la nature de la branche infinie de la courbe Cr au voisinage de +co

Construire la courbe Cf.

Partie 2 :

Considérons la fonction f,, définie sur R* par : Ju

-2

2\ (&) .
(x) = (x+;)e(x) six>0
fa(0) =10
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f,, a droite de 0.

b) Déterminer la limite en +oo
c) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f,, puis dresser le tableau de variation de f,.

oun € N*

Montrer que I'équation f,,(x) = %admet une solution unique a,, dans |0, 4+oco[
2 2

a) Montrer que (Vx > 0) (fn+1(x) ——> fn(x) — Z)

b) En déduire la monotonie de (a,),

c) Montrer que la suite (a,), est convergente et que lima,, = 0.

/1) LA FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a.

1) Définition et résultats :

Propriété et définition :

Soit a un réel strictement positif et différent de 1. La fonction log, étant continue et strictement monotone
sur ]0, +oo[ , elle admet donc une fonction réciproque de R = log, (]0, +oo[) vers ]0, +oo].

Cette fonction réciproque s’appelle la fonction exponentielle de base a et se note exp,

Résultats immédiats :

Soita>0eta+#1

La fonction exp, est définie sur R

(Vx € R)(exp,(x) > 0)

(Vx € R)(Vy € R™)(expa(x) =y < x =log,(x))
(Vx € R)(loga(expa(x)) = x

(Vx € R*™) (expy(log, (x)) = x

2) Une autre écriture de la fonction exp,,

Propriété :

Soita>0eta # 1;0na: (Vx € R)(exp,(x) = e*@)

Preuve :

Posons: y = expy(x) onadoncy > Oetx = log,(y) =

n(y)
In(a)

Dol : [ n(y) = x.In(a) ; finalement y = e*™(® ¢’ol la propriété.

Propriété :

exp, est dérivable sur R et (Vx € R)(expl,(x) = In(a)e*™(®)
4
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Monotonie et représentation :

Sio<a<1:

lim f(x) =+ et lim f(x)=0
xX——00 X—+00

X —co 0 1 +0oo
Al I e
+c0 ; :
expa(x) i
a
0

Onaln(a) < 0 et par suite : (Vx € R)(expy(x) < 0).

Si0<a<1:
Onaln(a) > 0 et par suite : (Vx € R)(expy(x) > 0).

lim f(x) =0et lim f(x)=+4o
X——00 xX—+00

expqa(x)

expqa(x)

Propriété caractéristique :

Soita>0eta+ 1;ona:(V(x,y) € R®)(exp,(x +y) = expy(x) X exp, ().

Conséquences :

Soita > 0eta # 1etxetydeuxréels,ona:

1

expq(x)
expg(x)
expq(y)

o expy(rx) = (expa ()

o expo(—x) =

o expg(x—y)=

3) Les puissances réelles.
Rappelle :

(Vx e R")(x° =1)

n fois

(vx eR)(vn e N) (x =)

xn

Puissances réelle : La notation a*

Soit a un réel strictement positif.

e Sia=1,onposepourtoutréelx >0:a* =1

e Sia#1,onposea* = e*n@

(VxE]R)(VnEN*)(xnzxXxx...><x

)

(vx eR)(vr e Q) (r = Pox = VaP) (g €N
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Exercice 1:
Soit La fonction f définie sur R par:

f:R* >R
{x = x* ,six#0
0~0
Etudier la continuité de la fonction f a droite de 0.
Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite de 0.
Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
Déterminer la nature de la branche infinie de la courbe Cf au voisinage de +oo.
Tracer la courbe Cy.
Résoudre dans R, I'équation f(x) = x
Soit la suite (u,,), définie par: uy = éet (Vn € N)(upyq1 = f(uyp)).
a. Montrerque: (Vn € N)(u, < 1)

N oubkwnNpE

b. Etudier la monotonie de la suite (u,),, ; puis en déduire qu’elle convergente.

c. Déterminer la limite de la suite (u,) .

Exercice 2 :

1 (In())"

Soit n € N* ; considérons la fonction f,, définie sur [1, +oo[ par: f,,(x) = = = et C,, sa courbe représentative dans

n!
un repére orthonormé R(0, 1, )).

Donner le tableau de variation de f;.

Déterminer I’équation de la tangente (T;) a la courbe C; en point d’abscisse 1.
Construire la courbe C; et la tangente (T;) dans le repére R(0, 1, )).

Dresser le tableau de variation de la fonction f,,.

a) Etudier sur I'intervalle [1, +oo] le signe de f,(x) — f1(x)

ukhwnN e

b) En déduire les positions relative des deux courbes C; et C, ; puis construire C,

6. Considérons la suite (4, )1 OU U, est la valeur maximale de la fonction f,.
s oeps 1 n
a) Vérifier que (Vn € N¥) (un = ;(i) )
fnt1(®)

fa(@)
1 nt1
c) Montrer que: (Vn € N*) [ u, 41 = Ef” (e 2 )

d) En déduire que : (Vn € N*) (un < ézin) ; En déduire limu,,.

b) Pour x €]1,4oo][ ; calculer

Exercice 3 :

Partie 1

1. En utilisant le T.A.F sur la fonction t - e~ ; montrer que : (Vx € R**)(30 € R*t) (e‘9 =

2. Endéduireque: (Vx > 0)(1 —x <e¥)etque (Vx> 0)(1+x < e¥)
3. Endéduireque: (Vx> 0)(0 < In (%) < x)

Partie 2
xe* .
Considérons la fonction f définie sur [0, +oo[ par : fe) = g SIXF0
f0)=1

1. Etudier la continuité de la fonction f sur [0, +oo|.

=)
1-e™*
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2. Déterminer la limite de f quand x tend vers +oo et étudier la branche infinie de la courbe Cr au voisinage de

400,
X

xZ 3 xZ
3. a)Montrer que (Vx > 0) (7 —= < eF+x—-1< 7)

b) Montrer que (Vx > 0) (f(x)_l = e_x;x_l.f(x))

X
c) En déduire que f est dérivable a droite de 0 et donner une interprétation géométrique au résultat obtenu.

4. a)Montrer que : (Vx > 0) (f’(x) = e((;—__ll)_zx))

b) En déduire que f est strictement croissante sur [0, +oo[. Dresser le tableau de variation de f.
c) Construire la courbe Cy.
d) Montrer que f est une bijection de [0, +oo[ vers ] = f ([0, +oo[).

Partie 3 :
Considérons la suite (u,), définie par : uy €]0, +oo[ et (Vn € N)(u,41 = In(f (uy))).

1. Montrer que la suite (u,), est strictement positive,
2. Montrer que la suite (u,),strictement décroissante, puis en déduire qu’elle est convergente.
3. a) Montrer que I’équation ln(f(x)) = x admet 0 comme seule solution.

b) En déduire la limite de la suite (uy),





