Cours : LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
Avec Exercices avec solutions
PROF: ATMANI NAJIB
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LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

I) RAPPELLE ET DEFINITIONS ET NOTATIONS.

2) Définition : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1) Activité et rappelle :

On s’intéresse a I'équation (E): y" + w?y =0
Dans cette notation y représente f(x).
L’équation (E) est une équation différentielle de
second ordre.

Montrer ce qui suit :

1. si f et g sont solutions de I'équation (E) alors :
(V(a, B) € R2)(af + Bg) est aussi solution de (E)
2. Montrer que les fonctions :

u(x) = coswx et v(x) = sinwx

sont solution de I'équation différentielle (E).

3. En déduire que (V(a, B) € R?

(v = acoswx + Bwx) est solution de (E)

On admet que la réciproque est vraie

Propriété :Les solutions de I'équation
différentielle :(E): y" + w?y = 0 sont les fonctions :
y = acoswx + B sinwx ou a et f sont des réels.
Application : soit I'équation différentielle
(E):y"+4y=0

1)Résoudre I'équation différentielle (E)
2)Déterminer la solution g qui vérifie :

g(0)=1 et g'(0)=2

solution : (w=2)1) la solution générale de

I'équation différentielle (E) est :

La fonction : F(x)=acos2x+bsin2xou a et B sont

des réels

2) F'(x)=-2asin2x+2bcos2x VxeR

F(O)=1 a=1 a=1
Donc : = &
2b=2 b=1

F'(0)=2

Donc : F(x)=cos2x+sin 2x
On peut écrire F(x)sous la forme :

F(x):ﬁsin(2x+gj
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Définition : Une équation différentielle est une
équation ayant pour inconnue une ou plusieurs
fonctions ; elle se présente sous la forme d'une
relation entre ces fonctions inconnues et leurs
dérivées successives. L'ordre d'une équation
différentielle correspond au degré maximal de
dérivation auquel I'une des fonctions inconnues a
été soumise.

Remarque : Pour simplifier I'écriture d’'une
équation différentielle on note I'inconnu (qui est
une fonction) y au lieu de y(x).

Exemples :

1) L’équation différentielle : y'=e** a pour solution
les fonctions primitives de la fonction :

. 1
X — e** qui sont : x—>Ee2X e

2) y'+5y =0 :est une équation différentielle de

ler ordre sans second membre.

3) y'-8y=2x-1 est une équation différentielle de
ler ordre avec second membre.
4) y"- 3y' + 5y = e** : est une équation

différentielle de 2éme ordre avec second membre.
ll) LEQUATION y’=ay OU a € R*

1) L’équation y'= ay ou a € Rx

Soit a un réel non nul et Considérons I'équation
différentielle (E) y'= ay

(E) = (vx € R)(y'(x) = ay(x)

a) A noter que la fonction nulle 6 :

(Vx € R)(6(x) = 0) est une solution de I'équation
différentielle.

b) On suppose que y ne s’annule pas sur R on
aura :(E) & (vx € R)(y'(x) = ay(x)

= (Vx € R) (y'(x)ly(x)= a)

On passe au primitives on trouve
< (Vx € R)(I n|y(x)| = ax + ¢)

=




= (Vv x € R)(ly(x)| = exp(ax+c)

& (Vx € R)(y(x) =t exp(ax+c)ouc € R

& (Vx € R)(y(x) =1 exp(ax) ou 1 € R

Et puisque méme la fonction nulle 8 peut s’écrire
de la forme 8(x) A exp(ax) (A =0)

On peut conclure que :

Propriété : Soit a un réel non nul.

(E) y'= ay une équation différentielle définie sur R
La solution générale de I'équation différentielle (E)

est 'ensemble des fonctions : x — y(x) = 1e*

Ou A est un réel.

Exemple : Résoudre les équations différentielles
suivantes :1) (E1): y'=3y 2)(E2):y-y=0
Solution :1) La solution générale de I'équation
différentielle (E1): est 'ensemble des fonctions :
X — y(x)=1e* ou A est un réel.

2)(E2:y-y=0 <(E2): y=1y
La solution générale de I'équation différentielle

(E2): estl'ensemble des fonctions : x — y(x) = Ae”"

ou A est un réel.
2) L’équation y’=ay+b oua € R+ et b € R.
Soient a un réel non nul, b un réel quelconque,
Considérons I'équation différentielle :
(E)y=ay+b
(E) = (Vx € R)(Y'(x) = a(y(x) +2)

<= (Vx ER) (y(x) +§) = a(y(x) +%)

= (Vx € R)(Z'(x) = az(x)) oluz(x) =y(x) +%

& (Vx €R) (y() +2 = 1e®)

b

= (VxeR) (y(x) = 2% —2)
Propriété :Soit a un réel non nul et b un réel
(E) y'= ay + b une équation différentielle
définie sur R .La solution générale de I'équation
différentielle (E) est 'ensemble des fonctions :

X — y(X) = Ae* —gou Aest un réel.

Remarque :Le réel A dans la solution générale de
équation différentielle (E) peut-étre déterminé par
les conditions initiales

Exemplel : Résoudre I'équations différentielle

suivante : (E):2y'—4y-3=0
Solution : (E):2y'-4y-3=0<2y'=4y+3
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@y,:4y+3

3
Sy =2y+—
y y >

onadonc; a=2 etb:g

La solution générale de I'équation différentielle
(E): estl'ensemble des fonctions :

3 . ,
xn—MeZX—Z ol A est un réel.

Exemple2 :soit I'équations différentielle
suivante : (E):Ely’+3y—1: 0

1)Résoudre I'équation différentielle (E)
2) Déterminer la solution f de (E)

Telle que f'(0)=-2.

Solution :1)(E):%y’+3y—1:0c> y'=—6y+2

Donc: a=-6etb=2
La solution générale de I'équation différentielle
(E): estl'ensemble des fonctions :

X+ 1e®*+3 Ou A estun réel.

2) f(x)=4e"+3 Onvacalculer: f'(x)

£(x) = (26> +3) =—62¢™>

f’(O):—2c>—6/1e°:—2©/1:%

Donc : f(x) :%eex +3 C'est la solution de (E) qui

vérifie la condition initiale
Exercice : Considérons les équations

différentielles (Eo): y'—y=0et (E) :y' —y=2x2+X

1- Résoudre I'équation différentielle (Eo)

2- a) Soit P une fonction polynédme, quel sera le
degré de P afin que P soit une solution de (E)
b) Déterminer le polyndme P pour que P soit une
solution de (E)

c) Montrer que : y est solution de (E) si et
seulement si (y — P) est solution de (E)

d) En déduire la solution générale de
L’équation (E)

3) déterminer la solution ¢ de (E) telle que
¢(0)=2

N




lll) LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES :
ay"+by'+cy=0

Soit a un réel non nul et b et ¢ sont des réels
guelconques.

Définition : Considérons I'équation différentielle :
(E):ay"+by'+cy=0

L’équation (1): ar? +br +c=0 & variable réelle r

s’appelle I'équation caractéristique de I'équation
différentielle (E).

Exemples :1) 'équation caractéristique de
I'équation différentielle (E) : — 3y" + 2y'-4y =0
est: -3r’+2r-4=0

2) I'équation caractéristique de I'équation
différentielle (E): y"+y=0est:r2+1=0.

1) Résolution de (E): ay" +by'+cy=0
L'équation ay" + by' + cy = 0 est dite a coefficients
constants car a, b et ¢ sont des réels donnés.

On Supposeraa # 0

(sinon, I'équation est du premier ordre).

1.1) Linéarité :

L'équation ay" + by' + cy = 0 possede la propriété
suivante : Si y1 et y2 sont deux fonctions solutions
de I'équation : ay" + by' + cy = 0, alors, pour tous
nombres A et B, la fonction Ayi + By2 est aussi
une solution.

A cause de cette propriété, on dit que I'équation :
ay" + by' + cy = 0 est linéaire.

1.2) Résolution :Par analogie avec une équation
du premier ordre, on cherche une solution de la

forme : y(x) =e™ ou r est un complexe.
La fonction y(X) =e™ est deux fois dérivables sur

R, et, pour tout réel x : y'(x)=re™ et y"(x)=rze"™
Donc, dire que y est solution équivaut a dire que,

pour tout réel x : ar2e™ +bre™ +ce™ =0 soit

encore, puisque e* =0, a: ar>+br+c=0

La résolution de cette I'équation permet donc de
trouver des solutions (a priori a valeurs
complexes). De plus, lorsque I'on connait deux
solutions y1 et y2 de I'équation ay" + by' + cy = 0,
on en connait une famille car toutes les
Fonctions Ay1 + By2
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Avec A et B complexes, sont aussi solutions.
Premier cas : Si A > 0 alors I'équation :

ar’ +br +c=0a deux racines, r, et r,réelles et
distinctes et d'apres ce qui précede, les fonctions

y1 et y2 définies sur IR par: y,(x)=e" et

y,(X) =e"* sont des solutions

(a valeurs réelles dans ce cas).
Nous admettrons que toute autre solution réelle

s'écrit : Y(X) = Ae™ + Be™* ou 4 et B réels.
Deuxiéme cas : Si A <0 alors I'équation

ar’ +br+c =0 :a deux racines, Z, et Z,,
complexe conjugués.

Alors les fonctions g, et g, définies sur IR par:

e

X

g,(X) =€ etg,(x) sont des solutions
a valeurs complexes.

Notons Z, = p+(Qi ou p et q sont des réels.
g,(x) =" = ePe™ = eP (arcosgx + Asin gx)
et g,(x) =" =ePe ¥ — g (arcosgx— Bsingx)

_9(0-0,00 _\ _6(0+8,()
2 2i

Sont aussi des solutions de (E) et a valeurs
réellesetona:

donc; Y, ty,

(vxeR) Y, (X) =e™ cosgx et (vxeR) Y, (X) =e™singx

Nous admettrons que toutes les solutions
s’écrivent de la forme :

y(x) =e™ (Acosqgx+ Bsingx)

Pour résumer :si Z, = P + Qi alors toutes les
solutions de (E) s’écrivent de la forme :

y(x) =e™ (Acosqgx+ Bsingx)

ou A et B sont des réels.

Troisiéme cas : Si A = 0 I'équation ar’ +br+c=0

a une racine double r

1w
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Alors les fonctions y, définie sur IR par: Y,(X)=¢
est solution de (E) ; nous admettrons que la
fonction Y,(X) = Xe™est aussi solutions de (E) et
gue toutes les solutions de (E) s’écrivent de la
forme y(x)=(Ax+B)e™ ou A et B sont des réels
Théoréeme : Soit I'équation différentielle :

(E) ay"+ by'+cy=0

Et soit (E1): ar? + br + ¢ = 0 son équation
Caractéristique.
A = b?>- 4ac le discriminant de (E1)

1) Si A > 0 I'équation (E1) a deux racines : r, et r,

réelles et distinctes et les solutions de I'équation

X X

(F) sont les fonctions : Y(X) = Ae™ + Be
ou A et B réels

2) Si A <0 I'équation (E1) a deux racines Z, et Z,

complexes conjugués et si : Z, = p+di alors les
solutions de I'équation (E) sont les fonctions
y(x) =e™(Acosqgx+ Bsingx)ou 4 et B réels

3) Si A =0 I'équation (E1) admet une racine
double r et les solutions de (E) sont les fonctions:

y(x) =(Ax+B)e™Ou A et B sont des réels.

Exemples :
Exemplel :1) Résoudre I'équations différentielle

suivante : (E):y"—-7y'+12y=0
2) Déterminer la solution f de (E)
Telle que f (0)=0et f '(0)=1

Solution :1) 'équation Caractéristique de(E )est :

(E1): r*=7r+12=0
Ona: A=1 donc I'équation (E1) a deux racines :

r, et r,réelles et distinctes: ;=3 etr,=4
Donc les solutions de I'équation (E) sont les

fonctions : Y(X) = ae®™ + e o a et f réels
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2) f (X) = ae™ + pe™
f/(x)=(ae™ + pe* )’ = dae™ + 33e>
{f(o)zo {a+,8=0 {,B:—a {,Bz—l
= = =
f'(0)=1 |4a+38=1 |4a-3a=1 |a=1

3x

Donc : f(x)=e* —e* c’est la solution de (E) qui

vérifie les conditions initiales
Exemple2 :1) Résoudre I'équations différentielle

suivante : (E):y"—-2y'+y=0
2) Déterminer la solution f de (E)

Telle que f (0)=0et f '(0)=1
Solution :1) I'équation Caractéristique de(E )est :

(E1): r*=2r+1=0
Ona: A=0 donc I'équation (E1) admet une racine

double r, - ;—b ~1
a

Donc les solutions de I'équation (E) sont les

fonctions : y(x)=(ax+p)e* ol a et g réels

2) f(x)=(ax+p)e*

!

£(x)=((ax+B)e*) =((ax+B)) € +(ax+)(¢")

!

f'(x)=(ax+a+p)e"
£(0)=0 (B=0 =0
{f’(o):lc{aﬂb’:l@{a:l

Donc: f(x)=(1x+0)e* donc: f(x)=xe"

C’est la solution de (E) qui vérifie les conditions
initiales.
Exemple3 :1) Résoudre I'équations différentielle

suivante : (E):y"—4y' +13y =0
2) Déterminer la solution f de (E)
Telle que f (0)=0et f '(0)=1

Solution :1) I'équation Caractéristique de(E )est :

(E1): r* —4r+13=0

I~




Ona: A=-36= (6i)2 donc I'équation (E1) a deux

racines Z, et Z, complexes conjugués et on a:

21:4?6 et r, :% donc z, =2+3i = p+iq

Donc les solutions de I'équation (E) sont les

fonctions : y(x) =e* (acos3x+ Bsin3x)ou a et S

réels

2) f (x) =" (acos3x+ Bsin3x)

£'(x) = (e (acos3x+ Asin3x))

= (¢%) (acos3x+ Bsindx) + ¥ (wcos3x + fsin3x)

= 26" (acos3x+ Bsin3x) +e” (-3arsin3x + 34 cos 3x)
f'(x) =e* (2a:cos3x + 23sin3x — 3arsin 3x + 3405 3x)

f'(x) =€ ((2a +38)cos3x + (28— 3a)sin 3x)

{f(0)=0©{a:0

t(0)=1" |2a+3p=1" | =

o=

Wl O

Donc : f(x)=e* (Oxcos3x+%sin3xj :%ezxsini%x
c’est la solution de (E) qui vérifie les conditions
initiales

Exercice : Résoudre les équations différentielles
suivantes :

1) y'=7y—5 avec y(0) = -6
2)y"—15y'+ 56y = 0 avec: y'(0) =9 ; y(0) =-3

3)y"+14y'+ 49y = 0 avec : y'(0)=6 ; y(0)=-3

2 y.,+y,+gy=o avec: y'(0)=6; y(0) = —4

Solutions : 1) y'=7y —5 Donc les solutions de
I'équation (E) sont les fonctions :
y(z) = e’ +g (A eR)

Ona:y(0)=ﬁ,+%:—6 donc : ,1=_g
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Donc : la solution de I'équation qui vérifie les
7 7

y(z) =

conditions initiales est :

2)y"-15y'+ 56y =0 avec: y'(0) =9 ; y(0)=-3
I'équation Caractéristique de I'équation est :

r? ~15y+56=0donc: s, =7 et r, =8

Donc: y(z) = ae’® + BB ol a et g réels

Donc : y'(z) = Tae’® + 8657

{yw) —a+f {y(O) -3

y'(0=7a+85 " |y'(0)=9

a+p=-3
D : : f=30; a=-33
onc 70[+8ﬂ:9donc p ;o

Donc : la solution de I'équation qui vérifie les

conditions initiales est {|y(z) = —33¢’ +30¢3”

3)y"+14y'+49y =0 avec: y'(0)=6; y(0)=-3
I'équation Caractéristique de I'équation est :
% +14y +49 =0 donc: r =7

Les solutions : ((a;ﬂ) € ]Rz) y(x) = (az + B)e”

y'(z) = ae " - 7(ax - ﬁ’)e“”

W0 ==3_[0=p  _[p=3
! y'(0)=a-7p a—-T18=6

Donc: ¢=-15; p=-3

Donc : la solution de I'équation qui vérifie les
y(z) = (152 —3) e ®

conditions initiales est

4) y"+ y'+gy =0avec: y'(0)=6; y(0)=-4
I'équation Caractéristique de I'équation est :

T2+y+§:O on trouve : z:—l—Ei etgz_hgi
2 2 2 2 2

Donc: ()] i =c ¥ [ 32] pn( )

S




ou a et S reels

&
y'(0)=6
y(0) =« a=-4

1 3 <971 3
y'(0) > Zﬁ > Zﬂ
Donc:a=—4;ﬂ=g

Donc : la solution de I'équation qui vérifie les
conditions initiales est

ISR EREER)

Exercice : Résoudre les équations différentielles
suivantes :

1.2y"+y'-3y=0

2.y"+2y'+2y=0

3.y"+4y'"+4y =0

4.y"+2y=0

3

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement
Aux calculs et exercices Que I'on devient

Un mathématicien
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