Cours CALCUL TRIGONOMETRIQUE ET EXERCICES AVEC SOLUTIONS

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

CALCUL TRIGONOMETRIQUE

Formules de transformations
) RAPPELLES
1) Cercle trigonométrique ‘f M
Définition :Le cercle
trigonométrique est un cercle
de centre O l'origine du plan
derayonR =1
orienté une orientation ositive.
et admet une origine [
2) Les abscisses curvilignes

Soit (C) le cercle
trigonométrique d'origine I,
considérons l'intervalle | - m, n]
tel que O I'abscisse de I sur l'axe (s s
perpendiculaire sur (0I). Si on : _
fait enrouler le segment qui + D lw
représente ] — m, ] au tour du '
cercle (C) on remarque que
chaque point N d'abscisse a de
l'intervalle ] — 7, m] s'associe

avec un point unique

M du cercle trigpnométrique.

Le réel a s'appelle I'abscisse
curviligne principale du point M
et inversement si « est un réel de l'intervalle | — «, 7],
alors il existe un point M unique de (C) qui s'associe
avec le point N(a).Le réel a représente aussi la

. - ’

mesure de I'angle géométrique centrique [IOM ]

Considérons le cercle trigonométrique (C) d'origine 1.
(A) est la droite Passant par I et perpendiculaire a (0I)
et d'unité égale a 0.

Soit M un point sur le cercle (C) et d'abscisse
curviligne principale a.

Si on suppose que la droite (A) est un file qu'on peut
enrouler autour du cercle (C)

on remarque que la point M du cercle (C) coincide
avec une infinité de points de la droite (A); et qui ont
pour abscisses
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i . . (@ = 67), (a — 4n), (a — 2n), (@), (a + 27) ... ..

En générale : chaque point Nk de la droite (A) qui
coincidera avec le point M aura pour abscisse a + k2@
Ces réels s'appellent les abscisses curvilignes du
point M sur le cercle (C).

Définition :Soit M un point sur le cercle (C) et
d'abscisse curviligne principale a. Les réels qui
s'écrivent de la forme :a + 2km ou k est un entier
relatif s’appellent les abscisses curvilignes du point M
sur le cercle ().

I) TRANSFORMATION DE cos (¥r-p) ET
CONSEQUENCES.

1) Formules de l'addition :

Activité : Soit M et N deux points sur le cercle
trigonométrique d’abscisses curvilignes

Respectifs x et y.

1- CalculerOM.ON de deux facons différentes.

2- En déduire co s(x — y) = cosx. cosy + sinx. siny

3- Calculer cos (x + y) en fonction des valeurs

trigonométriques de x et de y.

4- Calculer sin (x + y) et sin (x — y) en fonction des

valeurs trigonométriques de x et de y.

Propriétél : Pourtous réels x et yon a:

cos (x — y) = cosx. cosy + sinx. siny (1)

cos (x + y) = cosx. cosy — sinx. siny (2)

sin (x + y) = sinx. cosy + cosx. siny (3)

sin (x — y) = sinx. cosy — cosx. siny (4)

Exemple :1)Calculer cos = et sin -
12 12
5z

2)Calculer 0035—7Z et sin—
12 12

3) monter que : cosx :cos(x +%)+cos(x —%j

4) monter que : sin(x+2§)+sin(x—2{)+sinx:0
Solution :

T T T T T /2
1) cos— =cos| = —= | =c0s~Cos—+sin—sin —
12 4 6 4 6

4
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BB B i

2 2 2 2 4

T . VA T . T T Y/
SIN—=SIN| ——— [=SIN—C0S— —CO0S—SIN —

12 (4 6) 4
B 1 i

2 2 2 2 4

57 T T T . T . T
2) COS— =C0S| —+— [|=CO0S—COS——SIn—SInh —
12 4 6 4 6 4 6

ViB Va1 62

22 22 4

T . VA T . 7T
— | =sin—cos—+cos—sin—
6 4 6

3)( cos(x+%)+cos(x—%) =cosx ¥

VA T VA .. V4 ..
cos(x+§)+cos(x—§):cosgcosx—smgsmx+cos§cosx+sm§smx

B

1 Bl . 1
ZC0S X ——SIN X+=C0S X+—Sin X =2x—=C0S X = COS X
2 2 2 2 2

4 Vs 2 2 T
)sm x+—) sinxcos =~ +sin =~ cos x =sin xcos| 7 |+sin| 7= = |cosx
3 3 3 3 3
. 2T . T .7
Sin(X+—) =—Ssin Xxc0S— +5in — oS X
3 3 3
. T, . r .21 . ) . T
sin(x——) =sin xcos——sin—Ccos X =sin Xcos| 7 —= |-sin| 7—= |c0OS X
3 3 3 3 3
. T . T .7
sin(x——) =-sinXcos——Sin —Cos X
3 3 3
sin(x+2§)+sin(x—2§)+sinx=—25inxcos%+sinx=—sinx+sinx=0
Exercicel :

) 1
Soient : 0<a<% et 0<b<% et cosa:smb=E

1)Calculer : sina et cosb
2) Calculer : sin(a+b)

Solution : calcul de cosb :

2
ona coszb+sin2b=1<:>coszb=1_@j

:%@cosbzg ou cosbz—ﬁ

Ne
2

Or: 0<b<% donc: cosh=—

cos’b

calcul de : sina

2
. . . 1
on a:cos?bh+sin’b =1« sina=1-cos’ a < sin® aﬂ_(ij
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0|l = | = | =] = ., 3
B | 4 3 2 donc : SIN a:Z donc
sinx |0 L | 2] L1
2 2 . 3
cosx | 1| B[ 211 |0 sina=— ou
2 2 2 2
. 3
Sina=——-
2
. 3
or 0<a<z donc:SIna—£
2 2
2)ona: sin(a+b)=sinacosh+sinbcosa
Donc : sin(a+b) = £ £ 1 £:§+l_1
2 2 2 4 4
. 11z .11
Exercice2 : Calculer cos—— et S|n1—27Z

2) Formules d’angle double.
D’aprés propriétél ligne (2) on a:
cos(2x) = cos?x — sin2x et on sait que cos2x + sin2x =1
cos(2x) ==2cos2x - 1

cos(2x) = =1 - 2sin?x.

D’aprés Propriétél ligne (3) on a:
sin(2x) = 2sinx. cosy

Propriété2 : Pour tout réel x on a:
cos(2x) = 2cos?x — 1 (1)

cos(2x) =1 - 2sin2x (2)

sin(2x) = 2sinx. cosx (3)

V4 . T
Exemple :calculer cos— et sin—
8 8
Solution : ona 2= =22 donc cosZ = cos| 2%
4 8 4 8
D’aprés : cos(2x) = 2coszx — 1 (1)

V4 T
On a Donc: COSZ: 200525—1 donc:

2

1+cos”® 1+Y4 5 \/f
COSZE: 4 — 2 _ +
8 2 2 4
donc: COSZ: 2+\/§ ou coszz_ 2+\/§
8 4 8 4

2+«/§

4

Or 0<£<£donc: COS£>O donc: COSz
8 2 8 8

2+42
2
D’aprés : cos(2x) = 1 - 2sin2x (2)

T
donc: COS— =
8

N




Vs . T
On a Donc: COSZ=1—ZSIHZ§ donc:

T J2

l1-cos— 1-—

sinzZ = 4__ 2 =2_\/5
8 2 2 4

donc: sin = = 2-42 ousinZ=— &

8 4 8 4
or 0<Z <% donc sinZ =0 donc: sinZ = 2-42

8 2 8 8 4

2+«/§

2

T
COS— =
8

. T
Exercice3 : Sachant que sinx:% et 0<x<E

calculer : c0s(2x) et sin(2x)
Solution : on a: cos(2x)=1-2sin”x

2
Donc : cos(2x)=1—2(1j :1_E=Z
3 9 9

Eton a : sin(2x) =2sinxxcosx il faut Calculer cosx ?

on a: cos’ x+sin?x=1 Donc : cos? x =1-sin? x

o4 (1) ., 8
Donc : cos x=1- 5 donc : COS" X=

9
B

8
donc : C0OSX=— ou COSX=——
3 3

B

VA
or 0<x<§ donc: coSX =

1 {8 248

_poy Mo _ A

3 9

Exercice4 :Montrer que : sin3x _ cos3x =2VXe

sinx  COSX

donc : sin(2x)

K

sin3x  cos3x _ sin3xcosx—sinxcos3x _ sin(3x—x)
sinx  cosx sin xcos x ~ sinxcosx
_sin(3x—-x)  sin2x _ 2sinxcosx
 sinXcosx  SINXCOSX  SiNXCOSX

3) Formules du demi-angle.

D’aprés : propriété2 ligne (1) et (2) on a :

Propriété3 :Pour tous réels x et y on a :

Solution :

2

OS2 = 1+ cos2x 1)
2
sin2x — 1-cos2x @)

D’aprés propriété2

L X
Propriété4 :cosx = 200825—1 Q)
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cosx:1—25in21 2 sinx:2$in§cos5 3)
2 2 2

Exemple : montrer que :
1) 1—cosx+sinx=25in5 sin§+cos§
2 2 2

2)si a € R et sina#-—1 alors
1-sina —tanz[ j

l+sina
. . X X X
lona: 1—cosx+smx=25m2§+ 2smEcos§

T

4 2

Solution :

¢ . . X X
Car: cosx=1-2sin2— (2) et sinx =2sin—cos— (3)
2 2 2
Donc : 1-cos x+sin x =2sin 5(sinﬁJrcos5
2 2 2

2)ona:l-sina =1—cos(%—a) et 1+sinag =1+ cos(%—aj

T
Z_a —a

Donc : 1_sing = 2sin? _22 etl+sina =2c0s? ZT
Donc : 1—sina:25in2(£—zj etl+sina:20052(£—gj
4 2 4 2

. sin| =———
Donc ;l—sma _ (4 Zj

1+sina T o
Sina cos(—}

Exercice5 : Montrer que : VXxeR
1) sin® 2x—c0s 2x —1 = —2C0s” XX C0S 2X

2) 2sin® x+12c0s’ x =5c082x +7
Solution :

1) sin”2x-cos2x-1=(2cos xsin x)2—20052x+1—1

4¢os? xsin® x—2¢0s” X = —2¢0s% X €05 2X

2) 2sin® x+12¢0s? X = 2sin? x+12(1—sin2 x) =-10sin’ x+12
:_Tm(l—c052x)+12=—5(1—c052x)+12=5c052x+7

4) Formules de la tangente.

Soient x et y deux réels tels que: (x + y) #% +km ona

sin(x+y) sinxcosy+cosxsiny

t = =
an(x+y) cos(x+Yy) cosxcosy-—sinxsiny

Si x ¢%+ krety ¢%+ km alors : cosx. cosy #0

1w




Sin XCOS Y +Cos Xsin 'y

tan(x+ )_ COS XCOS Y _ fanx+tany
)= COSXCOSy—sinxsiny 1—tanxxtany
COS X COS Y

Six¢£+ kZ etx¢£+ kr
4 2 2

On en déduit que : si x ¢%+ k% etx # 2+ kn
tan 2)(:&
1-tan?x

Si (x—y)¢%+ kn etx¢%+ kn ety¢%+ knt

tanx—tany
l+tanxxtany
Propriété 5: Soient x et y deux réels tels que :

tan(x—y)=

x¢%+knety¢%+knona:

: tan x + tan
1) Si (x+ y) 7tk alors tan(x+y) __anx+any
2 1-tanxxtany
. 2tan x
2) si x#Z+ kZ alors : tan 2X=——"(2)
4 2 1-tan2x
3)Si(x-y) ¢%+ km alors :
tanx—tany
tan(x—y)= (3)
l+tan xxtany
N 5
Applications : Calculer tan = et tan 2~
12 12
Solution :
tan” —tan” 1—i
tanﬁztan[z—zjz 4 6 _ \/1§=\/§_1=2—\/§
12 46) 1 tan"tan” 1+ V3+1
476 B
1
T T
tan=+tan= 1+—=
tan5—”=tan(£+£j: 4 6 _ ‘/1§=‘/§+1=2+\/§
4.6 1-tanZtan® 1- = J§_1
476 B

Exercice6 : Calculer tan %

Exercice7? :
1- Résoudre dans R I'équation x2+2x-1=0

2- En déduire tan (%)

Solution : 1) utiliser le déterminent A
2tan x

——  (2) on remplagant : x= z

tan 2x 8

5) Les valeurs trigopnométrique en fonction de :

2) utiliser : tan 2x =
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X
t=tan (=
an(z)

1) D'aprés Propriété 5 (2) et si x ;% + kn
etx#mw+ 2kn

2tan X )
tan x = On posant : t =tan (=)
1—tan25 2

on en déduit : tan X = i
1-t2

X
2) D’aprés Propriété 4 (1) on a : COS X = 2C0S 25 -1

et on sait ; 1+tan2x =

C0S 2X

par suite ;: COSX = -1

X
1+tan2 -

Si x # m + 2km alors : on peut conclure que :

1—tan25
COSX = )2(
1+tan2—
2
X L 1-t2
On posant t = tan (—) on en déduit: COSX =
2 1+12

.y . X X
D’apres Propriété 4 (3) on a: sin X =2sin ECOSE
Six#m+ 2knm

. X X
Alors on peut conclure que : sinx = 2tan ECOSZE

X
2tan —
dou: SinX =

On posant : t = tan (5) on
1+tan2E 2

en déduit : SINX =
1+t2

Propriété 6:Soit x unréeltelque : x # t + 2kmon a:

2
)

1+t

1) COSX = ——

)

2) sinx =
1+t2

Sidex¢%+knetx¢n+2kn

3) tanx = 2 @)
1-12

I~




2

L : a
Application: soit a€ R tel que: tanE

Calculer cosa et sina et tana

—t2 _ 2
Solution:onacosa:1 t =1 \/E :_l
1+1t2 1+\/52 3
sina= 2 = 242 :2‘/5
1+t2 14422 3
tana= 2t - 22 =22
1-t2 1422

Exercice8 :1- Montrer que tan (%) =2-3

2- Considérons I'équation :

(E): 2cosx — 2sinx — 1 -J3=0

a) Veérifier que m + 2km n’est pas une solution de
I'équation (E)

b) en posant : t = tan (g), résoudre I'équation (E)

(remarquer que 4-— 2\/§ = (\/5—1)2

3- Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.

6) Transformations des sommes en produits

De la propriété 1 et de (1)+(2) on peut conclure que :
cos(x — y) + cos(x + y) = 2cosx. cosy
Sionpose:x-y=petx+y=gqalors on peut

p+q P-q

déduire : x = et y= >

On peut conclure que :

P—Q

5 )

De la propriété 1 et de (1)-(2) on peut conclure que :
cos(x — y) — cos(x + y) = —2sinx. siny
Sionpose:x—-y=petx+y=gqalors on peut

cosp+cosq=2605(u).cos(

déduire : x = 29 et y:—p_q
2 2
cos p - cos q = —251n(p2q) n(%)

De la méme fagon on peut montrer les autres propriétés :
Propriété 7: Pour tousréelsp, g,ona:

sinp+5inq=251n(p;q).cos(p—
sinp-sinq=2cos(w).sm(ﬂ)
2 2
cos p+cos q = 2COS( )c ( 2q)
coS p-cos q = -251n(p2q) sin(—p;q)
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Application : Transformer en produits les
expressions suivantes :

1) A(x) =sin 2x+sin4x
2) B(X)=c0S X+C0S2X +C0$3X +C0S 4X
Solution :1)

2X —4x

A(x)=sin2x+sin4x = Zsin[zxz4xjcos[ 5

sin 2x +sin4x = 2sin 3xcos(—2x) =25sin3XC0s 2X

)

2)ona:

COSX+C0S3X = 2003[3)(;)(]005(3)(2_)(): 2C0S2XC0S X

COS2X+C0S4X = 2005(4)(; ijcos[“;zx) =2C053XC0S X
Donc : B(X)=2€052XC0S X+2C033XC0S X = 205 X (03 2X +C03 3X

X 5x
Etona: c052x+c053x:200350037

Donc : B(x):4cosxcos§cos‘r>—2X

Exercice9 : Résoudre dans R I'équation :

sinx + sin3x + sinb5x + sin7x =0

8) Transformations des produits en sommes.

De la propriété 1 et de (1)+ (2) on peut conclure que :
cos(x — y) + cos(x + y) = 2cosx. cosy d’ou :

cosx. cosy = — [cos(x —y) + cos(x +
y = lcos(x - y) (x +y)]

De la méme facon on peut montrer les autres égalités

Propriété :Pour tous réels x, yon a:

COSX. cosy :% [cos(x + y) + cos(x — y)]

sinx. siny = —% [cos(x + y) — cos(x — y)]

sinx. cosy :% [sin(x + y) + sin(x — y)]

La linéarisation d’'une expression c’est de I'écrire
sous la forme d’'une somme.

Application : écrire sous la forme d’'une somme
1) cos2xxsindx 2) sinxxsin3x  3) cos4xxCos6x
Solution :

1) cos2xxsin4x :%(sin(2x+4x)—sin (2x—4x)) = %(sin 6x—sin (—2x))

1(sin 6X+sin 2x) = lsin 6x+£sin 2X
2 2 2
2) sinxxsin3x =%(cos(x+3x)—cos(x—3x)) =%(cos4x—cos(—2x))

. . 1 1 1
3x = = (c0s4x — 008 (2X)) = = COS 4% — = c0s (2
sin xxsin3x 2(cos x—cos( x)) 2cos X 2l:os( X)

[&)]




1 1
3) cos4xx0036x:E(cos(4x+6x)+cos(4x—6x)):E(cos4x—cos(—2x))
1 1
cos4x><0056x=Ecos4x—5cos(2x)
ExercicelO: calculer
r
1) C05—><C055— 2) sin— ><C085—
12 12 12 12
Solution :
1 1 5 1 Tr 5rx Tr 5«
) cos = xc0s = = = | cos| =+ % |+ cos| = 2%
12 12 2 12 12 12 12
7 _
cos—”xcosS—ﬂ:1 cos;r+cosz :1 —1+£ _@
12 2 6) 2 2 4
2 5 1( . (Tr 5« . (Tr 5x
) sm xcos—:— sin| —+— [+sin| ———
12 12 2 12 12 12 12
. Ir 57 1(. ) 7[] 1( 1) 1
SINn—xCc0S—=—=|sinz+sSin— |==| 0+= |==
12 12 2 6) 2 2) 4
Exercicell : Montrer que
1) sin3”+sin7”:25in(57rjcos(2”j
11 11 11 11
2) sm—sm7:—2005(5 jsm[b[j
11 11 11 11
_ .3 . In tan| 2% 5t
3) en déduire que: "1 M Tl
3r . It 2
n=—-sin—
Si 1 Si 1 tan[llj
Solution :
1 S Tr) (3 _Ix
sin3—”+sin7—”:25in 11 11 joo| 11 11
11 11 2
.37 . In . (57 27r Y4 21
sin— +sin— = 2sin| — [cos| — =2sin—cos—
11 11 11 11 11 11
2 3 Ix) (3 _Ix
sins—”fsinzzmos 11 11 |y 21 11
11 1 2 2
3 T (57[} [ Zﬁj 57 . 2rx
sm——sm—_ZCos sin =-2C0S—Sin—
11 11 11 11 11 11
3 e 57 27
e i 2 _—
3) sin 11 *sin 11 _ _ sm(ll)cos(llj
3z 1 57\ . (2n
smesmH —Zcos[ﬂjsm(ﬂj
. (57[] [27[) [577)
sin| = | cos| =— tan| =—
11 11 5z 1 11
=— X =—tan| — [x =—
[Sﬂ'j (Zﬂ'j 11 (27[} [27[)
cos| = | sin tan| —— tan| ==
11 11 11 11
Exercicel2 : Montrer quew =tan 3xx tan x
COS 2X +C0S 4X
Solution:ona:
cost—cos4x:—Zsin(zxgllxjsin(zx;lxj:25in(3x)sinx
et cost+cos4x:—Zcos[zxzzlxjcos(zxjszZcos3xcosx
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C0s2Xx—Cos4x  2sin3xsinx sm3x sin x
donc: =tan 3x x tan x
COS2X+COS4X  2C0S3XCOSX cosSx COS X
car . cos(-x)=cosx €t sin(-x)=-sinx
Exercice 13: Montrer que vx e R
5x 3X . .
c0s? == —c0s® == = —sin 4x xsin x
Solution :
, DX 23x 5x 3 5x 3X
COS™ —-—C0S" — COS—+C0S— || COS——C0S—
2 2 2 2 2 2
cosS—XJrcos%:Zcos 2 2 cos 2 2 :Zcos(2x)cos(5)
2 2 2 2 2
5x,3¢) (5x_3x
cosg—coss—){:—Zsin 2 2 |5in| 22 =—23in(2x)sin(5]
2 2 2 2 2

Donc : cos’ 5?X—cos2 %X = 2cos(2x)cos(§jx—25in (2x)sin [gj

:—2C08(2X)><Sin(ZX)ZCOS(;jSin[;]:—Sin(4X)SinX
Exercice 14: Montrer queVvx € R

1) sin3x:sinXX(3—4sin2x)

2) c0s3x=cos x(4cos’ x-3|

3) cos(4x) =8cos* x-8cos’ x+1

4) sin(4x) = 4sin x(2cos’ x—cosx)
5) cos’x= %(3cos X+C03X)

Solution :1) sin3x=sin(2x+ X)=sin 2Xc0s X +€0s 2Xsin X
= 2sinxcos’ X-+(1-2sin” x|sin = 2sin x(1-sin’ x)+ (1 2sin* xsin x
= 25in X —2sin’ x+sin x - 2sin* x = 3sin x—4sin® x =sin x(3—4sin2 x)

2) c0s3x = oS (22X + X) = COS X COS 2X —Sin 2Xsin X
=cosx(20032 x—1)+sin Xx 2008 XSin X = 2€08* X — 00 X — 2008 Xsin” x
=20033x—cosx—ZCosx(l—cos2 x)=Zcos3x—cosx—Zcosx+Zcoszx

= 4cos’ x-3cos x = cos [ 4cos’ x-3)

3) cos(4x) = c0s(2x 2x) = 2¢0s” 2x~1=2(2cos’ X —1)2 -1
=2(4cos* x—4cos’ x+1)-1=8cos* x-8cos’ x+1

4) sin(4x) = 4sin xcos x( 2cos* x—1) = 4sin x( 2cos’ x—cos X
Sin(4x) =sin(2x 2x) = 2sin 2xc0s 2X = 2x 25in Xc0s x(ZCos2 x—l)
5) cos® x:%(3cosx+cos3x) o

Methodel:

%(3cosx+cos3x):%(3cosx+cos(x+2x)) :%(3005x+cosxcoszx—sin xsin 2x)

= E(3cosx+cos. x(2cos2 x—l)—25in Xsin X cos x)
4

[o)]




:%(20033 X—C0SX—2C0s X+2¢05° x+3005x):%(4cos3 X)=cos’x

. 14082
Methode2: cos® x = cos? xx cosx =

1
xcosx:E(cosx+0052xmosx)

s 1 1 1 1 1 3 1
oS X == cosx+7(cos3x+cosx) ==00S X +=C0S3X +—C0S X = —C0S X+ —C0S 3X
2 2 2 4 4 4 4

cos’ X = %(3cosx+cos3x)

Exercice 15: p(x)=sin2x-sinx €t Q(x)=1+cosx+cos2x
Montrer que :P(x)=sinx(2cosx-1) et
Q(x)=cosx(2cosx+1)

Solution :
Q(X) =1+ C0sX-+C032X =1+ €05 X+ 2€05° X—1=C0s X+2¢05” X =C0S X(1+ 2€05 X)

P(x)=sin2x—sin x = 2sin xcos X —sin x =sin x(2cos x—1)
Exercices 16:

1- Linéariser : 2cos2x. sin (2x)

2- Linéariser : cos® x

1) LES EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES.
1) Rappelles

Propriété :Considérons I'équation (E) cosx = a ol a
est un réel :

1) sia<1oua>1alors I'équation (E) n"admet pas de
solutions.

2) les solutions de I'équation cosx = 1 sont les réels
2kmou k € Z

3) les solutions de I'équation cosx = -1 sont les réels
m+2kmouk €Z

4) Si -1 < a <1 alors il existe un seul réel a

dans 10, «[ qui vérifie cosa = a et 'ensemble

de solutions de I'équation (E) sera :
Sgk={a+2kn; k €Z} VU {~a+2kn; k € Z}.

5) En générale : les réels qui vérifient I'équation
cos(A(x)) = cos (B(x)) sont les solutions des équations
A(x) = B(x) + 2km ou k € Z ouA(x) = -B(x) + 2km
oukeZ

Exercices17 :1. Résoudre dans R I'équation :

3

2
Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.

2. Résoudre dans R I'équation :

s
cos (2x+ —)=-
( 4)

/4 /4
+2)=sin (83x -=
cos (x ) = sin (3x 5 )

Déterminer les solutions dans lintervalle] - m, ]

Propriété :
Considérons I'équation (E') sinx = a ou a est un réel :
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1) sia<1oua>1alorsI'équation (E') n"admet pas
de solutions.
2) les solutions de I'équation sinx = 1 sont les réels :

%+ 2k ol k € Z

3) les solutions de I'équation sinx = -1 sont les réels—
%+ 2k ol k € Z

4) Si -1 < a <1 alors il existe un seul réel a dans
]—% : % [ qui vérifie sina = a et 'ensemble des

solutions de I'équation (E') sera :
Sr={a+2kn;keZ}U{r-a+2kn;k €L}

5) En générale : les réels qui vérifient 'équation
sin(A(x)) = sin (B(x)) sont les solutions des équations :
A(x) = B(x) + 2km ou k € Z Ou A(x) = — B(x) + 2kn
oukezZ

Exercices18:

52

1. Résoudre dans R I'équation : sin (3x +£) =-
6 2

Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.
2. Résoudre dans R I'’équation :

Vs s
—-cos (Bx+—)=sin(x ——
( 3) ( 6)

Déterminer les solutions dans lintervalle] — m, m]

Propriété :Pour tout réel a, il existe un et un seul réel
a dans | mtervalle]—E,Eqw vérifie tana = a,

et 'équation tanx = a aura comme ensemble de
solutions Sg = {a + km ; k € Z}.

En général 'équation : tan(A(x)) = tan (B(x))

est définie pour les réel x tels que :

A(x) #% + km et B(x) #% + km et a pour solution

I'ensemble des réels x solution de I'équation :
A(x) = B(x) + kn
Exercices19:

1) Résoudre dans R, I'équation tan (2x +%) =-1

2) Résoudre dans R, I'équation cosx - \/§sinx =0
Exercices20 :1) Résoudre dans R I'équations

suivantes : ooy - COS(X_@

2) Résoudre dans [0; 7] I'¢quations suivantes :

ol gl

I~




3) Résoudre dans }_z : g[ I'équations suivantes :

2'2
tan[Zx—Ejzl
5
Solution : 1) ona cost:cos(x—%j SSi
2x:x—%+2k7r ou 2X=—(X—%j+2kﬂ'

Ssi 2x—x:—%+2k7r ou 2x+x:£+2k7r Ssi

x=—2 4 2kr ou x:£+2k—” et K eZ
3 9 3

S ={—1+2kn;1+2k—”/k ez}
3 9 3

X

2 sin| 2x=Z | =sin| Z x| ssi
)on a 3 1 SsSi

2X—£:Z—X+2k7z ou 2X—£=7r—z+x+2k7r
3 4 3 4

SSi 3X=%+%+2kﬂ' ou XZ?Z'—Z+£+2|(7Z'

Donc o<+ <1 donc __gkgﬁ Donc
36 3 24 36

—0,29<k<12et K eZ Donc k=0 ou k=1

7
Pour k=0 ontrouve X =z
36
Pour k=1 ontrouve  , _ Iz 2z 3z
36 3 36
e Encadrement delef_z”+2kﬁ
1
0£ﬁ+2k7rﬁ7r et kK eZ
12
Donc ogEJrzk <1 Donc _Egkg_i Donc
12 24 24

-0,54<k<0,04 et kK €Z
Donc k n'existe pas

. Donc S[o_ﬂ]={77[.31ﬂ}

3636
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Doncx:7—ﬂ+2k—7r ou x:lg—”+2k7r
3 12
° Encadrementde7—”+2k—”: _7—”+2k—”s;r
3 36 3
et k eZ
7 2k 7

r
3)ona tan(ZX—gj =1 est définie ssi
2x-Z 22 tkr ssi 2x = 2+ Z v kx
5 2 5

ssi 2x¢z—g+k7z SSi X¢7_7Z'+k_7Z' Donc

D=R—{7—ﬂ+k—”;kez}
20 2

V4
or on sait que : tan (Zj =1 Donc

tan (ZX —Zj =tan (ZJ
5 4

Donc 2x—£:£+k7r SSi 2x:1+£+k7r SSi
5 4 4

97 ) 97 krx
2X=—+kzr ssi X=—+—
20 40 2
Encadrement de 9—ﬂ+k—”
40 2
z 9% kr 7 keZ  done
2 40 2 2
—l_i+5£— donc ——S—SE
2 40 2 2 2 40
donc —QSESE donc —QSKSE Donc
4 40 20 20
-1,45<k<0,55 et keZ donc k=0 ou k=-1
Pour k =0 on trouve x1=9—7z
40
9 11rx

Pour kK =—1 ontrouve x

"0 2 a0

Donc g ={_£;9_”}
40 40

2) L’équation : (E): acosx + bsinx + ¢ =0

Si abc = 0 I'équation (E) se raméne a une équation

usuelle.

Soient a et b deux réels non nuls on a ;
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acosx+bsinx=\/a2+b2( a cosx+Lsinxj
2 2
o ) )
donc :1l existe un réel ¢ tel que :
cosp = a et sinp = b
Jaz+h2 Jaz+h2

100




Par suite :
acos x +bsin x = va2+b?(cos ¢ cos x +sin gsin x)

et d’apres la formule d’addition
acos x+bsin x =va2+b2cos(x—¢)

Soit a, b et c trois réels non nuls :
acosx + bsinx + ¢ = 0 & acosx + bsinx = —c

& Jaz+b2cos(x—¢)=-c

ou cosg = et sing =

a b
Jaz+b2 Vaz+h?

C
< cos(x — @) :W

ca revient a I'étude d’une équation usuelle.
Propriété : Soient a et b deux réels tels que :
(a, b) # (0,0) on a pour tout réel x :

acos x+hsin x =+a2+b2cos(x—¢)ou le réel ¢ est

déterminer par : cosg = et sing =

a b
Jaz+b? Jaz+b?
L’équation acosx + bsinx + ¢ = 0 se raméne a :

—C

sk = )= o

Exemplel : cosx-sinx a=1 eth=-1
calculons : Va? +b° = /1’ +(—1)2 =2
cosx—sinx:\/E[\/Ecosx—ﬁsinx]:ﬁ(cosﬁcosx—sinﬁsinxj

2 2 4 4
cosx—sinx:«/ﬁcos(%H)

Exemple2 : Résoudre dans [0;27] I'équation :

\/§cosx+sinx:«/§

Solution : Transformation de : +/3cosx+sinx
b=1et a=43

Donc : VaZ+h? =y\3 +1 =41 =2

«/§cosx+sinx:2 ﬁcosxﬁsinx :2(coszcosx+sinzsinxj
2 2 6 6
«/§cosx+sinx=2005(x—%j
2cos(x—%)=\/§<:>\/§cosx+sinx:\/§
cos| x-Z% =£=cos e 2c0s| x-Z =B
6 2 6 6

<:>X—£=£+2k7r ou X—Z=—£+2k7r
6 6 6 6

<:>x:%+2k7z- OU x=2kz keZ
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Donc: g- {0;1;2”}

3
Exercices2l : Résoudre dans R I'équation :
\/§cos(3x) +5sin(3x)+2=0

IV) LES INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES
1) Rappelles

. . , 1
Exemple :Considérons I'inéquation cosx ZE

, . s . 1
Tout d’abord il faut résoudre I'équation cosx :E
les images des solutions de cette équation sont :

T T , .
M(g) et M'(—g) et on constate que les réels qui

vérifient 'inéquation cosx ZE

sont les abscisse curvilignes des points qui se situent

surl'arc M1M (en rouge sur la figure)

| 5
' /3

=12 B

5m/3

. T
et par suite on peut conclure que Sj-rx = [_E’

T
3 ]
les solutions dans [0,27] sont :
T 5n

S g = O, - U - 27‘[

o2 = [ 3 Jul 3 ]
Exercices22 : Résoudre dans [0,37] I'inéquation :
2cosx + \/5 <0

Exemple : Résoudre dans [0,27[ l'inéquation
. . 1
suivante : sin x> >

. . T

sinle ssi SINX =>sIn—

2 6

donc S :{5,5—”}
6 6

Exemplel: Résoudre dans [0; 27] l'inéquation

suivante : tanx—-1>0

Ona tanx—-1>0 ssi tanx>1

[{e]




r
On sait que : tanz =1 Lesarc MJ et MJ'en rouge

correspond a tous les points M (x) tg X vérifie

tanx—1>0 Donc

Exemple2: Résoudre dans [-7 ; z] Inéquation
suivante : 3tan X—\/g >0
On a 3tan x—\/§20

N

ssi tanx>—
3

Ml’

J3

O it ctan—=—
n sait que 5= 2

Les arc MJ et MJ'en rouge correspond a tous

les points M (X) tq X vérifie 3tan x—-+/3>0 Donc

Exercices23 : 1)Résoudre dans [-7; 7| 'équation :

J3cosx—sinx=1

2)Résoudre dans [-7; 7| 'inéquation :

\/§cosx—sinx21
Solution : Transformation de : \/§cosx+sinx
b=-leta=43

3
Donc : va? +0 = |\3"+(-1)’ =4=2

\/§cosx—sin X= 2(§cosx—%sin x] = 2(cos%cosx—sin%sin xj

«/§cosx—sin X= Zcos(x+%j
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J3cosx—sinx=1c 2cos(x+%j:1

T 7) 1 T
& 2008 X+— :1©cos(x+—j:—:cos —
6 6) 2 3

ox+Z="okz oUu x4+ Z - T okg
6 3 6 3
ox=242kr OU x=—"12kr keZ
6 2
T
e Encadrement de—§+2k7r:
T
—ES—E+2k7r£7r et K eZ

Donc —1£—%+2k <1

Donc —lsks§ et K eZ
4 4

T
X1=_

Donc k=0 on trouve >

e Encadrement de£+ 2k
—r < %Jr 2kr <1

Donc —1£%+2k <1

Donc —ZSZKSE Donc —lgkﬁi
6 6 12 12

Vid
Donc k=0 on trouve —

Donc S, = —Z;Z
[-7.7] 26

2) Résoudre dans [-7;7] l'néquation :

X, =

J3cosx—sinx>12

N |-

\/§cosx—sinx21<:> 2cos[x+%j21<:> cos(x+%j2

Onpose: X =x+% donc cos X 2%

cosX>te Tax<fo Fay B
2 3 3 3 6 3

o-Lox<X
2 6




T
[—ﬂ'.ﬂ'] _E’E
Exercices24 : 1) a)Résoudre dans R I'équations
suivantes : 2sin’® x—9sinx—5=0 et en déduire les

solutions dans [0; 2]

b) résoudre dans [0; 27] I'inéquation suivante :
2sin’> x—9sinx—-5<0

2)Résoudre dans [0; 7] lnéquation suivante :
(2cosx—1)(tanx+1)>0

solution: 1) a)on pose t =sin X
2sin®x—9sinx—5<0 ssi 2t -9t—-5<0

On cherche les racines du trinéme 2t* —9t—5:
Calcul du discriminant : A= (-9)2—4x 2 x (-5) =121

. 9-v121 1
Les racines sont: t, = %2 = 3 et
X

- 9+ \/12_1

2 2x2
Or on sait que —1<sinx <1 donc I'équation sinx =5
n'admet pas de solutions dans R

. 1 .
=5 Donc smx:—E et sinx=5

; 1 . . . T ) T
SinX=—-= ssi sinx=sin| —— | ssi x=——+2kxz ou
2 6 6

X=7z—(—£j+2k7r
6

SSi x:—%+2k7r ou X—7”

+2kzr et K €eZ
Vs 1
SR:{—E'FZkﬂ',?'FZkﬂ'/kGZ}

e Encadrement de —% + 2k :

et K eZ

Donc 0£—%+2k£2

OS—%+2k7zS27z

Donc i <k< E Donc
12 12

0,08<k<102et K €Z

Donc k=1

Pour k =1 on remplace on trouve
V4 117

X1 = —E +27r=——

e Encadrement de %[ + 2k :

et K eZ
Donc 0£%+2k£2

OS%Z+2k7zSZ7z

Donc —1 <k< i Donc
12 12

—05<k<04let K eZ
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Donc k=0 onremplace on trouve X, = %Z
117 7r
oone S0~ 4 E

1) b) 2sin® x—9sinx—-5<0 ssi
Z(Sin x+%)(sin x—-5)<0

Or on sait que —1<sinx<1 donc—-1<sinx<1<5
Donc sinx—5<0
Puisque sinx—5<0 et 2>0 alors

Z(Sin x+%)(sin x—5)<0 ssi sin x+%20

o 1 . . T
SSI SInXZ—E SSI SIN X = SIn —E

L'arc en rouge correspond a tous les points M (X)

|

2) linéquation (2cosx—1)(tanx+1)>0 est définie

g 1
tq X vérifie sinx > -5

o1z [

SR

doncS:{ — 27

dans [0; 7] ssi x¢%+k7z
Donc D=[O;ﬂ]—{%}

) 1 . V.4
2c0SsX—1>0 ssi cosx:E ssi costcosE

tanXx+1>0 ssi tanx>—-1 ssi tan x > tan (37”)

T

| M,(C’:/t

o

b
3

| —

|

I 1]

S (We] P

Jrose-1

tana+l

(Zrose=1)tane+1)

donc S = {O;

48
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Exercice25:
1. Résoudre dans [-r, 7] 'inéquation :
1

<-—

2

sin (3x +£)

2. Résoudre dans [-, 7] 'inéquation :
4cos?x — 2(1 + \/E)cosx + \/ES 0
s . 1
3. Résoudre dans [-m, 7] 'inéquation : +_tan X >0
sin 2x

Exercice26 :

Résoudre dans [—% , 14?”] I'équation sin3x 2%
Exercice27 :: soit Xe R on pose :

A(x) = cos3x —3sin x+3\/§sin(x+%j

1) calculer cos3x en fonction de COS X

. T . .
Et calculer sin (X+Zj en fonction de COS X et SIN X

2) en déduire une écriture simple de  A(X)

3)a)Résoudre dans | =[-7; 7] I'équations: A(X)=

1
2

3)b) Résoudre dans | lnéquations: A(X)S%
Solution : 1)

c0s3X = C0S(2X + X ) = COS X C0S 2X —Sin 2Xsin X

=05 X[ 2¢05% X—1)+5in Xx 205 Xsin X = 2c0s’ X - c0s X — 2c0s Xsin® X
= 205" X—C0s X — 205 X[1-05° X = 2608° X~ COS X — 2¢08 X +2€08% X

= 4¢0s® x—3cos x = cos x[ 4cos® x—3)

N7

sm(x+zj:sm xcosz+cosxsmz (sin x+cosx)

2) A(x)=cos3x—3sin x+3\/§sin(x+%j
=4co0s’ x—3cos X —3sin x+3(sin x+cos x) = 4cos® x
3)a) A(x):£<:>4cossx=1c>cos3x—lzo
2 2 8
1 , 1 1
< | COSX—— || cOS“ X+—=CoSX+— |=0
[cosn= oo Gemmx g

Car: a®-b® :(a—b)(a2+ab+b2)

, 1 1 x2+ix4log
coS x+§cosx+—=0<:> 2 4
X =c0s X

Puisque : A <0 alors cette équation n’admet pas de
solutions dans R donc:
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1 1 T
A(X)== < CoSX == < COSX =C0S
2 2 3

x:—%+2k7r ou x:%+2k7r et K eZ

}

3)b) A(x)< LI (cosx—l)(cos2 x+1cosx+1js 0
2 2 2 4

T

Donc: S, = ;
ndd { 3'3

1 1
Puisque : A<0 alors cos® x+§cosx+z >0

Donc : A(x)s%<:>cosxs%<:>cosx£cos%

-mi/3

- 3
e donc S = 0;z U z,—ﬂ
2 4
Exercice28 : on pose :
. .27 . 3r . 4rn
A =sin—xsin — xsin — xSin —
9 9 9 9
1) monter que : sinﬁxsin“_ﬂzl(l_cosﬁj
9 212 9
2) monter que : 0055_”x5in2_”:1 sin7—”—£
9 2 9 2
3

3) en déduire que : A=

Solution :

Ona: sin axsinb:—%(cos(a+b)—cos(a—b))
1 (571) ( 371)
—Z| cos| = |-cos| -—
2 9 9
T 57[)
C0S = —C0S—
9
2)Ona: cosaxsinb=—%(sin(a+b)—sin(a—b))
z_1

H
3[on’s -]
|

1): sinzxsin4—ﬂ
9 9

. . 4r 1
SIN—XSIN — =—
9 9 2[

1

2

A

5%

. T .
Donc : sin—xsiIn S
9 9

St .
COS—xSI

T .
SIn— =Sl
9

1

2

2
sin7—”—£
9 2

St . 2«¢
Donc : cos—xSin— =
9 9




3
3) déduction ;: A=—2
) déduction 16

.r . 4r . 2Tt .7
A=]| SIn —xSIN — |[xSINn —xSIn —
9 9 9 3

A:1 E—coss—” xsinz—”xﬁ
2\ 2 9 2
Azﬁ(lsin2—77—coss—ﬁsinz—ﬁjzﬁ[lsinz—”—l[sinz—ﬁjj
412 9 9 9 412 9 2 9 2
Azﬁ sin(;z——j—s n7—”+£
8 9 9
3
Azﬁ Sin7—ﬂ—sin7—ﬂ+£ _ 3 bonc: A=—
8 9 9 9 16

Exercice 29: soit : ee}o;%{ tel que : 3sin@+5c0sf=5

1) monter que : 5sin#—-3cosd =3
2) déduire la valeur de : c0s@ et Sing
Solution :1) 3sin@+5c0s8=>5<«>3sin#=5-5c0s6

& 3sinf=5(1-cosf) < 3sin§ =5x Zsinzg
. .0
Car: 1—cos€=23|n25

Donc: 3sin@+5c0s8 =5 <> 3sin@ =10sin Zg

3sinf@+5cosf =5 65in§cos§ =10sin Zg

Car:Sin@= Zsingcosg
2 2

35in6+5c059:5c>6cos§=103in§ car sing;to

) 3
Donc : 35|n¢9+50059:5<3tan§:—
Ztang 1—tan2€
Oronsaitque: gjng = et cosd = 2
l+tan2— 1+tan2€
2 2
S(Ztanzj 3(1—tan22)
Donc: 3sin@+5co0sé = 0 9
l1+tan2— 1+tan2—
2 2
3 9
10x> 3(1—j
3sin@+5c0s6 = 95 - 55 102,
1+—  1+— 34
25 25
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3sin@+5c0s8 =5
5sin@-3cosf =3

trouve: cos @ = E et sin@ = E

10

C’est en forgeant que 1’on devient forgeron » Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

2)on a le systeme: { on le résolvant on

Que I’on devient un mathématicien






