Cours L’ARITHMETIQUE
avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

L’ARITHMETIQUE

[) LA DIVISIBILITE DANS Z

1) Définition et conséquences

1.1 Diviseur d’un entier

Définition : Soient a et b deux entiers relatifs
tels que b # 0 ; on dit que I'entier relatif b divise a
s’il existe un entier relatif k tel que a = kb ;

On écrit : bla.

On dit que a est divisible par b

Exemples :%zcar 12=3x4 et _%2

car —-42=7x(-6) etona:7 ne divise pas 16

Remarques :

e Sil’entier non nul b divise 'entier a alors —b
divise lui aussi.

e 1 divise tous les entiers relatifs

e 0 est divisible par tous les entiers non nuls :
car0=0xb

e Sia est un entier les diviseurs de a constituent
un ensembile fini noté D, :

D, ={b € Z/ b|a}

Exemple :

D, ={-18,-9, -6, -3, -2, -1,1,2,3,6,9,18}

et D, ={1,2,3,6,9,18}

ExerciceOl : 1) Déterminer et dénombrer les
diviseurs naturels de 156

12)Déterminer dans Z tous les diviseurs de -8
Solution01 :1) 156 a 12 diviseurs :
1;2;3;,4;6;12; 13; 26, 39; 52; 78 et 156.

156 et 1 sont appelés diviseurs triviaux, les autres
sont des diviseurs stricts.

2) Dy ={-8,-4,-2,-1,1,2,4,8)

Propriété: aeZ ; beZ ; ceZ

o 1l/a gt -1/a gt ala gt al-a

e bla=|b| <|aq

e a/b=albxc

. al/b=|a|<|b|

e b|l=>be{-1,1}

Déduction :

Si m et n sont deux entiers relatifs tels que :
mn=1alors |m|=1et|n|=1.

1.2 Multiple d’un entier.

Définition : On dit que a est un multiple de b si b
est un diviseur de a
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Remarque : Si b est un entier non nul,

les multiples de b constituent Un ensemble infini
noté bZ

bZ={m €Zl ;m=kbouk€eZ}
Exemple:

3Z={«--,-12,-9, -6, -3,0,3,6,9,12, ...
1.3 Diviseur commun, multiple commun de
deux entiers

Définition :a) Si b|m et b|n on dit que b est un
diviseur commun de m et n

b) Si b|m et b’|m, on dit que m est un multiple
communde b etb'.

Exemples :4 est un diviseur commun de

16 et 12

36 est un multiple commun de 9 et 12.
Propriété : Etant donnés des entiers relatifs non
nuls. On a les propositions suivantes :

ealb et bla= |a| = |b|

ea|b et c|d= ac|bd

eal|b et b|c = alc

ea|b = albc

sametaln=am+n

eametaln=ajm -n

ea|lm et aln = alam + Bn ou «a et B sont des
entiers relatifs quelconques.

ed/b=2a"/b" neN

Exercice02 :

1) acZ etbeZetceZ et xeZ et yeZ

a) montrer que si %b+cet ab+c alors %
b) montrer que si %b+3c et %+C alors %

c) montrer que si %_ yet ab—c alors %b—cy
2) acZ etnelN et %2n+1 et %2n+3
Montrer que %9

3)deZ etacZ et %2+3 et d2n—l

d
Montrer que 43

—}

a
i : Ab c
Solution02 : 1) a) ;y + 3%(b+c)_(2b+c)j%

b+c
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%
1) b) 2b+3c

%+c :%b+3c—2(b+c):%

a
f_y:%x—bym%y—cy:%x—cy
% —c

2) a42n 41 €t %2n+3

a a a
=31 10 18= Hg
= ae{*1];,+19}

3)deZ etacZ et %2

1) c)

d
+3 et 2n-1
d a d d
= n2+3et%2n—1)2:> an? +12%/an? —an+1

=9 an®Y 0= Ya

Exercice03: aeZ et xeZ

%
Montrer que : 172X~ 7_ a
a 29

2X+3

Solution03 : %x—?z a
% 2 A(Sx—?)—5(2x+3)
X+

a a a
Y ox—14-10x-15= Y20 %50
Exercice04 : Montrer que : VneN :

3 divise 4" —1 Solution04 :

Montrons que : VvneN JkeN/4"-1=3k
1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons
4° —-1=0 est un multiple de 3

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit
vraie c’est-a-dire : 3k e N/4" -1=3k donc
4" =3k +1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est
vraie. Montrons alors que :

k' e N/4™ -1=3k' 2?2

4™ _1=4x4" -1
:4><(3k+1)—1:12k+4—1:12k+3:3(4k+1)

avec k' =4k +1Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a :

Vvn e N;4" -1 est divisible par 9

Exercice05 : Quelles sont les valeurs de I'entier
relatif n pour lesquelles : n+2/3n+1

Solution05: n+2/3n+1 et n+2/n+2
n+2/3n+let n+2/3n+6donc
n+2/(3n+6)—(3n+1) doncn+2/5

Les diviseursde 5sont1;-1;5; -5 donc Il faut
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que n+2¢{-1-515} ce quientraine que
ne{-3-7,-13}

On vérifie que que que si ne{-3,-7;,-13} alors
n+2/3n+1 avant de conclure.

Conclusion : les valeurs de I'entier relatif n pour
lesquelles : n+2/3n+1sont:-7;-3;-1;3

Exercice 06 : Quelles sont les valeurs de I'entier
3n+8

relatif n pour lesquelles la fraction 2
n+

Représente un entier relatif ?
Solution06 :Cette fraction aun sens si :n+4=0
soit n#—4

On constate que 3n+8=3(n+4)-4
n+4divise3(n+4) , donc n+4divise 3n+8 si

n+4divise -4.

Les diviseursde -4sontl;-1;2;-2;4; -4.
Il faut que n+4e{-4,-2;,-1,12;4} ce qui
entraine que ne{-8;-6;-5,-3;-2;0}

On vérifie que -4 n'appartient pasa -8 ; -6 ; -5
; -3 ;-2 ; 0 avant de conclure.

Conclusion : la fraction 3n+8
n+4

entier relatif pour les valeurs de I'entier relatif n :
-8;,-6,-5;-3,;-2;0.

Exercice07 : Résoudre dans N? les équations

suivantes :a) X —y* =32 avec X>Y

b) 2xy+2x+y=99

Solution07 :a)x* —y* =32 < (x—y)(x+y) =32
X—y et Xx+Yy sont des diviseurs positif de 32

Et (x—y)+(x+y)=2x estunombre pair

représente un

Donc x—y et X+Yyont la méme parité 32 =2°
On dresse un tableau :

X=y |2 |4
X+y |16 | 8
X 9 |6
y 7 |2

S ={(6:2);(%:7)}
b) 2xy+2x+y=99 < 2xy+y+2x+1-1=99

& y(2x+1)+2x+1=99+1 <= (2x+1)(y+1) =100
Donc : 2x+1 et y+1 sont des diviseurs positif de 100
D.o, = {1 2;4;5;10; 20; 25;50;100}

2x+1 |1 [2 [4 [5 [20]25]50] 100
y+1 |100[50[25(20]5 |4 |2 |1
X 0 2 12

y 99 10 3

S ={(0:99);(2;19);(12;3)}

N




2) La division euclidienne

2.1 La division euclidienne dans M.
Propriété : Considérons a et b deux entiers
naturels tels que b # 0 ; ils existent deux entiers
naturelsgetrtelsquea=bg+rou0<r<b
e L’entier a s'appelle : Le divisé

e L’entier b s’appelle : Le diviseur

e L’entier g s’appelle : Le quotient

e L’entier r S'appelle : Le reste

Remarque : Sir est le reste de la division
euclidienne par b alors : r € {0,1, ..., b — 1}.
Exemplel :

la division euclidienne de 75 par 8 donne :
75=9%x6+3 car0<3<8

la division euclidienne de 126 par 7 donne :
126=18x7+0 car0<s0<7

la division euclidienne de 85 par 112

donne : 85=0x112+85 car 0 <85 <112
Exemple2 : Un entier naturel n peut s’écrire de
'une des facons suivantes
n=5koun=5k+1oun=5k+2
oun=5k+3o0un=5k+4 avec keN
Exercice 08 : déterminer le nombre entier
naturel n Tel que le quotient de la division
euclidienne de n par 25 est P et le reste

est p’(peN)
Solution08: neN :N=25p+ p* et 0< p2<25
donc 0< p=<5
=0 =1 =2 =3 =4
Donc : P oup ouIO oup ouIO
n=0 n=26 n=>54 n==84 n=116
Donc : ne{0;26;54; 84;116}

Exercice 09: N et a et b des entiers naturels
Démontrer que si gest le quotient de la division

euclidienne de n par aet q'est le quotient de g
par b Alors q' est aussi le quotient de N

par ab
Solution09 : soit I' le reste de la division

euclidienne de n par a et I’ le reste de la
division euclidienne de q par b on a donc:

n=ag+r et 0<r<a-1 etona: q=bq +r'
et 0<r'<b-1 donc on déduit que :
n=a(bq' +r')+r=abq +ar'+r

Et puisque : 0<r'<b-let 0<r<a-1alors:
ar'+r<ab-1donc n=abq +ar'+r
O<ar'+r<b-1 conclusion: q' estaussi le
quotient de N parab
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2.2 Ladivision euclidienne dans Z
Propriété : Considérons a et b deux entiers
relatifs tels que b # 0 ; ils existent un entiers
relatif g et un entier naturel r
Telsque:a=bg+rou0=<r<|b|

Exemplel :1)la division euclidienne de 37 par -
11 donne : 37 =(-11)x(-3)+4 car0<4 < 11
2)a division euclidienne de -37 par 11

donne : -37 =11x(—4)+7 car0<7 < 11

3) | a division euclidienne de -37 par -11
donne : —37=(-11)x4+7 car0<7 < 11

ExercicelO: beN" et aeZ
si (est le quotient de la division euclidienne de

a—1 par b déterminer le quotient de la division

euclidienne de ab’ -1 par b®
Solution10 : soit I' le reste de la division

euclidienne de a—1 par b donc:
a-1=bg+ret0<r<b

Donc : ab’ —b® =b"q+rb’

Donc : ab’ —1=b"q+rb’ +b° -1

Donc : ab’ -1=b"q+(r +1)b° -1

On montre que : 0<(r+1)b°—1<b™ 2?72
Ona: 0<r<b donc 0<r+1<b

donc 0<(r+1)b° <b® donc 0<(r+1)b°~1<b® -1
donc 0<(r+1)b?-1<b"®

conclusion : ( est aussi le quotient de la

division euclidienne de ab’ -1 par b"

) LES NOMBRES PREMIERS
1) Définition et propriétés
Définitions : a) On dit que I'entier d est un
diviseur effectif de I'entier relatif a
Sidlaet|d| #1et]|d|#|qa|
b) On dit qu’un entier relatif non nul p est
premier s’il est différent de 1 et s’il n"admet pas
de diviseurs effectifs.
Remarques :
e Un nombre premier p admet exactement deux
diviseurs positifs 1 et |p|.
e Sip est un nombre premier positif alors p
n'admet pas de diviseurs effectifs de méme

- p n"admet pas de diviseurs effectif d’ou :

- -p est aussi premier ;
e Pour I'étude des nombres premiers on se
contente d’étudier les nombres premiers positifs.
Propriété : Soit @ un entier naturel non nul
différent de 1 et non premier, le plus petit

1w




diviseur de a difféerent de 1 est un nombre
premier

Exemplel : Les nombres -3 et -7 et 23 sont
premiers.

2) Détermination d’un nombre premier
Propriété :Soit n un entier naturel non nul,
difféerent de 1 et non premier, il existe un nombre
premier p qui divise I'entier n et qui verifie
p><n.

Remarque : Cette propriété nous permet de
déterminer si un nombre est premier ou non.
Corolaire :Si un entier n n’est divisible par

aucun entier premier p et qui vérifie p*> <nalors

n est premier.
Exercice: 1) Les nombres suivants sont—ils

premiers :499 ; 601 ; 703 ; 2003 ; 2n°+3n neN
Théoreme : L’ensemble des nombres premiers
est infini.

[I) PLUS GRAND DIVISEUR COMMUN,
PLUS PETIT MULTIPLE COMMUN.

1) Plus grand diviseurs commun

1.1 Définition et propriété

Définition :On dit que le nombre d est le plus
grand diviseur commun de deux entiers relatifs
a et b lorsque d divise a et d divise b et qu’il n'y a
pas d’autre plus grands diviseurs de ces deux
nombres.

Onnote d = PGDC (a,b)=a Ab

Exemple :

-48 A 36 =12

Propriétés :1) a A a = |a|
(aAb)Ac=aA(bAc)

4) Si bla alors a A b = |b]

5)si d|a et d|b alors d| (a A b)
Exercicell : montrer que VaeZ an(a+1)=1

2)1Aa=1

Solution11: onpose d=an(a+1)

= %et%+1:> %: d=1

Exercicel2 : neN On considére les deux
nombres: A=n*+3 et B=n+2
1) montrer que AAB=(n+2)A7

2

2) déterminer 'entier naturel n tel que : i +23€N
n+

Solution12 :1)on posed =AAB et d'=(n+2)a7

Ona: d=AAB
d d d d
= detdf = A2+3et4+2
et %+2 on utilisant la division

:%2+3

euclidienne : on trouve : n? +3=(n+2)(n—2)+7
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n?+3— n+2)(n 2) 7

:/+3 n+2)(n-2)

:%et %+2 = (n+2)/\7

Inversement : On a: d':(n+2)/\7

dl dl d! dl
= A+2et ﬁ: %n+2)(n—2)et ﬁ

d’ dl d! [
= Ylns2)n-2)+78t V7= Ve g
donc: d/A/\B donc d%
donc %,et d% etdeN et d eN donc
donc d=d" donc: AAB=(n+2)A7

n’+3

2) n+2GN n+2

. 2 . 2
Donc : n+/AAB Donc : ”+%n+2)/\7

Donc : n+% or 7 est premier donc :

d
=y

N+ etetona: N+2
AZ+3 '

Il faut que n+2e{L7} ce quientraine que n=5

Définition : On dit que deux entier relatifs a et b
sont premiers entre eux sia A b = 1.

Exemple :21 et 10 sont premiers entre eux.
Exercice 13: acZ etbeZ etceZ etdeZ
tels que : a=hc+d

1) montrer que anb=bad

2) En déduire que : anb=b(a-bc)
Solution13:1)on pose A, =aAb et A,=bad

.A/ A/ A/ A/
Ona: 1aet 1b donc 1aet 1bc donc
A A/
1a be donc 1d

A A, A A
donc /et /donc b A ddonc %
inversement On a : A/et A/ donc A/et
A/ A A/

donc 72 he+d donc 2a
donc A/et A/ donc A/ donc A,

b A,
On adonc: % et % et A,eN etA,eN
2 1

donc A, =A,

donc: anb=bad

2)ona: a=hc+(a-bc) sionprend: d=a—hcet
d'aprés 1) on aura: arb=bad=bna(a—bc)

I~




Exerciceld : aeN On considére les deux
nombres : A=35a+57 et B=45a+76
montrer que AAB=1ou AAB=19
Solution14 :1)on pose d =AAB

d/ et d/ _ d d

= Yaet %5 = Yisars7¢ Yasa 76
d d

= A(35a+57)et ﬁ(45a+76)

d d
= Y4150+ 5130 Y3150 4 532
= %9 or 19 est premier donc :

Il faut que d {119} ce qui entraine que :

AArB=1ou AAB=19

1.2 L’algorithme d’Euclide.

Théoréme : Soit a un entier naturel et b un entier
naturelnonnulona:a=bq +r
OQulO<sr<bona:aAb=bAr

L’algorithme d’Euclide.

Propriété :Soient a et b deux entier naturels non
nuls.Le plus grand diviseur commun de a et b est
le dernier reste non nul dans les divisions
euclidiennes successives.

Application :

1- Trouver le PGDC (362154, 82350).

2- Déterminer tous les diviseurs communs de
362154 et 82350.

Propriété :Soient a et b deux entier relatifs non
nuls

Les diviseurs communs de a et b sont les
diviseurs de a A b.

On peut dire que : D, "D, =D, ,
Exercice : Montrerque: VneN" ona:
1) na(n+1)=1 2) na(2n+1)=1

3) (2n+1)A(3n+1)=1

2) Le plus petit multiple commun.

Définition et propriété

Définition : On dit que le nombre entier naturel
m est le plus petit multiple commun de deux
entiers relatifs a et b lorsque

m est un multiple de a et de b et qu’il N’y a pas
d’autre plus petit multiple non nuls de ces deux
nombres. On note : m = PPCM(a, b)=aV b
Exemple :-48 A 36 = 144

Propriétés :
l)ava=|al 2)avb=bVa
3)avl=|al 4)SiblaalorsaVvb=]q

5av((bvc)=(avb)Vvc

6) al(a vV b) ; b|(a V b) et (aV b)|lab

Propriété : Considérons a et b deux entiers relatifs.
SiaVv b=met M un multiple commun de a et b
alors m|M.

Prof/ATMANI NAJIB

Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

Indications pour preuve :

Poser M = gm + r on a: a|m, a|M conclure.
De méme pour b et si r # 0 aboutir a une
contradiction.

IV) LA CONGRUENCE MODULO 72

1) Définition et propriétés.

Activité : Quelle relation y a-t-il entre ces
nombres -11, 15, 67, 28, 132 et 13.

Définition : Soient a et b deux entiers relatifs ; et
n un entier naturel non nul. On dit que : a est
congrue a b modulo n si n|(b — a).

On écrit: a = b [n]

Exemples :122 =27 [5] 34 = 13 [7]

Propriété :Si a = b [n] alors a et b ont le méme
reste de la division euclidienne sur n

Propriété fondamentale :

1) (Va € Z)(a = a [n]) on dit que la relation de
congruence est réflexive.

2) (V(a, b) € Z*)a=b[n] = b=a[n]): on dit
que la relation de congruence est symétrique.
3) (V(a, b, ¢) € Z°)
(a=b[n]eth=c[n]=a=cln]):onditquela
relation de congruence est transitive.
Définition : Puisque la relation est de
congruence est réflexive, symétrique et transitive
on dit que la relation de congruence est une
relation d’équivalence

2) Compatibilite de la relation d’équivalence
avec l’addition et la multiplication dans Z.
Propriété et définition :Soit n un entier naturel
nonnul. Sia=b[n]etc=d[n]alors:

1) a+c=b+d[n]; Ondit que la relation de
congruence est compatible avec I'addition
dans Z

2) ac = bd [n] ; On dit que la relation de
congruence est compatible avec la multiplication
dans Z

Corolaire :Si a = b [n] alors pour tout k dans N

ona: a‘=b"[n]

Remarque :La réciproque du corolaire n’est pas
vraie : 2* =3'[5] mais 2 3 [5]

Exercicel5: aecN etbeN Sil7 estle reste
de la division euclidienne de a par 19

Et Si 15 est le reste de la division euclidienne de

b par 19 Déterminer le reste de la division
euclidienne des nombres suivants par 19 :

1) a+b 2) a®+b*>  3) 2a-5b
Solution15: 1)Ona: a=17[19] et b=15[19]
donc :a+b=17+15[19] < a+b =13[19]

Par suite : le reste dans la division du nombre
a+bPar19est: 13

[&)]




2)a=17[19]=a’ =17°[19] = a* = 4[19]

b=15 [19] =b* =15 [19] =b*=16 [19]

Donc :a* +b* =4+16[19] < a® +b* =1[19]

Par suite : le reste dans la division du nombre
a’+b*Par19est:1

3) a 517[19] = 2a=2x17 [19] = 2a 515[19] (1)
b =15[19] = 5b =5x15[19] = 5b =18[19]

Donc : 5b =-1[19]= -5b =1[19](2)

De (1) et (2) on déduit que :

2a-5b 515+1[19] =2a-5b 516[19]

Par suite : le reste dans la division du nombre
2a—5bPar 19 est: 16

Exercicel6 : 1)Déterminer et discuter suivants
les valeurs de I'entier naturel n le reste de la

division par 10 du nombres 3"

2)en déduire le chiffre des unités du nombres
2019°%

3)Déterminer les valeurs de I'entier naturel n
tél que : 3" +5n+2=0[10]

Solution16 :1) 3" =r[10] et r{0,1,2;3,4;5;6;7;8,9}
Ona: 3° =1[10] et 3"'=3[10] et 3* =9[10]

et 3’ =7[10] et 3*=1[10]

Si neN alors : n=4k+r avec r€{0;1;2;3}
Ona: 3'=110] donc: (3“)k =1[10]

donc : 3* =1[10] et 3*** =3[10] et 3*** =9[7]
et 3 =7[10]

2) le chiffre des unités du nombres 201 est
le reste dans la division du nombre 2019%*°* Par 10
cad : on chercher tel que : 2019 =r[10] ??

On a: 2019=2010+9 donc : 2019=9[10]

donc : 2019”® =¢*®[10] donc : 2019 =3*°[10]

or: 4040=4x1010=4xk
donc : 2019%% = 3% [10] donc : 2019%% = 1[10]

92020

92020

le chiffre des unités du nombres 201 estl

Autre méthode : 2019=9(10]
donc :2019 = -1[10] donc : 2019** =1[10]
3)On Dresse une table comme suite :

n 4k 4k+1 | 4k+2 | 4k+3
3" = 1[10] = 3[10] =9 [10] =7 [10]
5n =0[10] | =5[10] | =0[10] | =5[10]
3"+5n+2 | = 3[10] = 0[10] = 1[10] = 4[10]
donc :3"+5n+2=0[10] < n=3k+1 avec keN

Prof/ATMANI NAJIB
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Exercicel? : 1)montrer que Vne N”
(n+2)"* -2"2(n+1)=0[n?]

77

2) montrer que: 77 =3[10]

K nk2™%* ponc :

n+2

Solution17 :1)ona: (n+2)"” =nic
k=0

n+2

2n+2 + Cl 2n+1 + ZCer 2|’1+27k

n+2

(n+2)"*=CZ,n

n+2

n+2
(n+2)"* =22 4(n+2)n2"™ + > Ck k2"
k=2
n+2

Donc : (n+2)"" =2"*(2+n”+2n)+ nZZCnﬁanZ”’k

(n+2)"* =2"*(2+2n)+ 2”+1n2+nZZC n* 2"

n+2

n+2
(n+2)"" =2"2(1+n)= (2”%2%2 2”)

ona: [2n+1+nz+zlcn+2 2n k] [nZ]

donc : (n+2)"*-2"2(n+1)=0[n?]

2)ona: 7=7[10]et 7° =-1[10] donc 7*=1[10]
Donc : 7* =1[10] et 7*** =7[10]et 7*** =9[10]
74k+3 [10]

On aussi: 7=3[4] et 72=1[4]

Donc 7% =1[4] et 7% =3[4]

or: 7" =1[2](car impair)

Donc: 7" =3[10]
Exercice 18 : 1) Déterminer le reste de la

division euclidienne de 45872%* par 9
2) Déterminer le reste de la division euclidienne

de 25614%" par 13
3) Montrer que pour tout n entier naturel :

3*" + 2" est divisible par 7
4) Montrer que pour tout N entier naturel,

5n° +n est divisible par 6
5) Montrer que si N n’est pas un multiple de 7,

alors : N° -1 est un multiple de 7

6 Montrer que pour tout entier naturel, le nombre
n(n2 +5) est divisible par 6

Exercicel9:
deux nombres : a=9x+4y
1)montrer que XAy=anab
2) neN onpose: a=n2+5n+13et b=n+3

xe N" et y e N"On considére les
et b=2x+y

[o)]




a)montrer que anb=bA7
b)en déduire les valeurs possibles aAb=d

c)montrer que : n=4[7] < aab=7

d)en déduire les valeurs de neN tel que :
anb=1
Solution19 :1)on pose d =XAYy et d'=aab

montrons que : d =d’
d=xAy donc: = %et % = %et %

Car il divise toute combinaison de xet y

3%Ab :(V'

Inversement :

d'=anab :>d%et d% =

:(y9x+4y -
d/ et% X/\y

=%
ce qui entraine: d=d’
2) neN on pose : a=n?+5n+13et b=n+3
a) montrons que anb=bA7 ?
la division euclidienne de n2+5n+13 par n+3

donne : n2+5n+13=(n+3)(n+2)+7
Donc: a=b(n+2)+7<a-b(n+2)=7

onpose d'=bA7 etd=anb
montrons que : d =d’

d=asrb= %et %:> %—b(n+2)et %

= ‘Vet‘yz %A7:> ‘y,

d'=bA7= d/et d/ / b(n+2)+ ,b
= Vet =9 =%

ce qui entraine: d =d’
b) les valeurs possibles aAb=
ona: anb=ba7=d

donc : ‘% donc:d=1loud=7

c)montrons que : n=4[7]<>anb=7
nz4[7]<3n+350[7]<:>%+3<:>%<:>b/\7:7<:>b/\a:7
d) les valeurs de neN tel que :anb=1 ??
aAb=1<n n’est pas congrue a 0 modulo 4
n=0[7] ou n=1[7] ou n=2[7] ou n=3[7] ou n=5[7|
ou n=6[7]

3) Les classes d’équivalences.
3.1 Définition et propriété :

d’ d’
Ax+4yet 2X+Yy

dl
4(2x+ y)et /(2x+ y)-2(9x+4y)

d ??
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Activité : Déterminer 'ensemble des entiers
relatifs qui admettent 2 pour reste de la division
par 7.

Définition : Soit n un entier naturel non nul.
L’ensemble des entiers relatifs qui ont le méme
reste r de la division euclidienne par N s’appelle

la classe d’équivalence de I' etse note : I' =
meZlIm=rnl}={nk+roukelZ}
Exemple : Pour n = 7 les restes possibles sont
les éléments de I'ensemble :{0,1,2,3,4,5,6}
Donc on peut définir les classes d’équivalences
suivantes :

O={meZ/m=0I[7]}
l={meZ/m=1[7]et..
6={meZ/m=6I[7]

on remarquer que 6: ?

Les classes d’équivalences modulo 7
constituent :un ensemble noté :

Généralisation : Z/NnZ = {0;1;§;§;...;n——1}

3.2 Les opérations sur Z/NnZ
Définition : Soit n un entier naturel non nul.

On définit dans Z/ nZ les deux lois :

1) L’addition : On pose a+b=a+b

2) La multiplication : On pose : axb=axb
Exemple :Dans Z/67 : 3x4=0 et5+4=3
Exercice20: Résoudre les équations

suivantes dans %Z 1) 2x=3 2) x2+3x=0
3) 2013x* +2x =k
Solution20: On a: ZAZ:{O;1;2;3}
1)On Dresse une table comme suite :
x [o]i2]3
2x|0[2]0]2
Et en utilisant cette une table on déduit que
Cette équation n’admet pas de solutions
Donc: S=J
1)On Dresse une table comme suite :

X 0111213
x? 0l11]011
3x 01321
X’+3x |00 |22
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Et en utilisant cette une table on déduit que :
0 et 1 sont solutions de I'équation
Donc: S = {(_);i}

I~




2) 2013 +2x =k =1 +2x =k < x* +2x =k
Car: 2013=503x4+1
On Dresse une table comme suite :

X 011 1(2]3
x° 0[1 /0|3
2X 02|02
X*+2x |03 ]0 1
Sikzﬁ:sz{ﬁ;é} Si k=1 sz{é}
Sik=2:S=0 &E:é:sz{i}

2
Exercice2l : Résoudre dans (%Z) 'équations

suivants :  x+3y =1
Solution21 :on Dresse une table des opérations

de

NI ol ol
RN P ol Wi
ROl Wl N

Ol I NI NI NI

Allwi|NI|FPHol|ol

AllwI|NI| POl

s={(02) 5] (23 (30 (33) 23)
Exercice22 : Résoudre dans (%Z ’ les

. , 3x+2y=1
systéme suivants : <_  _~  _
2Xx+4y =3
Solution22 :
{§x+§y:i (§+§)x+(§+z_1)y:§+i
_ ey
2X+4y=3  |2x+4y=3

y=14 x=1
T _
2X+4y =3 y=4

Exercice: 1) Dresser les tables des opérations
de ZI7%Z

2) Résoudre dans Z/ 77.les équations :

a) 2x—1=0 b) 4x+1=x+3

c) 5x% +3x+1=0

Propriété : Sip est premier alors

dans Z/ pZ ona:

(axb =0=a=00ub =0)

Preuve : Aprés la décomposition.

donc S = {(i; 4_1)}

Prof/ATMANI NAJIB

Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

IV) DECOMPOSITION D’UN ENTIER EN

FACTEURS DES NOMBRES PREMIERS
1) Définition et propriétés

Activité : Décomposer en produit de facteurs
premiers le nombre : 24816

Théoreme :

a)Chaque entier naturel m non nul s’écrit d’une
facon unique comme le produit des facteurs
premiers comme sulite :

k=n
o (07 o a, (04
m:pllxpz2><p33><...><pnﬂzl_[pkk
k=1

b) Chaque entier relatif m non nul s’écrit d’'une
facon uniqgue comme le produit des facteurs
premiers

comme suite :

k=n
o a a a, _ a
M=gP, " X P, " X Py XX P, _l_lpkk

k=1
ou ¢ € {-1,1}
Propriété 1:Soit a un entier relatif dont la
décomposition est de la forme :

k=n
a a a a, _ a
a=&P " X Pyt X Py XX Py —I | Py
k=1

un entier d non nul divise I'entier a si et
seulement si d & une décomposition de la forme

k=n
_ B i B _ B N
d_gplﬂixpz 2X P XX P, _Hpk “ &n ol
k=1

(Vie[1,n] )0s B < &)

on un diviseur de a le nombre des valeurs
possibles de di est ai + 1

On en déduit que :

Propriété 2 :

k=n
a a a o, (04
aA=¢&P, X P, X Pyt XX Py _Hpk k
k=1

est un entier, le nombre des diviseurs de a
est: 2(a +1)(et, +1)...( e, +1)

Exercice :

1- Décomposer le nombre 2975 en facteurs des
nombres premiers

2- Déterminer le nombre des diviseurs de 2975.
3- Déterminer tous les diviseurs positifs de 2975.
Propriété 3 :Soit a un entier relatif dont la
décomposition est de la forme :

k=n
a a % a, _ Q
a=ep™x P, x s x..xp, " =] ] p*

k=1

100




un entier m est un multiple de a si et seulement

k=n
: _ P B B _ B
sim=¢gp x p/2xp/x..xp=]]p"
k=1

ou (Vi € [1,n] )( @ < B;)

2) Application de la décomposition.
Propriété : Soient a et b deux entiers naturels
1) Le plus grand entier n qui vérifie :
n<aetn<bestinf(a, b)

2) Le plus petit entier n qui vérifie :
n=aetnz=bestsup (a, b)
Exemple:a=7eth=10

Le plus grand des entiers n tel que :
n<7etn<10est: 7=inf(10,7)
Le plus petit des entiers n tel que :
n=7etn =10 est 10 = sup (10,7)
2.1Le P.G.C.D de deux nombres.

k=n k=n

Soient & = H P =1ethb= H P deux
k=1 k=1

entiers ;le P. G. D. C (a, b) est I'entier

k=n . .
anb=]]p """
k=1

Remarque : Soient a et b deux entiers relatifs
ona: anb=[aAlb|

Exemple : Déterminer :(—5664) A (-984) et

324 A(—144)

Exercice:

1- Décomposer les nombres 362154 et 82350 en
produit des facteurs premiers

2- Déterminer le P.G.C.D de 362154 et 82350

3- Déterminer tous les diviseurs communs de
362154 et 82350

2.2 Le P.P.C.M de deux nombres.

k=n k=n
Soient &= H P =1etb= H P deux
k=1 k=1
entiers ; le ppmc (a, b) est I'entier
k=n
avb= pksup(ak;ﬁk)
Exemple :déterminer : d :(—8316)/\1080 et

m=_8316v1080
Solution : la décomposition des nombres 8316 et
1080 en produit des facteurs premiers

Donnent : 8316 =2*x 3P x7x11 et
1080 = 2°x3* x5

d =8316 21080 = 2° x3* =108 et
m=831611080 = 2° x3* x5x 7x11=11880

Prof/ATMANI NAJIB
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2.3 Applications de la déecomposition.
Propriété : Soient a et b deux entiers relatifs non
nuls, on a les assertions suivantes :

1) (a A b) x (aV b) =|ab|

2)caV cb=c(aVb)

3)canch=clanb

Exemple :si 2=anab et -12=axb
déterminer: avb

Solution : onaa A b) x (aV b) = |ab|

donc :avb:|a><b|/aAb=|—12|/2:6
Exercice23: a=(25”—1)(36” ~1) et b=(5"-1)(6"-1)

Calculerles avb (neN)

Solution23:
a= ((5 ) —l)((G” i —1) ~(5"-1)(5" +1)(6"~1)(6" +1)
a:b(5"+1)(6” +1) donc : % donc: avb=a

V) Exercices avec solutions
Exercice24: N et a et b des entiers naturels
Démontrer que si g est le quotient de la division

euclidienne de n par aet g’ est le quotient de q

par b Alors q' est aussi le quotient de N parab
Solution : soit I' le reste de la division

euclidienne de n par a et I' le reste de la
division euclidienne de q par b on a donc:

n=aq+r et0<r<a-1 etona: q=bq'+r’ et
0<r'<b-1 donc on déduit que :

n=a(bg +r')+r=abq +ar'+r

Et puisque : 0<r'<b-let0<r<a-1alors:
ar'+r<ab-1donc n=abq'+ar'+r
O0<ar'+r<b-1 conclusion: q' estaussi le

quotient de N parab
Exercice25: Déterminer le reste de la division

euclidienne de 19% x23* par 7
Solution25 :on a 19=5[7] donc 19 =4[7]

donc : 19* =2[7] donc 19% =2"[7]

Etona 23=2[7] donc 23" =2"[7] donc
23" x19% =28 x 2"[7]

donc 23*x19% =2%[7] donc

23%x19% =(2°)"[7] donc 23" x19% =8°[7]
et puisque : 8=1[7] donc 23*x19% =1[7]
conclusion :1lest le reste de la division
euclidienne de 19% x23* par 7

[{e]




Exercice26: neN on pose U, =4" -3n—-1
1)montrer que VneN U, ., =4U_ +9n

2) En déduire que YneN 9divise4" —3n—1
Solution26 :1)ona U, =4""-3(n+1)-1
donc U, , =4x4"-3n-3-1

et puisque : U, =4"-3n—-1 donc:

4" =U_+3n+1donc: U, =4U +9n

2) notons P(n) La proposition suivante : « 9
diviseU, » .Nous allons démontrer par

récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N.
1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons

U, =4°-3x0-1=0 donc 9 divise 0 .

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence
. Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : « 9
diviseU, »

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est
vraie.

Montrons alors que : « 9 diviseU ,, » ??
c’est-a-dire Montrons que U,,, =0[9] ??

On a d’aprés I'hypothése de récurrence: « 9
diviseU, » donc U, =0[9] donc 4U =0[9]
Etona: 9n,=0[9] donc U, +9n, =0[9] donc

Un+l = 0[9]

Conclusion : YneN 9divise4" —3n-1
Exercice27: 1)Résoudre dans %Z I’équation:
4x—-3=0
2
2) Résoudre dans (%Z) le systeme suivant :
X+2y=1
2X+4y =3

3)Résoudre dans %Z I’équation: X2 —x—2=0

Solution27 :1)on Dresse une table des

Comme suite :

X 01234
Ax 014|321
4x-312111]101|4]3

Prof/ATMANI NAJIB
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Et on utilisons cette une table on déduit que 2 est
la seul solution de I’équation

Donc: S = {E} -
2):{§x+§y:i_@{(_§+§_)x+_(§+1)y:§+i
2X+4y=3  |2x+4y=3

y=4 x=1
B _
2X+4y =3 y=4

3)on Dresse une table des opérations de

Comme suite :

X 0112|314
x? 0111441
XX-x—2 1313|0410

Et on utilisons cette une table on déduit que 2 et
4 sont les solutions de I’équation

Donc: S = {E;Z}

Exercice28: neZ on pose @, =n*—n2+16
1)montrer que N> —=3n+4 et n°+3n+4 sont
des nombres paires

2) En déduire que «, n’est pas un nombre
premier

Solution28 :1)soit neZ

n*-3n+4=n?-n[2] donc
n*-3n+4=n(n-1)[2]

Or n(n—l) est le produit de deux nombres
consécutifs donc paire

donc n(n—1)=0[2] doncn® —3n+4=0[2]
donc N> —~3n+4 estun nombre paire
etona: n’+3n+4=n”+n[2] donc
n*+3n+4=n(n+1)[2]

Or n(n+1)est le produit de deux nombres
consécutifs donc paire

donc n(n+1)=0[2] doncn®+3n+4=0[2]
donc n*+3n+4
2)

a,=n"-n2+16 =(n?+4)2-9n2=(n2-3n+4)(n?+3n+4)

Et puisque N° —3n+4 et n°+3n+4 sontdes
nombres paire

alors: N =3n+4=letn*+3n+4=1
donc &, n’est pas un nombre premier

est un nombre paire




Exercice29: acZ etbeZetceZ et d eZ tels
que: a=bc+d

1) montrer que aAnb=bAad

2) En déduire que : anb=bA(a—bc)

Solution29 :1)on pose A, =ansb et A,=bad
Ona: A/et A/ donc A/etA/ donc
A
2 —be donc %

A/ A/ A/ A
donc 1d et 1b donc 1b/\d donc %z
inversementOn a : A% et A% donc A% et
Yo done g VA
Z2q . donc 2C ddonc 2a

A, A
donc /et /donc % bdonc %
Onadonc: /et /etA eNetA,eN
1

donc A, =A,
donc: anb=bAad
2)ona: a=bc+(a—bc) sionprend: d=a—bcet

d’aprés 1) onaura: aanb=bad =ba(a-bc)
Exercice30: ae N’ etbeN" et a>3 et a est
2 ~1)A(2° +1)

1) a)ymontrer que 2% =1[d]

b)montrer que 2 =-1[d]

2) En déduire que : d €{1;2}

3)montrer que d =1
Solution31 :1) a)montrons que 2% =1[d]

Ona:d =(2a —1)/\(2b +1)

Doncil existent: « e N* et e N tels que :
2 —1=da et 2°+1=dp donc:

2% =(2*) =(da+1)

Etona: da+1=1[d] Donc(doz+1)b =1[d]
Par suite : 2% =1[d]

1) a)montrons que 2% =-1[d]

ona: 2*=(2") =(dg-1)

Etona: df-11=-1[d] Donc(d,B—l)a E(—l)a [d]
et puisque a est impairona (dg-1)° =-1]d]
Par suite : 2% =-1[d]

2) de{1;2} ???

impair On pose : d :(
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ona: 2*=1[d]et 2 =-1[d] donc 0=2[d]
donc % etona d e N donc d €{1;2}

3)montrons que d =1

Ona: 2°—1et 2° —1 sont impairs donc d est impair
Et puisque d €{1;2} donc d =1

Exercice32:

1)a) montrer que : 2**" =2"[5] V(k;r)eN?

b)Déterminer et discuter suivants les valeurs de
I'entier naturel n le reste de la division par 5 du

nombres 2"
2)montrer que %74’”2 137 1.3 VpeN*

3)montrer que %2006 06 206 o006
Solution33: 1) a)on a : 2" =1[5] donc
(2“)k =1[5] donc2* =1[5] donc2* x2" =2"[5]
Donc 2**" =2"[5] V(k;r) e N?

b) 2" =r[5] et r €{0;1;2;3;4}

Si neN alors : n=4k+r avec r €{0;1,2;3}
donc : 2% =1[5] et 2 =2[5] et 2“** = 4[5]
et 29 =3[5]

2)montrons que %74‘”2 L33, q VpeN" ?
ona :17=2[5] donc: 17%P"* =2°P"*[5]
32403 = 2*"3[5] 17472 = 4[5]

ona :32=2[5] donc: 327" =2"""[5]
327* =3[5] donc 32" = 2[5]

donc 1772 +327** +3=4+3+3[5]

donc 17472 +:324%3 1.3 =0[5]

5 *
donc 474p+2 130403 3 VpeN
3)
ona :1=1[5] et 2=2[5] et 3=-2[5] et 4=-1[5|

12006 E12006 [5] et 22006 = 22006 [5] et
32006 - ( )2006 [5] 42006 = (_1)2006 [5]

d onc: 12006 + 22006 + 32006 + 42006 = 2 + 2 % 22006 [5]
12006 + 22006 +32006 + 42006 =24 22007 [5]

Or : 2007 =4x501+3 donc : 2 =3[5]
Dong : 1°% 4 2% 4 3% 4 4% = 31 3[5]=0[5]

donc :

donc :
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Exercice34 : déterminer le chiffre des unités
des nombres suivants : 1)2019%%™" 2) 1987°%™
Solution34 :1) on a : 2019 =-1[10]donc
20192 = (~1)" [10] et puisque 2020%%

Est paire donc : 20197%™ =1[10]

le chiffre des unités est 1

2) on a : 1987 =7[10]donc 1987 =9[10]

Et 1987° =3[10] et 1987* =1[10]

Donc : 1987* =1[10]et 1987*** =7[10] et
1987*? =9[10] et 1987%** =3[10]

1991 = 7[ 4]

1991=3[4] et 19912 =1[4]

ona :1983=1[2] donc : 1991"** =3[4]

donc : 1987 =3[10]

Le chiffre des unités est 3

Exercice35 : soit N =dcba un entier naturel
montrer que : N =a—b+c—d[11]
Solu@BS ona :

N =dcba =a+bx10+cx10? +d x10°

etona: 10=-1[11]et 10?=1[11] et 10° =—1[11]
Donc: N=a-b+c—d[11]

Exercice36 :

1)En utilisant I'algorithme d’Euclide calculer :
67239

2) en déduire deux nombres relatifs u et v tel
que : 3u+67v=1

Solution36 :1)

(1) 67=1x39+[28] (2) 39=1x28+[11]
(3) 28=2x11+[6]  (4) 11=1x6+[5]
(5) 6=1x5+]1] (6) 5=1x5+|0]

Donc : 67 A39=1 c’est le dernier reste non nul
dans l'algorithme d’Euclide

2) (5) 6=1x5+[1] = 6-1x5=[1]
= 6-1x(11-1x6) =[] = 2x6-1x11=[1]
— 2x(28-2x11)-1x11=[1] = 2x28-5x11=]1]
= 2x28-5x(39-1x28) =[1] = 7x28-5x39 =]

= 7x(67-1x39)-5x39=[1] = |7x67-12x39 =1

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que ’on devient un mathématicien
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