Cours L’ARITHMETIQUE

PROF : ATMANI NAJIB

2BAC SM BIOF

Avec Exercices de rappels et d’applications et de réflexions avec solutions

L’ARITHMETIQUE

) RAPPELS

1) Divisibilité dans Z.

Définition :

Soient a et b deux entiers relatifs tels que b # 0 ;
on dit que I'entier relatif b divise a s'il existe un
entier relatif k

tel que a = kb ; on écrit : b|a.

On dit que a est divisible par b ou a est un
multiple de b

Exemples :%zcar 12=3x4 et —%2

car -42=7x(-6) etona:7 ne divise pas 16
Définition :

1) Si b|m et b|n on dit que b est un diviseur
commundemetn

2) Si blm et b'lm , on dit que m est un multiple
commun de b et b’

Exercicel : 1) Déterminer et dénombrer les
diviseurs naturels de 156

12)Déterminer dans Z tous les diviseurs de -8
Solution :1) 156 a 12 diviseurs :

1; 2; 3; 4, 6; 12; 13; 26; 39; 52; 78 et 156.
156 et 1 sont appelés diviseurs triviaux, les
autres sont des diviseurs stricts.

2) Dy ={-8,-4,-2,-1,1,2,4,8
Propriétés : aeZ ; beZ ; ceZ
o l/a.-1lagtala gt al-a
bla = |b| < |a]
a/lb=a/bxc
a/b=al<|b|
b|l1 = b € {-1,1}
alb et bla= |a| = |b|
a|b et c|d = ac|bd
alb et b|c = a|c
alb=albc
alb et b|c = a|c
alb=albc
ajmetaln = ajm+n
ajmetaln=ajm -n
alm et aln = alam + fn ou «a et § sont des
entiers relatifs quelconques.
e al/b=a"/b" neN

Exercice2:1) acZ etbheZ etceZ et xeZ
et yez
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a) montrer que Si %b+cet %+c alors %
b) montrer que si %b+3c et %+c alors %
c) montrer que si %_ yet %—c alors %b—cy

2) acZ etnelN et %2n+1 et a/—2n+3
Montrer que %9

3)deZ etacZ et %2+3 et d2n—1

d
Montrer que 43

o %
Solution : 1) a){a/Zb+C:>%(b+c)(2b+c):>%

b+c

%%
1)b) {a/z +3C:>%b+3c—2(b+c):>%

b+c

a
1) c A—y a a a
)¢) % = bx—byet by—cy:> bx —cy

—c
2) ¥ons1 e ¥ onsa

a a a
=318 Y 100 118= Ao
= a e {*1;+19}

3)deZ etacZ etd/, et d

+3 2n-1
d a d d
=% +3E’t%2n—1)23 an? +12%/an? —an +1

=Y an Y o an=Na

Exercice3 : Quelles sont les valeurs de I'entier
3n+8

relatif n pour lesquelles la fraction 2
n+

Représente un entier relatif ?
Solution :Cette fraction aun sens si :n+4 =0
soit n#—4

On constate que 3n+8=3(n+4)-4
n+4divise3(n+4) , donc n+4divise 3n+8 si

n+4divise -4.

Les diviseursde -4sontl1;-1;2;-2;4;-4.

Il faut que n+4e{-4,-2;,-112;4} ce qui

entraine que n e {-8,-6;-5,-3;—2;0}

On vérifie que -4 n'appartientpasa -8 ; -6 ; -5
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-3 : -2 ; 0 avant de conclure.

Conclusion : la fraction 3n+8
n+4

entier relatif pour les valeurs de I'entier relatif n :
-8;,-6,-5;-3,;-2;0.

Exercice4 : Résoudre dans N? les équations
suivantes :a) x> —y° =32 avec X> VY

b) 2xy+2x+y=99

Solution :a) x* —y* =32 <> (x—y)(x+y) =32
Xx—y et Xx+Yy sont des diviseurs positif de 32

Et (x—y)+(x+y)=2x estunombre pair

représente un

Donc x—y et x+yont la méme parit¢ 32 =2°
On dresse un tableau :

X=y |2 |4
X+Yy |16 |8
X 9 |6
y 7 |2

5 ={(6:2);(9:7)}
b) 2Xy+2X+y=99 < 2xy+y+2x+1-1=99
< y(2x+1)+2x+1=99+1<= (2x+1)(y+1)=100

Donc : 2x+1 et y+1 sont des diviseurs positif
de 100
Do = {1;2;4;5;10; 20; 25;50;100}

2x+1 |1 2 |4 |5 |20|25|50] 100
y+1 [100|50(25/20(5 |4 (2 |1
X 0 2 12

y 99 10 3

S ={(0,99);(2,19);(12;3)}

2) La division euclidienne dans Z
Propriété : Considérons a et b deux entiers
relatifs tels que b # 0 ; ils existent un entiers
relatif g et un entier naturel r
Telsque:a=bg+rou0=<r<|b|

e L’entier a s’appelle : Le divisé

e L’entier b s’appelle : Le diviseur

e L’entier g s'appelle : Le quotient

e L’entier r S'appelle : Le reste

Exemple :1)la division euclidienne de 37 par -
11 donne : 37 =(-11)x(-3)+4 car0<4 < 11
2)a division euclidienne de -37 par 11

donne : -37 =11x(—4)+7 car0 <7 < 11

3) I a division euclidienne de -37 par -11
donne : —37=(-11)x4+7 car0<7 < 11

Remarque : Sir est le reste de la division
euclidienne par b alors : r € {0,1, ..., b — 1}.
Exerciceb :déterminer le nombre entier naturel
n Tel que le quotient de la division euclidienne
de n par 25 est P etle reste
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est p°(peN)

Solution: neN :n=25p+ p et 0< p2<25
donc 0<p=<5

:0 :1 :2 =3 :4
Donc : P ou P ou P ou P ou P

n=0 n=26 n=>54 n==84 n=116
Donc: n e{O; 26;54;84;116}

Exercice6: beN" et acZ
si Qest le quotient de la division euclidienne de

a—1 par b déterminer le quotient de la division

euclidienne de ab’ -1 par b*
Solution : soit I' le reste de la division

euclidienne de a—1 par b donc:
a-1=bg+r et 0<r=<b

Donc : ab® -b’ =b*q+rb’

Donc : ab’ —1=b"q+rb’ +b° -1

Donc : ab’ -1=b"q+(r+1)b° -1

On montre que : 0<(r+1)b°—1<b™ 2?2?2
Ona: 0<r=<b donc 0<r+1<b

donc 0<(r+1)b° <b® donc 0<(r+1)b°~1<b® -1
donc 0<(r+1)b®-1<b®

conclusion : ( est aussi le quotient de la

division euclidienne de ab’ -1 par b®
b) L’inverse est-il vrai ?
3) Les nombres premiers
Définitions : a) On dit que I'entier d est un
diviseur effectif de I'entier relatif a
Sidlaet|d| #1et]|d|#|a
b) On dit qu’un entier relatif non nul p est
premier s’il est différent de 1 et s’il n"admet pas
de diviseurs effectifs.
Remarques :
e Un nombre premier p admet exactement deux
diviseurs positifs 1 et |p|.
e Sip estun nombre premier positif alors p
n’admet pas de diviseurs effectifs de méme

- p n'admet pas de diviseurs effectif d’ou :

- -p est aussi premier ;
e Pour I'étude des nombres premiers on se
contente d’étudier les nombres premiers positifs.
Propriété : Soit a un entier naturel non nul
différent de 1 et non premier, le plus petit
diviseur de a différent de 1 est un nombre
premier
Exemplel : Les nombres -3 et -7 et 23 sont
premiers.
Propriété :Soit n un entier naturel non nul,
different de 1 et non premier, il existe un nombre
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premier p qui divise I'entier n et qui vérifie
p><n.

Remarque : Cette propriété nous permet de
déterminer si un nombre est premier ou non.
Corolaire :Si un entier n n’est divisible par
aucun entier premier p et qui vérifie p*> <nalors
n est premier.

Exercice7: 1) Les nombres suivants sont—ils

premiers :499 ; 601 ; 703 ; 2003 ; 2n°+3n neN
Crible d’Eratosthéne. Les nombres premiers
inferieurs a 100

12345678910

111213141516171819 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33343536 37383940

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

717273747576 77787980

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Théoréme : L'ensemble des nombres premiers
est infini.

Exercice 8 :a) Montrer que tout nombre premier
s’écrit de la forme p=6n+loup=6n+5

4) Plus grand diviseurs commun

4.1 Définition et propriété

Définition :On dit que le nombre d est le plus
grand diviseur commun de deux entiers relatifs a
et b lorsque d divise a et d divise b et qu’il n’y a
pas d’autre plus grands diviseurs de ces deux
nombres.

Onnote d = PGDC (a, b)) =a A b

Exemple :

-48 A 36 =12

Propriétés :1) a A a = |a|
(@anb)Ac=aAn(bAc)

4) Si bla alors a A b = |b]

5)si d|a et d|b alors d| (a A b)
6)aAnb=aA (a-Db)
Exercice9 : montrer que VaeZ a/\(a+1):1

2)1Aa=1

Solution : on pose d=an(a+1)

= %et %+1:> %: d=1
ExercicelO : neN On considére les deux
nombres: A=n’+3 et B=n+2
1) montrer que AAB=(n+2)A7
n’+3
n+2
Solution :1)on posed = AAB et d'=(n+2)A7
Ona:d=AAB
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2) déterminer I'entier naturel n tel que : eN

= %et % =
:%2+3et

euclidienne : on trouve : n? +3=(n+2)(n-2)+7
n*+3-(n+2)(n-2)=7

d
:‘Aua_(mz)(n_z)

d d d d
:%et A+2:> (n+2)/\7:> d’

Inversement : On a: d':(n+2)/\7

= d%JrZet d% = c%n+2)(n—2)et d%
= OI’(n+2)(n—2)+7et d% 3%%3 et d%
donc: d%A/\B donc d%

donc %, et d% etdeN et d eN donc

donc d =d’ donc: A/\B:(n+2)/\7
n’+3
n+2
2) —elle Az+3
- nN+2
AnB Donc: %n+2)/\7

Donc : n+% or 7 est premier donc :

%2+3et

Lo on utilisant la division

n+2

-nN+2
etetona: -

Donc : N+2

Il faut que n+2e{L7} ce quientraine que n=5

Définition : On dit que deux entier relatifs a et b
sont premiers entre eux sia A b = 1.

Exemple :21 et 10 sont premiers entre eux.
Exercice 11: ac”Z etbeZ etceZ et deZ
tels que : a=hbc+d

1) montrer que anb=bad

2) En déduire que : anb=bn(a-bc)
Solution :1)on pose A, =aAsb et A,=bad

.A/ A/ A/ A/
Ona: 1aet 1b donc 1aet 1bc donc
A A/
1a be donc ld

A, A, A A
donc /et / donc 1b d donc %
inversement On a : A/et A/ donc A/et
A/ A A/
Zbc donc 2bc+d donc 2a

A A A A
donc %et % donc %/\b donc %1

A A
On adonc: % et % et A,eN etA,eN
2 1

donc A, =A,
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donc: anb=Dbad
2)ona: a=bc+(a—bc) sionprend: d=a-—bcet

d’aprés 1) onaura: anb=bad=bna(a-bc)

Exercicel2 : aeN On considére les deux
nombres : A=35a+57 et B=45a+76
montrer que AAB=1ou AAB=19
Solution :1)on pose d = AAB

d/ et d/ — d d

= Yaet 95 = Ysa.57% Visa 76
d d

= A(35a+57)Et ﬁ(45a+76)

d d
= Y4150+ 5138t Y3150 4 532
= %9 or 19 est premier donc :

Il faut que d €{1;,19} ce qui entraine que :

AAB=1ou AAB=19
4.2 L’algorithme d’Euclide.
Théoréme : Soit a un entier naturel et b un entier
naturelnonnulona:a=bq +r
OuOsr<bona:aAb=bAr
L’algorithme d’Euclide.
Soient a et b deux entiers naturels (b # 0) on a :
a=bqr+risiri#0alors:b=riqgz+ 12

sir2#0 alors ;r1 = r2q3 + 13

sirs# 0 alors :

Tn-2=Tn-1qn + Tn
Sirn # 0 alors rn-1= raqn+1 + ros1

si rn+1= 0 on arréte le processus.
Et d’aprés la propriété précédente :
aANb=bAri=riAr2=--=rp-1Arn=rncar:
T'an'n—l
Propriété : Soient a et b deux entier naturels
non nuls. Le plus grand diviseur commun de a
et b est le dernier reste non nul dans les
divisions euclidiennes successives.
Application :
1)En utilisant I'algorithme d’Euclide calculer :
67239
2) en déduire deux nombres relatifs u et v tel
que : 3u+67v=1
Solution:1)

(1) 67 =1x39+|28]
(3) 28=2x11+[6]  (4) 11=1x6+[5]
(5) 6=1x5+]1] (6) 5=1x5+|0]

Donc : 67 A39=1 c’est le dernier reste non nul
dans l'algorithme d’Euclide

2) (5) 6=1x5+[1] = 6-1x5=[1]
= 6-1x(11-1x6) =[] = 2x6-1x11=[1]
— 2x(28-2x11)-1x11=[1] = 2x28-5x11=]]
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(2) 39 =1x28+[11]

— 2x28-5x(39-1x28) =[1] = 7x28-5x39 =[1]

7x67-12x39 =[]

= 7x(67-1x39)-5x39=[1] =

Exercice 13:

1- Trouver le PGDC (362154, 82350).

2- Déterminer tous les diviseurs communs de
362154 et 82350.

Propriété : Soient a et b deux entier relatifs non
nuls. Les diviseurs communs de a et b sont les
diviseurs de a A b.

On peutdire que : D,"D, =D,

Exerciceld : Montrerque: VYneN" ona:

1) na(n+1)=1 2) na(2n+1)=1

3) (2n+1)A(3n+1)=1

5) Le plus petit multiple commun.

Définition : On dit que le nombre entier naturel
m est le plus petit multiple commun de deux
entiers relatifs a et b lorsque

m est un multiple de a et de b et qu’il N’y a pas
d’autre plus petit multiple non nuls de ces deux

nombres. On note : m = PPCM (a, b)=aV b
Exemple : -48 A 36 = 144

Propriétés :
l)ava=|al 2)avb=bVa
3)avl=lal 4)SiblaalorsaVvb=]q]

55av(bvc)=(avb)Vvc

6) al(a vV b) ; b|(aV b) et (aV b)lab

Propriété : Considérons a et b deux entiers
relatifs.

SiaVv b=metM un multiple commun de a et b
alors m|M.

Indications pour preuve :

Poser M = gm + r on a: a|m, a|M conclure.

De méme pour b et si r # 0 aboutir a une
contradiction.

6) LA CONGRUENCE MODULO 7
6.1) Définition et propriétés.
Définition : Soient a et b deux entiers relatifs ; et
n un entier naturel non nul. On dit que : a est
congrue & b modulo n si n|(b - a).
On écrit: a = b [n]
Exemples :122 = 27 [5] 34 = 13 [7]
Propriété :Si a = b [n] alors a et b ont le méme
reste dans la division euclidienne par n
Propriété fondamentale :
1) (Va € Z)(a = a [n]) on dit que la relation de
congruence est réflexive.
2) (V(a, b) € Z*)a=b[n] = b=a[n]): on dit
gue la relation de congruence est symétrique.
3) (V(a, b, ¢) € Z%)
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(a=b[n]eth=c[n]=a=cn]):onditquela
relation de congruence est transitive.

Définition : Puisque la relation est de
congruence est réflexive, symeétrique et transitive
on dit que la relation de congruence est une
relation d’équivalence

6.2) Compatibilité de la relation d’équivalence
avec I’addition et la multiplication dans Z.
Propriété et définition : Soit n un entier naturel
nonnul. Sia=b[n]etc=d[n]alors:

1) a+c=b +d[n]; Ondit que la relation de
congruence est compatible avec I'addition

dans Z

2) ac = bd [n] ; On dit que la relation de
congruence est compatible avec la multiplication
dans Z

Corolaire :Si a = b [n] alors pour tout k dans N
ona: a“=b“[n]

Remarque :La réciproque du corolaire n’est pas
vraie : 2* =3'[5] mais 2 # 3 [5]

Exercicel5: aeN et beN Sil7 estle reste
de la division euclidienne de a par 19

Et Si 15 est le reste de la division euclidienne de
b par 19 Déterminer le reste de la division
euclidienne des nombres suivants par 19 :

1) a+b 2) a®*+b> 3) 2a-5b
Solution : 1)On a: a=17[19] et b=15[19]
donc :a+b=17+15[19] < a+b =13[19]

Par suite : le reste dans la division du nombre
a+bPar19est: 13

2)a=17 [19] —a’=17? [19] —a’= 4[19]

b 515[19] = b?=15? [19] = b? 516[19]

Donc :a* +b® =4+16[19] < a’ +b* =1[19]

Par suite : le reste dans la division du nombre
a?+b?Par19est: 1

3) a 517[19] = 2a=2x17 [19] =2a 515[19] (2)
b =15[19] = 5b =5x15[19] = 5b =18[19]

Donc : 5b =-1[19]= -5b =1[19](2)

De (1) et (2) on déduit que :

2a-5b=15+1[19] = 2a—5b =16[19]

Par suite : le reste dans la division du nombre
2a—5bPar 19 est: 16

Exercicel6 : 1)Déterminer et discuter suivants
les valeurs de I'entier naturel n le reste de la

division par 10 du nombres 3"
2)en déduire le chiffre des unités du nombres

20192020
3)Déterminer les valeurs de I'entier naturel n
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tél que : 3" +5n+2=0[10]

Solution :1) 3"=r[10] et re{0;1,2;3,4;5;6,7;8;9}
Ona: 3°=1[10] et 3" =3[10] et 3° =9[10]

et 3°=7[10] et 3' =1[10]

Si neN alors : n=4k+r avec r €{0;1,2;3}
Ona: 3'=1[10] donc: (3‘) =1°10]

donc : 3* =1]10] et 3** =3[10] et 3*** =9[7]

et 3% =7[10]

2) le chiffre des unités du nombres 2019°% est

le reste dans la division du nombre 2019%% Par
10

cad : on chercher tel que : 2019 =r[10] ??
On a: 2019=2010+9 donc : 2019 =9[10]

donc : 2019°® =9*[10] donc : 2019™® =3"*°[10]

or: 4040=4x1010=4xk
donc : 2019%% = 3% [10] donc: 201972 =1[10]

le chiffre des unités du nombres 2019%°% est 1
Autre méthode : 2019 = 9[10]

donc :2019 = -1[10] donc : 2019 =1[10]
3)On Dresse une table comme suite :

n 4k 4k+1 | 4k+2 | 4k+3

3" = 1[10] = 3[10] = 9[10] =7 [10]
S| =o[io] | =5[10] | =0[i0] | =5[]
3"+5n+2 | = 3[10] = 0[10] = 1[10] = 4[10]

donc :3”+5n+250[10]<:>n:3k+1 avec keN

Exercicel? : 1)montrer que Vne N”
(n+2)"* -2™2(n+1)=0[n?]

77

2) montrer que: 77 =3[10]

K nk2"2*Donc :

n+2

n+2
Solution :1)ona: (n+2)"*=YC
k=0

n+2

:CO n02n+2+Cl n2n+l+ZC
k=2

n+2 n+2

n+2 k  ~k gn+2—k
n+2n 2

(n+2)

n+2
(n+2)"* =22 4(n+2)n2" + > Ck k2"
k=2

n+2

Donc : (n+2)n+2 :2”*1(2+n2+2n)+ n*y Ckn 2"
k=2

n+2

n+2 k kon-k
n+2n 2

n+2
=2""(2+2n)+2""n* + nZZC

k=2

(n+2)

n+2
(n+2)"*-2"2(1+n)=n’ (2”*1 +>.Cr, 0" 2”}
k=2
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ona: nZ(Z”*1+§C:+2n 2" kJ 0[n?]
=
donc : (n+2)"* -2"2(n+1)=0[n?]
2)ona: 7=7[10]et 7° =-1[10] donc 7*=1[10]
Donc : 7% =1[10]et 7*** =7[10]et 7*** =9[10]
7% =3[10]
7=3[4] et 72=1[4]
Donc 7% =1[4] et 7% =3[4]

On aussi :

7
7
77

Or: 7" =1[2](car impair)

Donc: 7" =3[10]
Exercice 18 : 1) Déterminer le reste de la

division euclidienne de 45872**° par 9
2) Déterminer le reste de la division euclidienne

de 25614%* par 13
3) Montrer que pour tout n entier naturel :

3" 4 2" est divisible par 7
4) Montrer que pour tout N entier naturel,

5n° +n est divisible par 6
5) Montrer que si N n’est pas un multiple de 7,

alors : N° —1 est un multiple de 7
6 Montrer que pour tout entier naturel, le nombre

n(n’+5) est divisible par 6

Exercicel9: xe N" et ye N"On considére les
deux nombres : a=9x+4y et b=2x+y
1)montrer que XAy=anb

2) neN onpose: a=n?+5n+13et b=n+3
a)montrer que anb=bA7
b)en déduire les valeurs possibles aAb=d

c)montrer que : n=4[7] < aab=7

d)en déduire les valeurs de neN tel que :
anb=1
Solution :1)on pose d=xAYy et d'=aab

montrons que : d =d’
d d
Yeet %

d=xAYy donc: = %et%z

Car il divise toute combinaison de xet y

:%/\b :(V’

Inversement :

d'=anab :d%et d% =
j(y9x+4y -
=0/ et %
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d’ d’

Ax+4yet 2X+Y
et 4

2x+y) /(2x+y)—2(9x+4y)

=4

X/\y

ce qui entraine: d =d’

2) neN onpose: a=n2+5n+13et b=n+3
a) montrons que anb=bA7 ?

la division euclidienne de n2+5n+13 par n+3

donne : n2+5n+13=(n+3)(n+2)+7
Donc: a=b(n+2)+7<a-b(n+2)=7

onpose d'=bA7 etd=anb
montrons que : d =d’

d=anb= %et %: %—b(n+2)et %
= ‘Vet(yj (VA7:> ‘V,
=bA7T= d/et d/ / b(n+2)+ ’b
d/etd/ a/\bjdA

ce qui entraine: d=d’
b) les valeurs possibles aab=
ona: anb=ba7=d

donc : ‘% donc:d=1loud=7
c)montrons que : n=4[7] < anb=7
n=4[7]ens3=0[7]e ) ol obrT=Tobra=T

d) les valeurs de neN tel que :anb=1 ??
anb=1<n n'est pas congrue a 0 modulo 4

n=0[7] ou n=1[7] ou n=2[7] ou n=3[7] ou n=5[7]
ou n=6[7]

d ??

8) Les classes d’équivalences.

8.1 Définition et propriété :

Définition : Soit n un entier naturel non nul.
L’ensemble des entiers relatifs qui ont le méme
reste r dans la division euclidienne par n
s’appelle la classe d’équivalence de I et se note :
r=meZlm=rn]}={nk+roukelZ}
Exemple : Pour n = 7 les restes possibles sont
les éléments de I'ensemble :{0,1,2,3,4,5,6}
Donc on peut définir les classes d’équivalences
suivantes :

_6={mEZ/mEO[7]}
];:{mEZ/mEl[7]}et...
6={mEZ/m56[_7]}

on remarquer que 0= 7
Les classes d’équivalences modulo 7
constituent :un ensemble noté :

[o)]




Généralisation : ZINnZ = {0;1;2;3;...;n—1}
8.2 Les opérations sur Z/NnZ
Définition : Soit n un entier naturel non nul.
On définit dans Z /N7 les deux lois :
1) L’addition : On pose a+b=a+Db
2) La multiplication : On pose : axb=axb
Exemple :Dans Z/6Z : 3x4=0 et5+4=3
Exercice20: Résoudre les équations
suivantes dans %Z: 1) 2x=3 2) x*+3x=0
3) 2013x° +2x =k
PR -7/ _[01-9-2

Solution : On a: AZ_{O’LZ’?’}
1)On Dresse une table comme suite :

X |o|1]2]3

2x|012]0]2
Et en utilisant cette une table on déduit que
Cette équation n’admet pas de solutions
Donc: S=0
1)On Dresse une table comme suite :

X 0(1]2]3
X2 0o(1]0]1
3x 03|21
X+3x [0[0]2]2

Et en utilisant cette une table on déduit que :
0 et 1 sont solutions de I'équation

Donc: S = {6;1}

2) 2013 +2x =k =1 +2x =k < x* + 2x =k
Car : 2013=503x4+1

On Dresse une table comme suite :

X 0|1 (2|3
x° 0/1/0]/3
2X 02|02
X+2x | 0|3]0]1
SiE:(_):S:{ﬁ;ﬁ} Si k=1 S:{é}
Sik=2:5=0 Si k=3:s={l

2
. i , Z y 7 .
Exercice2l : Résoudre dans AZ) I'équations

—

suivants :  x+3y =1
Solution :on Dresse une table des opérations de

7157 =10:1:2:3:4

—~——
<
=
N
W
N
N——
Q)
o
3
3
(9]
(7))
c
=
D

NI POl

NI FPollol
ol l|wI| !
NI NI P NI
FilollbdIlwl
Mllwi ol
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NI !
N
Rilol

4
0

3
4

S= {(5;5);(1;6);(5;5);(5);1);(1;5);(4_1;‘_1)}

2
Exercice22 : Résoudre dans (%Z les

Bl

3X +2y

=1
systéme suivants : -
2X+4y =3

Solution :

A e 2

Exercice23: 1) Dresser les tables des
opérations de Z/TZ

2) Résoudre dans Z/ 77Z.les équations :
a) 2x—1=0 b) 4x+1=x+3

c) 5x2+3x+1=0

Propriété : Sip est premier alors

dans Z/ pZ ona:

(axb =0 a=00ub =0)

Preuve : Aprés la décomposition.

9) DECOMPOSITION D’UN ENTIER EN
FACTEURS DES NOMBRES PREMIERS

9.1) Définition et propriétés

Activité : Décomposer en produit de facteurs
premiers le nombre : 24816

Théoréme :

a)Chaque entier naturel m non nul s’écrit d’une
facon uniqgue comme le produit des facteurs
premiers comme sulite :

k=n
m=p," x P, x p;° x..x p,"" = H P,

k=1
b) Chaque entier relatif m non nul s’écrit d’'une
fagon uniqgue comme le produit des facteurs
premiers comme suite :

k=n
a a a a, _ Q
M=gcpP, " X P,? X Py XX P, —||pkk

k=1
ou ¢ € {-1,1}
Propriété 1:Soit a un entier relatif dont la
décomposition est de la forme :

k=n
a a a a, a
a=&P; P XP,EX Py XX P, _H P
k=1

un entier d non nul divise I'entier a si et
seulement si d a une décomposition de la forme
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k=n
_ B B B _ B N
d_gplﬁlxpzzxp33x.__xpn —HpkkSnou

k=1

(Vie[1,n])0=s 6 < &)
on un diviseur de a le nombre des valeurs
possibles de diest ai + 1

On en déduit que :
Propriété 2 :

k=n
a=ep, " x P, x P~ x..xp = H P
k=1

est un entier, le nombre des diviseurs de a
est: 2(a +1)(a, +1)...(e, +1)

Exercice 24:

1- Décomposer le nombre 2975 en facteurs des
nombres premiers

2- Déterminer le nombre des diviseurs de 2975.
3- Déterminer tous les diviseurs positifs de 2975.
Propriété 3 :Soit a un entier relatif dont la
décomposition est de la forme :

k=n
a=¢eptx P, 2 x P, x..xp, M = H P,
k=1
un entier m est un multiple de a si et seulement
k=n
sim= eplﬁl X pzﬁ2 X p3ﬂ3 X...X pnﬂn :H pkﬂk
k=1
ol (Vi€ [1,n] )( @ < B)

2) Application de la décomposition.
2.1Le P.G.C.D de deux nombres.

k=n k=n
Soient @ = H P =1ethb= H P deux
k=1 k=1
entiers ;le P. G. D. C (a, b) est I'entier
k=n . .
anb=]]p "
k=1

Remarque : Soient a et b deux entiers relatifs
ona: anb=|aAlb|

Exemple : Déterminer :(-5664) A (-984) et
324 A(—144)

Exercice25 :

1- Décomposer les nombres 362154 et 82350 en
produit des facteurs premiers

2- Déterminer le P.G.C.D de 362154 et 82350

3- Déterminer tous les diviseurs communs de
362154 et 82350

2.2 Le P.P.C.M de deux nombres.
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k=n k=n
. _ _ 5
soienta=[] " =1etb=]] n* deux
k=1 k=1
entiers ; le ppmc (a, b) est I'entier

k=n
avb=]]p>""
k=1

Exemple :déterminer : d = (—8316)/\1080 et
m=38316\1080

Solution : la décomposition des nombres 8316
et 1080 en produit des facteurs premiers
Donnent : 8316 =2° x 3P x7x11 et

1080 = 2° x3* x5

d =8316 A1080 = 2° x3° =108 et

m=8316v1080=2®x3*x5x7x11=11880
2.3 Applications de la décomposition.
Propriété : Soient a et b deux entiers relatifs non
nuls, on a les assertions suivantes :

1) (a A b) x (aV b) =|ab|

2)caV cb=c(aVb)

Ycancb=c(aAb

Exemple :si 2=aAb et —-12=axb
déterminer : avDb

Solution: onaa A b) x (aV b) = |ab|

donc :avb=laxb|/arb=|-12|/2=6
Exercice26: a=(25"-1)(36"-1) et b=(5"-1)(6" -1}

Calculerles avb (neN)

Solution :

n 2 n 2 n n n n
a=((5")"-1)((6") 1) =("-1)(5" +2)(6" -1) (6 +1)
a=b(5"+1)(6"+1) donc : % donc: avb=a
II) THEOREMES PRINCIPAUX
1) Théoréme de Bézout :

Théorémel : Soient a et b et des entiers relatifs
non nuls :

a=ad

b= Ad

avp=1

Preuve : (=) On suppose que a A b =d

On a d|a et d|b donc 3(a, B) € Z?tel que : a = ad
et b =pd donc:d =ad A Bd=|d|(a A B)

et puisque d € N*alorsa A =1

aAb=d e 3(a, B) € 12

a=ad

b= pd

avp=1

Ona:aAb=adABd=|d|(aAB)=d

Car(d|=detanp=1) cqfd

Théoreme?2 : Soient a et b et des entiers relatifs

nonnuls:aAb=d=3Ww,v)€Z?>;d=au+b
8

(<) On suppose que 3(a, B) € 72




Preuve :

1- Sialb alors a A b = |b|
esib>0alors b =0a+1b
esib<Qalorsb=0a+(-1)b

2- Si bla (méme raisonnement)

3- On suppose que b ne divise pas a tel que :
0 < b < a et d’aprés l'algorithme d’Euclide on a :
a=bqo+ 1o
roz0alors:b=roq1+n
siri# 0 alors iro = riqz + 12
sir2# 0 alors :

Tn-2 = Tn-1qn * Tn

Ssirn#0alors : rp-1= nQn+1l + Tn+l
si rn+1= 0 on arréte le processus .

Et d’apres la propriété précédente :

AAND=DATI=T1IAT2= - =Tn-1ATn=Tn

car: rofrn-1€t0 <rp<rp-1<--<ri<ro<b

On obtient : ro = a — bqo = uoa + vob

oluo=1etwvo=—-q

ri=b-roqi=b - (a - bqo)q1 =

=-aq1 + b(1 + qoq1) = wia + vib

Ouu1=-q1etvi=(1+ qoqi)

On répete le processus et a chaque fois on

montre que : rk = auk + buk

Cette opération est valable pour tous les reste r«

En particulier pour le dernier reste r» qui est :

a A b donc :

3 (un, vn) € Z%, a A b = aun + bvn.

Remarque :1) Dans I'écriture 3(u, v) € Z?:

a Ab=au+ bvle couple (u, v) nNest pas unique.

Ex:ona:12A9=3

etonad3=1x12+(-1)x9

et3=(-2)x12+3x9

2) La réciproque du théoréme n’est pas vraie :

2x12+(-2)x9=6mais 12A9=3#6

Théoreme (Théoreme de Bézout)

Soient a et b et des entiers relatifs non nuls :
aAb=131u,v)EZ>;1=au+bv
Preuve :(=) C’est le théoréme précedent.

(<) On suppose que 1 = au + bv

Soitd=a Abonaura:d|aetd|b

Donc : d|ua et d|vb par suite d|ua + vb =1

Doncd=1(d e NY)etdoncaAb=1

Exemples :

1) BGn+3)ACn+1)=1
Car:2x(5n+3)+(-5)x(2n+1)=1

2)(n+2)A(n*+2n-1)=1

Carnx(n+2)+(-1)xn?*+2n-1)=1

Exercice27 : montrer que :VneN

(3n+1)A(7n+2)=1

Solution: ona: 7(3n+1)—-3(7n+2)=1
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Donc : 3(u;v) e Z* tel que
u(3n+1)+v(7n+2)=1 u=7 etv=-3
Donc d’apres le théoreme de Bézout on a:
(Bn+1)A(7Tn+2)=1

Application 1 : L'utilisation de I'algorithme
d’Euclide pour déterminer les coefficients de
Bézout

Exemple : Montrons que : 360 A 84 = 12 et
déterminer u et v dans Z tels que :

360u + 84v =12

Solution : ona:360=2%32.5et84 =22 3.7
Donc 360 A 84 =22.3=12

D’autre part : 360 = 84 x 4 + 24 donc :

24 =a - (b x 4)

Ona:84=24x3+12
Donc:b-(a—(bx4)x3=12
Ona:24=12x2+0

Donc:=3a + 13b =12

Application 2 : détermination d’'une solution
particuliére de I'équation de la forme :
(E):ax+by=1

Exemple : Considérons dans Z? I'équation
(E): 17x + 36y = 1 et déterminons une solution
particuliére de (E).

Solution : Ona 17 A 36 = 1 donc d’apres le
théoreme de Bézout ; il existe u et v tels que :
17u + 36v = 1 donc (E) admet une solution.
On pose a = 36 et b =17 on obtient :
a=2b+2 et b=8x2+1
Donc:2=a-2betb=8x%x(a-2b)+1
Dou:-8a+17b=1

Donc le couple (—-8,17) est une solution de
I'équation (E).

2) Application du théoreme de Bézout :
Théoreme de Gauss :

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls :

{c/ab

=
cva=1
Preuve :Ona: cAa=1daprés le théoréme de
Bézout : (A(u, v) € Z?)(au + vc = 1)
d’'ou bau + bvc=b
Et puis que c|ab alors ab = kc (ou k € Z) donc
kcu + bvc =b d’ou c(ku + bv) =b
et ku + bv € Z donc c|b.
Remarque :
La condition ¢ A a = 1 dans le théoréme de
Gauss est indispensable ; 6|4 x 3

Mais6t3et6+t4
Théoreme : Soient a, b et ¢ des entiers relatifs

th
a/cetb/c ab/c
avb=1

c/b

non nuls : {

[{e]




Preuve :On a: a|c et b|c donc ils existent k et h
tels que : ¢ = ka = hb et puisque a A b = 1 alors :
A(u, v) € Z?)(au + vb = 1)

Donc : (en multipliant par c¢) ¢ = cau + cvb

Donc : ¢ = hbau + kavb

Donc : ¢ = ab(hu + kv) et par suite ab|c
Remarque : La condition c A b =1 dans le
théoreme précédent est indispensable.

Ex: 6|12 et 3|12 mais 6 x 3 =18 { 12.
Exercice28 : résoudre dans Z’I'équation
suivante : (E) 7(x—2)=3(y+1)

Solution : 7(x—2)=3(y+1) < 7/3(y+1)
Oronsaitque: 7A3=1

Donc d’'aprés le théoréeme de Gauss : 7/y+1
Donc IkeZ/y+l=7k<3IkeZly=7k-1

(E) o 7(x—2):3(y+1)<:> 7(x-2)=3x7k
IKeZly=Tk-1 |3KeZly=Tk-1
Xx—2=3k X=3k+2
= =N
IkeZly=Tk-1" |3keZly=Tk-1
Donc S :{(3k+2;7k—1)/keZ}

Exercice29 : déterminer I'entier naturel n

n(n2+3n—2)
telque : ——— =N
n+1
_ n(n’+3n-2)
Solution :1) 2) ————eN& Mt/ | or
n+l n(n’+3n-2)

ona:1l=(n+1)An car (n+1)-n=1(bezout)

- N+
Donc : %2+8n—2

La division euclidienne de n*+3n—2 par n+1
Donne : n’+3n-2=(n+1)(n+2)—4

n+ n+ n+
T van—o®t" Taia= %2+3n—2—(n+1)(n+2)

:>n+%4:>n+%

Il faut que n+1e{1;2;4} ce qui entraine :
ne{0;1;3}

Inversement : On vérifie que 0 ;1 ;3 vérifient
n(n’+3n-2)
n+l1
n(n’+3n-2)
n+1

Propriétés : Soient a, b et c des entiers relatifs
non nuls :

avb=1
avec=1

eN Avant de conclure que :

eNene{013)

<av(bc)=1
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2Q)aANb=1l<aAb"=1 (neN¥
anb=1lsa*Abm=1(n€N*)et(me N~
Preuve :

avb=1onc:
avc=1

3w, v) € Z2)(au + vb = 1)

(3(a, B) € Z2)(aa + Bc =1)

Par le produit on obtient : (au + vb)(aa + fc) =1 ;
d’ou aprés développement on obtient :

a’ua + aufc + vhaa + vbfc =1

et donc (aua + ufc + vhba)a + (vB)bc =1
Donc : d'aprés Bézout a A bc =1

(<) On suppose que a A bc =1

Donc (A(u, v) € Z?)(au + vhc = 1)

D’ou au + (vb)c = 1 donc :

aANc=1letau+ (vc)b=1doncaAnb=1
2)(=) On suppose que a A b =1 et on montre
par récurrence que :a A br=1

ePour n =1 la propriété est vraie.

¢ On suppose que la propriété est vraie pour n
¢ On montre qu’elle est vraie pour n + 1

Ona: {a\/b =1 av(b"xb)=1d"aprés 1)

1)(=) On suppose que {

avb=1
dotaAbt=1DoncsiaAb=1alors:
a A bn =1 pour tout n dans N*
(<)On suppose que a A br =1 donc et d’pres le
théoréme de Bézout (3(u, v) € Z?)(au + vb* = 1)
Donc : au + (vb* )b = 1 donc (3(u', V') € Z2)
(au'"+v'b=1)etparsuiteaAnb=1
3) Est un résultat immédiat de 2)
Exercice30: 1)Montrer que : VaeZ etVbeZ’
an(a+b)=1
bA(a+b):1
anb(a+b)=1
(a+b)rab=1

ona:anb=1=

Solution: on pose d =aA(a+b)
montrons que : d =1

d=anb= %et %+b :%et %+b_a

= :%et %:> db/\a: %:dzl
ce qui entraine: 1=aA(a+hb)(1)

de méme on montre que : 1=b/\(a+b) (2)
de (1) et (2) en déduit que : (a+b)rab=1

D’aprés une proposition
Etona an(a+b)=1et anb=1 donc

anb(a+b)=1 D’aprés la méme proposition

10




Exercice31 : Montrer que : VneN
(2n+5)A(n2+5n+6)=1

Solution :ona: n2+5n+6=(n+2)(n+3)
Etona: (2n+5)—2(n+2)=1

Donc d’apres le théoreme de Bézout
(n+2)A(2n+5)=1 (1)

De méme :ona: 2(n+3)—(2n+5)=1

Donc d’apres le théoreme de Bézout
(n+3)A(2n+5)=1 (2)

de (1) et (2) en déduit que
(2n+5)A((n+3)(n+2))=1

Donc : (2n+5)A(n?+5n+6)=1

3) L’équation ax+ by = c

Théoréme : (fondamental)

L’équation (E) : ax + by = ¢ admet une solution si
et seulement si (a A b)|c

Preuve :

(<) On suppose que d = (a A b)|c alors :

3k € Z)(c = kd) eton a:

A(u, v) € Z?)(au + vb = d)

kd = k(a A b) = (ku)a + (kv)b

C'est-a-dire : ¢ = (kw)a + (kv)b

donc I'équation (E) admet (xo, yo) comme
solution ou xo = ku et yo = kv

(=) Inversement : On suppose que : ax + by =c
admet une solution (xo, yo), donc: a. xo + b. yo=c¢
Puisque : (a A b)|a et (a A b)|b

alors (a A b)|xo.a et (a A b)|yo.b

donc (a A b)|( xo.a + yob)=c

donc : (a A b)c.

Théoreme :Si le couple (X,; Y, )est une solution

de I'équation (E) : ax + by = c alors, 'ensemble
des solutions de (E) est :

kb ka
S=4| X, + Y — keZ
{[ 0 Yo a/\bj € }

anb’
Preuve :On pose : A={[x0+£;y0—£j;kez}
anb anb
etonmontreque:AcSetScA?
1) Montrons que A c S : il suffit de montrer que le

couple (x0+ﬂ
an

Yo ——j est solution de

'équation (E) :On a:
kb ka

+b(Yy———

a/\b) (¥ a/\b)

—ax+kab+by—kba
° anb ° anab

a (X, +

= ax,+hby, =c
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kb ka
anb'  anb
est solution : d'ou : A c S.
2) On suppose que le couple (x, y) € S
Donc (x, y) est solution de I'équation (E)
d’'ol ax + by = ¢ ; or : (X,; Y, )est une solution de

Donc le couple (xo + j (pour k € 7Z)

I'équation (E) donc : ax, +by,=c

Donc (la différence membre a membre) donne :
a(x = %) =-b(y - Y,)
Soitd=aAbona: (3(a, p) € Z?
a=adetb=pdetanf=1
Donc:(x,y)€ES=alx— X)=-bly - Y,)
S ad(x = %) =—pdy - Y,)

= alx = %)==~ Y,) (*) (@#0)

On conclut que : | a(x — x,) et puisque :

a A [ =1alors (d'apres T. Gauss) B|(x — x,)
Donc (3k € Z)((x — %,) = kB)

et par suite : (*) akf =-B(y — V,)

dou:y - vy, = —ka Par suite :
(x,y)ESS (y— Y,)=~kaet(x— x)=kB
ou k €Z

en remplacant a par% etp parg on obtient :

ka

(x,y)eS&= x:xo+%et yzyo—F cqfd

Exemple : Considérons I'équation :

(E): 756x — 245y = 14

1- Montrer I'équation (E) admet une solution.

2- Déterminer une solution particuliere de (E)
3- Résoudre I'équation (E)

Solution : 756 =22 x 33 x 7 et 245 =5 x 72

1) Ona: 756 A 245 =7 et 7|14 donc I'équation
(E) admet une solution dans 72

2- En utilisant I'algorithme d’Euclide on obtient :
a =756 etb =245

a=3xb+21
b=11x21+14
21=14+7

Onadonc:21=a-3b

b=11x (a-3b) +14 < 14 =34b - 11a
7=(a-3b)-(34b-11a) & 7=12a - 37b
Finalement :14 = 24a - 74b et donc le couple
(24,74) est une solution particuliere de (E)
Dou: S :{(24—§k;74—%6k);k eZ}

S ={(24-35k; 74-108k);k e Z}
S ={(24+35k;74+108k);k e Z}
4) La congruence modulo n, complément.
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Théoreme : Soient a, b et ¢ des entiers relatifs
nonnuls.etneN*etd=nAcona:

achc[n](:)aEb[g]
Preuve :(=) On suppose : ac = bc [n],

donc n|(ac - be) = ¢(a - b) donc §|§ (a-b)

et comme g/\§= 1Alors :( D’aprés théoréme de
n _ . N

Gauss) 7 |(a=b)donc:a=h [E]

(<)On suppose que :a=bh [g]

donca:b+k§ (k € Z)donc da = db + kn

(d=nAc=c=ad)
Donc : ada = adb + akn
D’ou ca = cb + hn donc ac = bc [n].

Propriété :
ac =bc[n] B
1){(:\”]:l =a=b[n]
a=bln]___
2){m/n = a=b[m]

= a=b[p]

3) ac=hc[p]
p premier et ptc

Preuve : Ce sont des résultats immédiats du
théoreme précédent.

Exercice32 : déterminer dans N?les couples

X+Yy =48
X;y)/ avec x <
( y) {X/\y:4 y
y 18 X=4x'
=+ =
Solution:{ y < 3I(xy)eN? [qy=4y
XAYy=4
X+y=48

< 3(X;y)eN?/4x' +4y' =48
<3(X;y)eN /X +y =12
On Dresse une table comme suit :

X' 0 |1 2 3 4 |5 6
y' 12 ({11110 1|9 8 7 6
X 0 |4 |8 12 |16 | 20 | 24
y 48 |44 |40 |36 |32 |28 | 24
Donc :

S= {(0; 48);(4;44);(8,40);(12;36);(16;32);(20;28); (24; 24)}
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Exercice33: résoudre dans Z le systeme

- [2x=3[7]
suivant: {Sx _ 1[5]
_ {2x53[7] {2x;—4[7] {5_2[7]
Solution: = =
3x=1[5] 3x=1[5] 3x=1[5]
Car2na7=1
x=5[7] X=5+7k;keZ
{BX = 1[5] <:> {3X = 1[5]

X=5+7k:k eZ X=5+7k:k e Z x=5+7k:keZ
= = =

{3(5+7k)51[5] {k =1[5] {k =1+5k’
<& Xx=5+7(1+5k');k' e Z < x=35k'+12;k' € Z
S ={35k'+12;k' e Z}
5) Le P.G.D.Cetle P.P.M.C de plusieurs
nombres.
Définition : Soient aa, az, ..., an des entiers
relatifs non nuls, le plus grand entier naturel d
qui divise en méme temps tous les nombres az,
az, ..., an S'appelle le plus grand diviseur
commun des nombres ai, az, ..., an et se
note:d=airAazA...A\an
Théoréme : Soient as, az, ..
relatifs non nuls ; on a:
aitAazA...ANan=(arAazA ... Aanz) A (an1A an)
Exemple:
756 A 350 A 616 = 756 A (350 A 616)

=756 A14=14

Théoréeme (Généralisation de Bézout)
Sid=aiAaz2A ... A analors 3(ai)1<isn telle que

cd= Zn:aiai
i=1

Preuve : par récurrence

., an des entiers

Définition : On dit que les entiers relatifs non
nuls : ai, az, ..., an SONt premiers entre eux si :
arANa2A ... \an=1

Remarque : Les entiers relatifs non nuls a1, az,
..., Gn SONt premiers entre eux ne veut pas dire
que les entiers a1, az, ..., an SONt premiers entre
eux deux a deux.

Exemple :3, 5 et 6 sont premiers entre eux.
Alors que : 3et 6 ne sont pas premiers entre eux.
Théoréme (Généralisation de Bézout)

ai A az A ... A an=1si et seulement si

A(a)1<isn telle que : 1= a3,

i=1
Définition : Soient ai, az, ..., an des entiers
relatifs non nuls, le plus petit entier naturel m qui
est multiple en méme temps tous les nombres
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ai, az, ..., an S'appelle le plus petit multiple
commun des nombres ai, az, ..., an €t se note :
m=aiVazV...Van

Exercice34: montrer que I'ensemble des
solutions du systéme suivant est non vide :

{nEZﬂﬂ

n53[7]
Solution :
n=2|11 =
[ ]@H(X’y)ezzl{n 11x+2
n53[7] n=7y+3

<3(xy)eZ [11x+2=Ty+3
< 3(xy)eZ /11x-7y =1
Oronsaitque: 7A11=1
Donc d’apres le théoréme de Bézout :
(u;v)eZ? 11lu+7v=1

. . X=u
Donc il suffit de prendre : {y _
n=11x+2
n=7y+3
Par suite : 'ensemble des solutions du systéme
est non vide
Exercice35: résoudre dans Z2 I'équation
suivante: (E) 5x-3y=1
Solution :On a: 5x2-3x3=1 donc (2;3) est
une solution particuliere de I'équation
Donc : 5x—3y=5x2-3x3
Donc : 5(x—2)=3(y—3) =5/3(y-3)
Oronsaitque: 5A3=1
Donc d’aprés le théoréeme de Gauss : 5/y -3
Donc 3keZ/y-3=5k < 3IkeZ/y=5k+3

(E)e {S(X—Z):3(y—3)®{5(x—2):3x5k
dkeZ/y=5k+3 dkeZ/y=5k+3
x—2=3k X=3Kk+2
{EIkeZ/y=5k+3 y=5k+3
Donc S ={(3k+2;5k+3)/k e Z}

6) Propriétés des nombres premiers.
Théoreme :

1) Si p et g sont des nombres premiers positifs
alors ils sont premiers entre eux.

2) Si p est premier alors il est premier avec tout
nombre entier non nul a tel que p { a
Remarque :

La réciproque de 1) n’est pas vrais ; 14 et 9 sont
premiers entre eux mais aucun d’eux n’est
premiers.

Propriétés :

Donc 3(x; y)eZzl{

<:>EIkeZ/{
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1) {p/ab — p/b

p premier et p f a

2) {p/ab

. =>p/aoup/b
p premier

3P I;Iai =3l<i<np/a
p premier

p H P;

i=1
4) J p premier
V1<i<n;p, premier

=3<i<n;p=p

7) Le petit théoréme de Fermat.
Théoréme :Si p est un nombre premier et a un

entier relatif non nul et pas divisible par p alors :
a’* -1 est divisible par p c'est-a-dire a

aP* =1[p]ou encore : a® =a[p]

Preuve : Soient p un nombre premier et k un
entier natureltelque 1<sk<p-1

On a p premier et p > k donc p t k et par suite
p A k =1 d’autre part :
! p(p—l)! _
kck :k p — — Ck 1
» T KI(p—K) (k—1)i(p_k) PP
Donc p/kct, et comme p A k =1 alors d’apres

k
T. Gauss p/C,

Montrons que p/(a+1)" —a® —17?

D’aprés la formule de binbme On a :
(a+1)"=a’+Cla**+C2aP?+..+CPla' +1
Donc (a+1)’ —aP-1=Cla"*+CZa"?+..+Cla’
Et comme p/C{pour1<ks<p-1

Alors : p/(a+1)p —a’-1

Onadonc: (a+1)’ —a? —1=0[p]

donc: (a+1)" -1=a’[p]

Montrons par récurrence sur a (On prend pour le

moment a € N) que a” =a[p] ?

a) Pour a = 0 la propriété est vraie car 0

0=0[p]

b) On suppose que la propriété est vraie pour a

c'est-a-dire a” =a[ p]

c) Montrons que la propriété est vraie pour

(a + 1) c'est-a-dire (a+1)* =a+1[p] ?

On a : d’aprés les questions précédentes

(a+1)° —1=a’[p]Ordaprés H.R: a? =a[p]
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donc: (a+1)’ =a+1[p]

Donc (Va € N)(vp € P)( a® =a[p])
Sia<0alors —a>0:

0 Sip =2on aura a? = (-a)? = (-a) [2]

et —a = a [2] car (2|(a - (-a)) = 2a)

o si p 2 3 alors p estimpaire et (—a)” =-aP et
(-a)® =-a[ p]on en déduit que —a® =-a[p]et
finalement a® =a[p]D’ou le théoréme.
Exemple :Montrons que : (Vn 2 2) : n® =n[30]

Solution : On a : d’apres le petit théoréme de
Fermat : n® =n[5] Donc : 5/n°—n
D'autre part : n°-n=n(n*-1)= n((nz)2 —1)
n*—n=n(n*-1)=n(n-1)(n+1)(n* +1)
Donc 2|n(n — 1) et 3|(n — 1)n(n + 1) et puisque 2
et 3 sont premiers alors 6 = (2 x 3) divise n°—n
Finalement :

5/n° —n

6/n°—n=30=6x5/n°—n

6A5=1
Donc : n® =n[30]
lII) SYSTEMES DE NUMERATION
1) Théoréme et définition
Théoréme : Soit b un entier naturel tel que: b > 1
Chaque entier naturel non nul n s’écrit d’une
facon unique de la forme :
n=ab"+a b " +..+ab' +a,
Ou : les (ai)1<i=n sont des entiers naturels
O<aisb-1etam#0
Preuve :En utilisant la division Euclidienne de n
par b on obtient: n=qib+acou0<ao<b
eSigisbhb-1onsarréteetar=q
esi g1 2 b, On effectue une autre division
Euclidienne de g1 sur b on obtient: g1 = q2b + a1
et par suite :
n =(qz2b + a1)b + ao = q2b?+ a1b + ao.

- Sigz2<b-1ons’arréte etaz = g2
- Sinon on continue le processus
Notation :

Sin=ab"+a, ,b™" +...+ab'+a,on écrit :
n=a,a,,..83,, Cette écriture s'appelle
I'écriture de I'entier n dans la base b

Exemplel : Le nombre n = 2987 s’écrit
n = 2987 1)
Car:n=2x10+9x103+8x 10%+7

Essayons d’écrire n dans la base 6 :
Ona:2987=6x497+5
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497=6x82+5

82=6x13+4

13=6x2+1

2=6x0+2

Donc 2987 =2 x64+1x63+4x62+5%x6+5
n = 21455

Cette succession de divisions Euclidiennes se
représente comme suite :

6
2
2

Exemple2 : soit N =dcbags un entier naturel
montrer que : N=a-b+c—d[11]

Solution :

ona : N=dcha=a+bx10+cx10”+d x10°
etona: 10 5—1[11] et 102 zl[ll] et 10° = —1[11]
Donc : N=a-b+c—d[11]

2) Les opérations dans une base de
numeération

2.1 La somme : On peut effectuer la somme
dans une base donnée b par deux facons
différentes :

a) La décomposition :

2534(7) +63L7) =2x 7° +5x7? +3x 7" +4x 7"+
+6xT7? +3x 7" +1x7°

2534(7) +63L7) =2x7° +11x 7> +6x 7" +5x7°
2534(7) +6317) =3x 73 +4x T2 +6x T +5x7°

2534(7) +63L(7) = 34657,

b) Calcul direct avec le retenu 1

N 2534
2.2 Le produit : 6317
Il est préférable d’effectuer le =3465(7)

produit en utilisant le calcul
direct avec le retenu car la

décomposition risque d’étre “3?
longue : X ﬁfa:
Pour vérifier : 327 x56(s) 2412'-9
=(3x82+2x8+7)x(5x8+

2 2063
= 9890 = 232424
= 23242

2.3 Opérations dans différentes bases :
Pour effectuer des opérations dans différentes
bases on développe les deux nombres dans la
base 10 ; on effectue
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L’opération et on écrit le résultat dans la base
demandée.
Exemple effectuer dans la base 9

6432 x54 (8)

Solution : 64327y x54) =
=(6x73+4x72+3x7+2)x(5%x8+4)
=100188
=1x95+6x94+2x93+3%x92+8x9+0
=1623809)

IV) CRITERES DE DIVISIBILITE DES
NOMBRES 5,25,3,9,11 ET 4

Théoreme :

Soit x un entier naturel non nul tel que :

x=a,10" +a, ,10"" +...+a10"' +a,0u0< a <9;
ona:

1)x=0[5] < a,=00u a,=5

2) x =0 [25] & aa, € {0,25,50,75}

3)x=0[3] = Y az03

i=0

4)xEO[9]<=>Zn:aiEO[9]

5x=0[11] & Z(—l)' a, =0 [11]

i=0
6) x=0[4] < a3,=0[4]
V) LENSEMBLE ZpZOU p EST UN NOMBRE
PREMIER.
Théoréme :Pour tous entiers relatifs non nuls a
etn:aAn=1 3EmeZ)(am=1][n])
Preuve :(=) On suppose que : a An =1, alors
d’prés T. Bézout (3(m, u) € Z?)(ma + un = 1)
Donc : (3(m, u) € Z2)(un =1 — ma)
donc n|ma - 1 et finalement :am = 1 [n]
(<) On suppose que : (Im € Z)(am = 1 [n]) donc
n|(am — 1) donc (3k € Z)(am — 1 = kn)
donc: am - kn =1 et d’apres T. Bézout inverse
aAn=1
Théoreme :Si p est un nombre premier positif

alors tout élément X = 0admet un inverse

dans %Z

Preuve :Soit p un nombre premier positif ; on

pose:E:%Z— 0

XeEe@ae{1,2,...,p-1})/ X=«

(p étant, premier donc p ne divise aucun nombre
de 'ensemble {1,2, ... ,p—1}doupAa=1

Et d’aprés la propriété précédente :

3y € Z*)(ya = 1[p])

donc: Yxa = 1et comme X =¢a donc : y><x 1

VI)Exercices :
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Exercice36 :soit p un nombre premier positif et
aPt-1
p

aeN'et para=1onpose F (a)=

1)verifier que : F (a)eN

2) soit beN" telque: pab=1

Démontrer que : F (ab)=F,(a)+F,(b)[p]
Solution :1)ona: pAra=1et punnombre
premier donc : d’aprés le théoréme de Fermat :

a’*-1=0[p] donc: %"1—1
Donc: F (a)eN

2) d’apres le théoreme de Fermat :
a’*-1=0[p] et b**-1=0[p]

Donc : (ap‘l—l)(bp‘l—l)zo[pzj

Donc : (ab)"" —a"*—b**+1=0[ p’ ]
(
(

Donc : (ab)”" - ( 1)+(bp‘l—l)[p2}
b p-1 p-1
ab) -1.b [p]
p p p
Donc : F, (ab)=F, (a)+F, (b)[p]
Exercice37 :soit neZ on pose :
u, =5n"+7n°+23n

1) Démontrer que : U, =0[5]

Donc :

2) Démontrer que : U, =0[7]
7 5
3)en déduire que :

Solution :1)
on a : 5est un nombre premier donc : d’aprés le

théoréme de Fermat :n° = n[5]
etona: 5n" =0[5] et 7n® =7n=2n[5]
et 23n =3n[5]
donc : u, =5n" +7n° +23n=0[5]
2) on a: 7 est un nombre premier donc : d’aprés
le théoréme de Fermat :n’ = n[7]
etona: 5n" =5n[7] et 7n° =0[7]
et 23n=2n[7] donc u, =7n[5]
donc : U, =0[7]
3)ona: 5/u, et 7/u, et 5A7=1
5x7/u, cad 35/u,

5n’ +7n° +23n

u
L eZ : e
35 donc 35

Donc :

Donc :




7 5
donc : —+n—+@ez
5 35

Exercice38 : Considérons dans Z? I'équation
(E): x*+781=3y*

1)monter que : VxeZ : X' =1[5]ou x* =0[5]
2) monter que : VxeZ : X' +781=2[5]

Ou x*+781=1[5]

3) en déduire les solutions de I'équation(E)
Solution : 1)on a: 5 est un nombre premier
donc : a)si 5 ne divise pas x alors :d’aprés le

théoréme de Fermat : X* =1[5]
b)si 5 divise x alors :d’aprés le théoréme de
Fermat : X' = 0[5]
donc: vxeZ : x*=15]ou x*=0[5]
2)ona:vxeZ : x*=1[5]ou x*=0[5]
Donc: VxeZ : x*+781=2[5]ou x*+781=1[5]
3ona: VyeZ : y*'=1[5]ou y*=0[5]
Donc : 3y* =0[5]ou 3y* =3[5]
Mais on a :

{x4+781=1[5] {x4+781=2[5]
vXeld .

3y* =0[5] 3y* =3[5]

Donc: VxeZ et VyeZ x*'+781=3y*
Donc: S=O
Exercice3d9 :soit dans Z2 I'équation suivante:
(E) : 36x—25y =5
1)montrer que si (x;y) est une solution de
I'équation (E) alors x est un multiple de 5
2)déterminer une solution particuliere de
I'équation (E) et résoudre (E)
3) soit (x;y) une solution de I'équation (E)
Et XAy =d .Déterminer les valeurs possibles
de d et Déterminer les solutions (x;y)de (E)
tel que xAy=1
Solution : 1)(x;y)eS < 36x—25y =5
< 36x=5(1+5Yy) =5/36x
Oronsaitque: 5A36=1
Donc d’'aprés le théoreme de Gauss : 5/x
Donc x est un multiple de 5
Donc: IX' e Z : x=5X
2)déterminons une solution particuliere de
I'équation (E) ?
Ona: 36Xx—25y=5 < 36x5x'-25y=5
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< 36x' -5y =1

On remarque que : (1;7) est une solution
particuliére de I'équation :36x"' -5y =1

Donc : (5;7) est une solution particuliére de
I'équation (E)

(x;y)eS < 36Xx—-25y =5 et 36x5-25x7=5

X

11213 6 9 10
a il B I ~ -

X 1149 411

ol ol
(S RI
||l

[SA NN N

Wl ol
Wil

=36(x—5)=25(y-7)
On a donc : 36/25(y—7)Et puisque : 25A36=1

Alors : 36/y—7 Donc:
IkeZly-7=36k<<3keZly=36k+7

(E)Q{BG(X—S):ZS(y—U
keZly=36k+7

X —5 =25k X =25k +5
{3keZ/y=36k+7 dkeZly=36k+7
Inversement : (25k +5;36k + 7) est solution de
I'équation (E)
Donc S ={(25k +5;36k +7)/k e Z}
3)soit (x;y)e S déterminons : XAy =d
Ona: dkeZl/x=25k+5 et y=36k+7

{d/x
Etona:
d/y

Donc: d=1 oud=5

Si d =5 alors 5/y=7+36k car 5/x

Donc : 7+36k 50[5] cad 2+K 50[5] cadkES[S]
Si d =1 alors kE4[5]oukEZ[5] ouksl[5]
oukEO[S] donc:

k=4+5a ou k=2+4+5¢ ou kK=1+5¢ ou k =5«
Avec: ax e

Donc: (x;y)eS et XAy =1 ssi
(% y) €{(125a +30;180 +43); (125a +55;180 +79);
(1250 +105;180 +151);(125¢ + 5,180 +7); € Z}

c>EIkeZ/{

= d/36x-25y=5

. . _Z
Exercice40: on pose A= 412

1)soit a e A discuter suivant ale nombre de
solutions de I'équation : (E) x* =a dans A

2)soient p et gdeux éléments de A

On considére I'équation : (F) x*—2px+q=0
Montrer que I'équation : (E)admet une solution
ssi p?—q appartient & un ensemble B a
déterminer
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3)application :

a)résoudre dans A I'équation: x*+3x* +4=0 (G)
b)déterminer les nombres entiers naturels b
Tels que : 11 divise 10304,

Solution :1) On Dresse une table comme suite :

I'équation : (E)admet une solution unique dans
A sia=0
I'équation : (E)admet deux solution différentes

2) xe A;(F) x*—2px=(x—p) - p*
x2—2px+q=0<(x—p) =p>—q
I'équation : (F) admet une solution dans A ssi

3) a)résoudre dans A I'équation : x*+3x+4=0
(G)?
X' +32+4=0< X2+3X +4=0 avec : X =x?
<> X*-8X+16=0 car 4=15 et 3=-8
& (X-2) =1ex-4=1ou x-4=10
(G) < X =50u X=3

< x2=5o0u x*=3

<& X=40UX=70UX=50UX=6
Donc : 'ensemble des solutions de (G)est:
S= {1;5;6;?}
3)b)déterminons les nombres entiers naturels b
Tels que : 11 divise 10304 ?
On a: 10304(,) =b* +3b* +4

17 b* +3b%+4=0[11

%0304@) & b7+30%+4=0[11)

ob +3b° +4=0 dans A

@56{1;5;6;?}

<bedU5U6UT <b=11k+r etr €{4;5,6;7}
Et keN

Exercice4l

1) Montrer pour tout entier naturel n, non nul :
n3-n est divisible par 3.

2) Soit p un nombre premier différent de 2,

p-2
démontrer que N = ZZk est divisible par p .
k=0
Solution :
1. Le corollaire du théoréme de Fermat affirme :
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Pour tout entier naturel a et tout nombre premier
p,ona: a=a[p]

Donc a” —a=0[p], c'est a dire a” —aest

divisible par p .
neN*et 3 est un nombre premier
donc n3-n est divisible par 3.
Remarques : on peut aussi justifier par une
factorisation ou un raisonnement par récurrence.
2) N=20+ 21+ 22+  + 2p72
est la somme des ( p—1) premiers termes de la
suite géométrique de raison 2 et de
premier terme 2°=1

1-2°"

1-2

p est un nombre premier différent de 2 donc p
est premier avec 2.
On utilise le théoréme de Fermat: 2P~ 'est
divisible par p
Par suite : N est divisible par p.
Exercice42 :Le corollaire du théoréme de
Fermat affirme :
Pour tout entier naturel a et tout nombre
Premier p, on a: a® =a[p]

La réciproque est-elle vraie ?

C'est a dire si pour tout entier naturel a , on a
a” =a[ p] (avec p entier naturel supérieur ou
égal a 2) alors a-t-on p premier ?

On se propose de donner un contre-exemple.
1. Décomposer 561 en produit de facteurs
premiers.

2. Démontrer que si x est un entier alors, pour
tout neN*, (x"-1) est un multiple de (x-1)

3. Démontrer que a*® —aest divisible par 3 puis
par 11, puis par 17.
4. En déduire que pour tout entier naturel a :

a™ —a=0[561]

Solution :1) 561=3x11x17

2) x"=1=(x=1) (x"+ x"2+ _ + 1)

Si x est un entier alors :

X"+ x"=2+ ___+ 1 est un entier et x—1 est un
entier.

Conséquence : (x"-1) est un multiple de (x-1)
Remarque : on peut aussi effectuer un
raisonnement par récurrence pour justifier le
résultat)

3) %l _g= a(aseo _1)
On considere la décomposition de 560 en produit

de facteurs premiers :560=24x5x7
560 a donc 5x2x2=20 diviseurs de 560

Donc: N = =211




Dse0={1;2;4,5,7,8;10;14,16,20,28,35,40;56,70;80;
140;280;560}

560=2x280 donc : a** =(a?)"

On pose x=a? et n=280

a*® —1est un multiple de a?~1. Donc il existe
K €N tel que: a%%9-1=(a’-1)K

Par suite, a*%1-a=a(a®°-1)

a®®l-a=a(a?-1)K donc a®*®'-a=(a’-a)K

Or a®-a est divisible par 3

Donc, a®%1-a est divisible par 3

a560=(al? )*¢ On pose x=a'? et n=56

a®%9-1 est un multiple de a'0-1.

Donc il existe K ' €N tel que: a®%°-1=(a'®-1)K "
Par suite,a®¢-a=a(a%%-1)

a*®l-a=a(al®-1)K ' donc a*®'-a=(all-a)K'
Or a'l-a est divisible par 11

Donc, a°%1-a est divisible par 11

a560=(316 )35

On pose x=a'® et n=35

a®%9-1 est un multiple de a't-1.

Donc il existe K "eN tel que :
8_560—1:(8.16—1)K "

Par suite a®¢'-a=a(a%°-1)

a®l-a=a(al®-1)K " donc a**-a=(al’-a )K"
Or al’-a est divisible par 17

Donc, a®%1-a est divisible par 17

4) 3; 11 et 17 sont trois nombres premiers donc
premiers entre eux 2 a 2.

a®®1-a est divisible par 3; 11 et 17.

Donc a%%'-a est divisible par 3x11x17=561
Par suite: > —a=0[561]

a™ =a[561] et pourtant 561 n'est pas un

nombre premier.

Donc la réciprogue du corollaire du théoréme de
Fermat n'est pas vraie.

Exercice43 :0On suppose qu'il existe des entiers
naturels non nuls m, n et a tels que:
(4m+3)(4n+3)=4a+1

1) Soit p un nombre premier quelconque
divisant 4 m+ 3.

Montrer que p est impair et que :

p-1
(2a)"-1=(-1) 7 [p]
2) En utilisant le théoréme de Fermat, montrer
que : p=1[4]
3. En utilisant la décomposition de 4 m+ 3 en
facteurs premiers obtenir une contradiction
Solution :1) 4m=0[2]donc 4m+3=3[2]
donc 4m+3=1[2]
4 m+ 3 n'est pas divisible par 2 donc p#2 et donc
p est impair.
p est impair donc p=2 g+ 1 avec geN
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p est un diviseur de 4 m+ 3

4 m+ 3 est un diviseur de 4 a’+ 1

Donc p est un diviseur de 4 a%+ 1

Par suite :4a” +1=0[ p] donc 4a® =—1| p]

donc (2a)” =-1[ p] donc (2a)* =(-1)"[p]

Or, 2g=p-1donc quT_l

p
Onadonc: (2a)’ —1=(-1) 2 [p]
2) Pour pouvoir utiliser le théoreme de Fermat,
on doit vérifier que p et 2a sont premiers entre
eux.
p étant un nombre premier il suffit de vérifier que
p n'est pas un diviseur de 2a.
On suppose que 2a=0[ p]
On a alors 4a’ =0[ p]et donc 4a*+1=1[p]
Or, on a vu dans la question précédente que :
4a*+1=0[p]

Donc p n'est pas un diviseur de 2a et p et 2a
sont premiers entre eux

D'aprés le théoréme de Fermat : (2a)" " =1[p]
Or d'apreés la premiére question :

(2a)" ~1=(-1)’% [p]

-1
On a donc: (—1)p7

Cela signifie que —3 est un nombre pair.

Or g= pT—l Donc g est un nombre pair.

Il existe ' €N tel que g=2 q'

p=2 g+ 1 donc p=4 '+ 1 etdonc : p=1[4]
3) 4 m+3=pip®..p™ =1 p]

P, ; P, ;... P, SONt des nombres premiers

distincts.et a1;a02;...;am sont des entiers naturels
non nuls.
P, ; P, ;....: P, SONt des nombres premiers qui

divisent 4 m+ 3

D'apres la question précédente :

P, 51[4] et p, 51[4] et etp, 51[4]

Donc : p* =1[4] ; p =1[4]... pom =1[4]
Par suite : P p...po" =1[4]

4m+3=1[4]

Or, 4m=0[4] donc : 4m+3=23[4]

Il'y a contradiction, il n'existe pas des entiers
naturels non nuls m, n et a tels que:
(4m+3)(4n+3)=4a+1




Exercice44 :Démontrer que pour tout entier
naturel non nul n on a N=n*3-n est divisible par
13;7;5; 3 et 2.

Solution :

13 est un nombre premier, donc d'apres le
corollaire du théoréeme de Fermat :

n3-n est divisible par 13.

nt3-n=n(nt’-1)

12=22x3 donc :Le nombre 12 a 6 diviseurs
D12={1 ;2 ;3;4,6;12}
n13-n=n(n!?-1)=n(n®-1)(n%+ 1)=(n"-n)(n%+ 1)
7 est un nombre premier, donc d'apres le
corollaire du théoreme de Fermat :

n’-n est divisible par 7.

Par suite, n*3-n est divisible par 7.
n3-n=n(nt?-1)=n[(n*)3-1]

On utilise le résultat de I'exercice précédent :
n[(n%)3-1]est un multiple de n*-1

Donc il existe K €N tel que : (n*)3-1=(n*-1)K
n3-n=n(n*?>-1)= n[(n*)3-1]=n(n*-1) K=(n>-n)K
5 est un nombre premier, donc d'apres le
corollaire du théoreme de Fermat : n>-n est
divisible par 5. Par suite, n'3-n est divisible par 5
nt3-n=n(n'?-1)=n[(n?)%-1]

On utilise le résultat de I'exercice précédent :
(n?)8-1 est un multiple de n?-1 .

Donc il existe K ' €N tel que : (n?)f-1=(n’-1) K
n3-n=n(n*?-1) =(n3-n) K"

3 est un nombre premier, donc d'apres le
corollaire du théoreme de Fermat : n3-n est
divisible par 3.

Par suite, n*3-n est divisible par 3.
n'3-n=n(n'?-1)

On utilise le résultat de I'exercice précédent :
n'2-1 est un multiple de n—1

Donc il existe K" €N tel que: n*?>-1=(n-1)K "
nt3-n=n(n*?>-1)=n(n-1)K "=(n>-n)K "

2 est un nombre premier, donc d'apreés le
corollaire du théoreme de Fermat : n>-n est
divisible par 2.

Par suite, n*3-n est divisible par 2.

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs

et exercices

Que l'on devient un mathématicien
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