3eme - Géométrie dans I'espace

Extrait du programme de la classe de 3°™° :

CONTENU

COMPETENCES EXIGIBLES

COMMENTAIRES

Sphere

Problemes de sections
planes de solides

- Savoir que la section d’'une sphere
par un plan est un cercle.

- Savoir placer le centre de ce cercle
et calculer son rayon connaissant le
rayon de la sphere et la distance du
plan au centre de la sphere.

- Représenter une spheére et certains
de ses grands cercles.

- Connaitre la nature des sections
du cube, du parallélépipede rectangle
par un plan parallele a une face, a une
aréte.

- Connaitre la nature des sections de
cylindre de révolution par un plan
parallele ou perpendiculaire a son
axe.

- Représenter et déterminer les sec-
tions d'un cone de révolution et
d’une pyramide par un plan parallele
ala base.

On mettra en évidence les grands
cercles de la spheére, les couples de
points diamétralement opposés.

On examinera le cas particulier ou le
plan est tangent a la sphere.

On fera le rapprochement avec les
connaissances que les éleves ont déja
de la sphere terrestre, notamment
pour les questions relatives aux mé-
ridiens et aux paralleles.

Des manipulations préalables (sec-
tions de solides en polystyréne par
exemple) permettent de conjecturer
ou d’illustrer la nature des sections
planes étudiées.

Ce sera une occasion de faire des cal-
culs de longueur et d’utiliser les pro-
priétés rencontrées dans d’autre ru-
briques ou au cours des années anté-
rieures.

A propos de pyramides, les activités
se limiteront a celles dont la hauteur
est une aréte latérale et aux pyra-
mides régulieres qui permettent de
retrouver les polygones étudiés par
ailleurs.
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25.1 Sphere et boule; section d’une sphere par un plan

— Définitions
Si O est un point de I'espace et R est un nombre positif donné :
* Lasphere de centre O et de rayon R est'ensemble des points de I’espace situés a une distance de O
exactement égale a R.
¢ La boule de centre O et de rayon R est 'ensemble des points de I’espace situés a une distance de O
inférieure ou égale a R.
e Un grand cercle d'une sphére de centre O et de rayon R est un cercle de centre O et de rayon R.

A, B, C sont des points de la sphere, et O est
le centre de cette sphere, qui a pour rayon
R=0A=0B=0C.

Le segments [NS] est un diametre de la
sphere.

Deux grands cercles de la sphere sont tracés
ici, dont I'un d’eux a pour diametre [N S]

S
Si on imagine que cette sphere représente le globe terrestre, alors les points N et S seraient les péles Nord

et Sud; le grand cercle qui passe par les deux poles serait un méridien, et I’autre grand cercle (situé dans
un plan perpendiculaire a I'axe des poles) serait I'équateur. Tout point de la surface du globe terrestre est
repéré par deux nombres, appelés longitude (calculée par rapport a un méridien bien particulier, celui de

Greenwich) et latitude (calculée par rapport a I'équateur) : voir par ailleurs.

Propriétés

Aire d’'une sphere, volume d’une boule
Si R est un nombre positif donné : * Laire d'une sphére de rayon R est égale a 47R?.

4
¢ Le volume d'une boule de rayon R est égal a gnR3.

Exemples :

— Laire d’une sphere de rayon 7 cm est égale & : 4 x ¥ x 7% = 1967 =~ 616 cm?

— le volume de la boule de méme rayon 7 cm est égal a : % xwx73= % x 71 ~ 1437 cm®
Propriété

La section d'une sphere par un plan est un cercle.

Plus précisément, considérons une sphere de centre O et de rayon R.
On se donne un plan &2, et on appelle [IVS] le diameétre de la sphere perpendiculaire au plan £2. Enfin, soit
H le point d’'intersection de (NS) et de 2.
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On dit que OH est la distance du centre O au plan 22. Plusieurs cas se présentent, selon la valeur de la dis-

tance OH :

> ‘ lorsque 0 < OH <R ‘, la section de la sphere
de centre O et de rayon R par le plan & est un
cercle de centre H. Pour tout point M de ce
cercle, le triangle HOM est rectangle en H.

Calculons le rayon r de ce cercle en ap-
pliquant le théoreme de Pythagore dans le
triangle HOM rectangle en H :

OM? = HO?* + HM? soit R* = HO? + r?

donc r=vVR?-0H?

Exemple:

Soit . la sphere de centre O et de rayon
R = 5 cm coupée par un plan & tel que
OH = 3 cm. La section obtenue est le cercle

de centre H et de rayon r = 4 cm, car
r=VR?2-—0H?=Vv52-32=16=4.

> ‘ lorsque OH =0

Fig.1:casou0<OH<R

, le cercle de section a méme centre O et méme rayon que la sphere : c’est

alors un grand cercle de la sphere, il partage la sphere en deux hémi-

spheres (voir Fig. 2)

> ‘ lorsque OH =R

\ le cercle de section a pour rayon 0 : il est réduit a un point. On dit que le

plan &7 est tangent a la sphere en S (voir Fig. 3).

> ‘ lorsque OH > R

Fig.2:casou OH =0

\ le plan £2 ne coupe pas la sphere.

/

Fig.3:casou OH =R
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25.2 Section d’'un cube, d’'un pavé, d’un cylindre par un plan

Propriété Propriété
La section d'un cube par un plan parallele a La section d'un cube par un plan parallele a
une face est un carré : une arete est un rectangle :
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Propriété Propriété
La section d'un pavé par un plan parallele a La section d'un pavé par un plan parallele a
une face est un rectangle : une aréte est un rectangle :
T (T J
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Propriété

La section d'un cylindre par un plan parallele
a la base est un cercle de méme rayon que le

cercle de base :

Propriété

La section d'un cylindre par un plan parallele
al’axe est un rectangle :

25.3 Section d’une pyramide, d’'un cone par un plan

Propriété

La section d'un cone par un plan parallele a la

base est un

cercle :

Voici la section d'une pyramide par un plan
parallele a la base :

Ce cercle de section est une réduction du cercle

de base; le coefficient de réduction k est égal a

— A0
k=95

Le rayon de ce cercle de section est alors égal a

kxR

Le polygone de section A'B’'C'D’ est une réduc-
tion du polygone de base ABCD; le coefficient
de réduction k est égal a k = %—‘g = EE—%’ =....

Les longueurs des cotés de ce polygone de sec-
tion sont alors égales a celles des cotés du poly-
gone de base, multipliées par k : A'B’ = k x AB,
etc.
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