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 ربع  ساعات مدة إنجاز الموضوع هي أ. 

  مستقلة فيما بينها خمسة تمارين يتكون الموضوع من. 

 يمكن إنجاز التمارين  حسب الترتيب الذي يرغب فيه المترشح. 

 

                              

 (ن3)............................بالحسابيات علقالتمرين الأول يت -                               

 (ن3.3......................)التمرين الثاني يتعلق بالبنيات الجبرية -                               

 (ن3.3)......................التمرين الثالث يتعلق بالأعداد العقدية -                               

 (ن8)..............................بالتحليل تمرين الرابع يتعلقال -                               

 (ن2)...........................التمرين الخامس يتعلق بالتحليل  -       

           

 

 

 كيفما كان نوعها  لا يسمح باستعمال الآلة الحاسبة

 يسمح  باستعمال اللون الأحمر بورقة التحريرلا 
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 الصفحة

 (نقط 3):التمرين الأول
 

من  nلكل 
31n.......333:       نضع  ¥*

n رة م

a                 ) n  3مرة الرقم( 

 .             أوليان  2aو  1aتحقق أن  العددين  -1  5.3

5.3 
من  nبين أن لكل   -2  

*¥             :13 7 10n
na   

5..3 
:      ¥من  kبين أن لكل   -3   30 210 7 31k         

]:       ¥من  kبين أن لكل   -4   3..5 ]30 13 0 31ka + ؛
     

30يقسم  31،  ثم استنتج أن  1ka +                                          

5.3 
من  nلكل  بين أنه -3 

]إذا كان   ، ¥* ]1 30n 31   فإن المعادلة      ؛ 1na x y+ لا تقبل حلولا في     =
2¢   

 (ةنقط 3.5:)التمرين الثاني 

 

نذكر أن , ,  أن  و جسم تبادلي  2 , ,M     صفرهاحلقة واحدية
0 0

0 0
O

 
  
 

 

 وحدتها و 
1 0

0 1
I

 
  
 

  

: نضع ،من  bو aلكل ,
a a b

M a b
b a b

 
  

 
: ونعتبر المجموعة       2, / ,E M a b a b   

زمرة جزئية للزمرة  Eبين أن -1 5.3  2 ,M . 

حسب  ا -2 3..5
2J J J= : حيث  ´

1 1

0 1
J

ِ و
÷ç= ÷ç ÷ç ÷è ّ

جزء غير مستقر من   Eثم استنتج أن     2 ,M  

 

نعرف على  -3 2M  قانون التركيب الداخلي   بما يلي  :A B A N B     حيث :
1 1

0 1
N

 
  
 

   

من ونعتبر التطبيق
*

نحو  2M  غير منعدمالذي يربط كل عدد عقديa ib  (a  وb عددان حقيقيان ) 

بالمصفوفة  ,M a b . 

من تشاكل   بين أن ( أ     5.3 *,نحو  2 ,M   

:  نضع(  ب     5.23 *E E O .  بين أن : * *E   

بين أن ( ج     5.3 ,E زمرة تبادلية. 

):   بين أن -4 5.3 )A B C A B A C          3, ,A B C E   

استنتج مما سبق أن  -3 5.3 , ,E  جسم تبادلي. 
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 الصفحة

 (نقط 3.3):التمرين الثالث

 
ممنظم و مباشر ى العقدي منسوب إلى معلم متعامد المستو    , ,O u v  . 

0 :عددا حقيقيا بحيث ليكن    
2 4

,
p p

q
é ù ى üï ïï ïê ْ- ‎خ ي

ï ïê ْ ï ïë û î ‎
 

   :المعادلة التالية نعتبر في المجموعة -1  2 22 0i iE z e z e      

)تحقق أن مميز المعادلة (أ    5.23 )E هو :  ( )
2

2 iie qD = 

)حلي المعادلة  2zو  1zاكتب على الشكل المثلثي ( ب   3..5 )E  في المجموعة . 

 

و  -1و  1التي ألحاقها على التوالي Aو2Tو1TوJوIنعتبر النقط  -2
4

i

e

p
q
ِ ç÷و + ÷ç ÷÷çè ّ

و  
4

i

e

p
q
ِ ç÷و - ÷ç ÷÷çè ّ

2و   ie q
 

بين أن المستقيمين ( أ   5.3 OA و 1 2TT  متعامدان. 

]منتصف القطعة Kليكن (ب  5.23 ]1 2TT  . بين أن النقطOوKوA مستقيمية . 

استنتج أن المستقيم (ج   5.23 OAهو واسط القطعة [ ]1 2TT. 

 
و قياس زاويته  1Tالدوران الذي مركزه rليكن  -3

2

p
  

 . rان اعط الصيغة العقدية للدور(أ     5.23

2:  هوrبالدوران  Iصورة النقطة Bلحق النقطة  تحقق أن (ب     5.3 ib e iq= +  

بين أن المستقيمين (ج     5.23 IJ و AB  متعامدان. 

)التي  متجهتها   بالإزاحة Aصورة النقطة Cحدد لحق النقطة -4 5.23 )v-
r

  

]هي منتصف القطعةAبين أن النقطة  -3 5.23 ]BC. 

 
 

 (نقط 8) :لتمرين الرابعا

 I-  نعتبر الدالةf المعرفة على[ [0,+                   :  بما يلي ¥
( )

( )

2

ln
; 0

1

0 0

x x
f x x

x

f

ى -ïï = >ïï ي+
ïï =ïïî

    

]متصلة على المجالfبين أن الدالة (أ -1  5.3 [0,+ ¥  

)أدرس إشارة (ب    5.23 )f x  على المجال[ [0,+ ¥ 

: بين أن(أ -2 5.23   * 1
x f f x

x


 
    

 
        

[شتقاق على المجال قابلة للاfبين أن الدالة ( ب    5.23 [0,+ ¥ 
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 الصفحة

:  بين أن( ج   5.3    0,1 ' 0f     

:   استنتج أن(د   5.3
1

' 0f


 
 

 
 

 
II-  نعتبر الدالةFالمجال المعرفة على [ [0,+ ):   بما يلي ¥ ) ( )

0

x

F x f t dt=  ٍ  

)ليكن  )Cالمنحنى الممثل للدالةF  ممنظمفي معلم متعامد. 

:    تحقق أن(أ -1 5.3  
2

2

1
1, 1

2 1

t
t

t
    


  

1 

:بين أن(ب   
 

            
2 21 1

1, 1 ln 1 ln
2 4

x F x F x F x          

:   لاحظ أن)                        
2

1

20 1

ln

1

x t t
F x f t dt dt

tt
  


       ) 

1 
أحسب ( ج    lim

x
F x


و   

 
lim

x

F x

x
 .ثم اعط تأويلا هندسيا للنتيجة المحصل عليها

]قابلة للاشتقاق على المجال  Fبين أن الدالة (أ -2 5.3 [0,+ ثم أحسب  ¥ F' x  

]على المجال Fأدرس  تغيرات الدالة (ب    5.23 [0,+ ¥  

5.3 III-1- بين أن ( أ  :  
1

0, lnt t t
e

           

0.25 
: بين أن (ب         

1
0,t f t

e
    

0.25 
[: استنتج أن(ج      [( ) ( )0,x F x x" خ + ¥ <    

)نعتبر  المتتالية العددية  -2  )
0n n

u
³

[:المعرفة بما يلي  [0 0,1u )و  خ ) ( )1n nn u F u+" خ =¥ 

):   بين أن( أ    5.3 ) ] [0,1nn u" خ   ¥خ

)بين أن المتتالية ( ب    5.3 )
0n n

u
³

 .تناقصية قطعا ثم استنتج أنها متقاربة  

limحدد (  ج   5.3 n
n

u
® + ¥
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 (نقط 2:)التمرين الخامس 

 

]المعرفة على   gنعتبر الدالة العددية   [0,+         :  بما يلي ¥
( )

( )

1

2

1
; 0

0 0

xg x e x
x

g

ïïى- = >ïï
ي
ïï =ïïî

  
 

]متصلة على المجال  gبين أن الدالة  -1 5.3 [0,+ ¥ 

]من المجال xلكل عدد حقيقي  -2  [0,+ )، نضع  ¥ ) ( )
1

x
L x g t dt=  ٍ  

]متصلة على المجال  Lبين أن الدالة(أ     5.23 [0,+ ¥ 

5.23 
)أحسب (ب     )L x 0من أجلx> 

)أحسب (ج     5.3 )
0

lim
x

L x
+®

)ثم استنتج قيمة   )0L 

:    نضع 1أو يساوي  من أكبر  nعدد صحيح طبيعيلكل  -3 

1

0

1 p n

n

p

p
s g

n n

= -

=

ِ و
÷ç= ÷ç ÷çè ّ

 . ه

)بين أن المتتالية      5.3 )
1n n

s
³

 .نهايتها حددثم متقاربة  

 انتهى       
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  التمرين ا�ول
; 333...31n

n

n a∗

×

∈ =ℕ ���   

 أوليان  2aو  1aلنتحقق من أن  )1

1لدينا  31a   عدد أولي  31و  =

2لدينا             331a                 ) 17و 13 – 11 – 7 – 5 – 3 – 2( / يقبل القسمة على ا+عداد ا+ولية التي مربعھا أصغر منه أي  331و  =

عدد أولي                              331إذن 
 

1a   2وa عددان أوليان  

           

) لنبين أن)  2      ) 1;3 7 10n
nn a∗ +∀ ∈ + =ℕ                                                             

):لدينا            ) ( )2 2;a 1 3 10 3 10 ... 3 10 1 3 10 10 ... 10n n
nn ∗∀ ∈ = + × + × + + × = + + + +ℕ   

)و    )
1

2 1 10 10 10
;10 10 ... 10 10

1 10 9

n n
nn

+
∗ − −∀ ∈ + + + = × =

−
ℕ   إذن( )

1 110 10 10 7
;a 1

3 3

n n

nn
+ +

∗ − −∀ ∈ = + =ℕ   

)و منه  ) 1;3 7 10n
nn a∗ +∀ ∈ + =ℕ  

                                              

( ) 1;3 7 10n
nn a∗ +∀ ∈ + =ℕ  

                                                       
) لنبين أن   )3 ) [ ]30 2;10 7 31kk +∀ ∈ ≡ℕ   

210) 2لدينا حسب  7 3 31− = ]إذن   × ]210 7 31≡   

]و لدينا  ] [ ] [ ] [ ] [ ]2 3 6 30 3010 7 31 10 70 8 31 10 64 2 31 10 32 1 31 10 1 31k≡ ⇒ ≡ ≡ ⇒ ≡ ≡ ⇒ ≡ ≡ ⇒ ≡   

و أخيرا 
[ ]
[ ]

[ ]
2

30 2

30

10 7 31
10 7 31

10 1 31
k

k

+
 ≡

⇒ ≡
≡

   

                                         
 

( ) [ ]30 2;10 7 31kk +∀ ∈ ≡ℕ  

                               
)لنبين أن       )4 ) [ ]30 1;3 0 31kn a +∀ ∈ ≡ℕ   30يقسم  31ثم لنستنتج أن 1ka +  

ℕ ,30  من   kلكل    1k ∗+ ∈ℕ  30  )  2إذن حسب 2
30 13 7 10 k

ka +
+ + ])3و حسب  = ]30 210 7 31k + ≡      

]       إذن  ]30 13 7 7 31ka + + ]        و منه    ≡ ]30 13 0 31ka + ≡    

30يقسم  31  و بما أن  13 ka 31 و  + 3 1∧ 30يقسم   31فإن حسب مبرھنة كوص   = 1ka +    
  

 

( ) [ ]30 1;3 0 31kn a +∀ ∈ ≡ℕ  31 30 يقسم 1ka +  

  
31لنبين أن المعادلة    )5 1na x y+   2ℤ/ تقبل حلول في  =

)لدينا     ) [ ]; 1 30 ; 30 1n n k n k∗ ∗∈ ≡ ⇒ ∃ ∈ = +ℕ ℕ  

31أي أن  naيقسم  31) 4و منه  حسب السؤال  31na ∧ 31و ھذا يعني ان المعادلة  = 1na x y+    2ℤ/ تقبل حلول في  =

31ھو  2ℤالشرط ال8زم لكي تقبل ھذه المعادلة حلول في (                  1na ∧ =(  

                     
31المعادلة  1na x y+  2ℤ/ تقبل حلول في  =

        
  )1(الصفحة                                                                            
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  التمرين الثاني

 ( ) ( ){ }2, / ;E M a b a b= ∈ℝ  و( ) ( )2, ; ,
a a b

a b M a b
b a b

− 
∀ ∈ =  + 

ℝ   

)زمرة جزئية للزمرة  Eلنبين أن   )1 )( )2 ,M +ℝ  

          
( )1,0I M E E= ∈ ⇒ ≠ ∅i   

( ) ( )( )( ) ( ) ( )2, , , ; , ,
a a b c c d

M a b M c d E M a b M c d
b a b d c d

− −   
∀ ∈ − = −   + +   
i   

                                                               

( ) ( )
( ) ( ) ( ),

a c a c b da c a b c d
M a c b d E

b d a c b db d a b c d

− − − − − − − + 
= = = − − ∈   − − + −− + − −   

   

  : و منه  حسب الخاصية المميزة للزمرة الجزئية نستنتج أن 

E  زمرة جزئية للزمرة( )( )2 ,M +ℝ  

2لدينا  )2 1 1 1 1 1 2

0 1 0 1 0 1
J

     
= × =     
     

1و      0 2+ )إذن     ≠ )1,0J M E= 2Jو ∋ E∉   نستنتج أن: 

   

E  من  جزء غير مستقر( )( )2 ,M ×ℝ 

 

)تشاكل من  ϕلنبين أن ) أ )3 ),∗ ×ℂ  نحو( )( )2 ,M ∗ℝ  

لدينا

( ) ( )( ) ( ){ }( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
2, , , 0,0 ; ,a b c d a bi c di ac bd i ad bc M ac bd ad bcϕ ϕ∀ ∈ + × + = − + + = − +ℝ ∖   

  و لدينا                        

                                             ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1
, ,

0 1

a a b c c d
a bi c di M a b M c d

b a b d c d
ϕ ϕ

− − −     
+ ∗ + = ∗ = × ×     + +     

     

                                                                                                                                                                                                  

                 ( ),
ac bd ac ad bc bd

M ac bd ad bc
ad bc bc bd ac ad

− − − − 
= = − + + − + + 

 
a b c c d

b a d c d

− −   
= ×   +   

       

  

)إذن  ) ( )( ) ( ){ }( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2, , , \ 0,0 ;a b c d a bi c di a bi c diϕ ϕ ϕ∀ ∈ + × + = + ∗ +ℝ
   

  و منه

ϕ  تشاكل من( ),∗ ×ℂ  نحو( )( )2 ,M ∗ℝ  

  

)لنبين أن ) ب ) Eϕ ∗ ∗=ℂ  حيث{ }\E E O∗ =                                 

):لدينا ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 0,0 ,M a b E a b a bi a bi M a bϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗∈ ⇔ ≠ ⇔ + ∈ ⇔ + ∈ ⇔ ∈ℂ ℂ ℂ    

)إذن         ) ( ) ( ), ,M a b E M a b ϕ∗ ∗∈ ⇔ ∈ ℂ    و منه:  

  
( ) Eϕ ∗ ∗=ℂ  

  

)لنبين أن )  ج ),E∗      زمرة تبادلية  ∗

)لدينا  ),∗ ×ℂ   زمرة تبادلية و ϕ  تشاكل من( ),∗ ×ℂ  نحو( )( )2 ,M ∗ℝ  إذن( )( ),ϕ ∗ ∗ℂ زمرة تبادلية و لدينا( ) Eϕ ∗ ∗=ℂ    

  
  ) 2( الصفحة                                                                            

  

https://motamadris.ma/
https://inscription.ma/


  ي المغازلي:ذ                            2014ثانوية محمد الخامس التاھيلية بالصويرة                     تصحيح ا�متحان الوطني الموحد الدورة العادية 
  )ب(و ) أ( -شعبة العلوم الرياضية –مادة الرياضيات                                                                   

 

نستنتج أن 
 ( ),E∗   زمرة تبادلية  ∗

  

)لدينا  )4 )( ) ( ) ( )3, , ,A B C E A B C A N B C A N B A N C A B A C∀ ∈ ∗ + = × × + = × × + × × = ∗ + ∗  

إذن    
 ( )( ) ( )3, , ,A B C E A B C A B A C∀ ∈ ∗ + = ∗ + ∗  

  
)لنستنتج مما سبق أن  )5 ), ,E +  .جسم تبادلي ∗

)) 1لدينا حسب  ),E )) ج) 3و لدينا حسب  Oزمرة وحدتھا  + ),E∗    +توزيعى على القانون  ∗القانون ) 4زمرة تبادلية كما لدينا حسب  ∗

أن                            نستنتج
 ( ), ,E +   جسم تبادلي ∗

  التمرين الثالث

)لنتحقق من أن مميز المعادلة ) أ )1 )E  ھو( )2

2 iie θ∆ =  

):لدينا  ) 2 2: 2 0i iE z ie z eθ θ− + )إذن  = ) ( )2 2
2 2 2 22 4 2 4 2 2i i i i i ie e e e e ieθ θ θ θ θ θ∆ = − = − = − =   

و منه                              
 

( )2

2 iie θ∆ =  

  
  على الشكل المثلثي  2zو  1zلنكتب الحلين ) ب

∆0بما أن  )فإن للمعادلة   ≠ )E   حلين مختلفين ھما:[ ]1

2 2
1, 1, 1,

2 4 4

i ie ie
z

θ θ π πθ θ−    = = − × = −      
   

]و                                                                  ]2

2 2
1, 1, 1,

2 4 4

i ie ie
z

θ θ π πθ θ ++    = = × =      
               و منه    

 2 1,
4

z
π θ = +  

1 و     1,
4

z
π θ = −  

   

  
)لنبين أن المستقيمين) أ )2 )OA  و( )1 2TT   متعامدان: 

)لدينا  ) ( )
( ) ( )1 2

1 2, 2
aff TT

OA TT Arg
aff OA

π
 
 ≡ ≡
 
 

			

			
 			


			
و   
4 4 2 sin

4 1,
22 2

i i

i

ie e
i

e

π πθ θ

θ

π
π

   − +   
    −−  = = − = −  

  

)  إذن  ) ( )1 2, 2
2

OA TT
π π≡ −

			
 			

1أي أن   2OA TT⊥

			
 			

   و منه             

)المستقيمين  )OA  و( )1 2TT متعامدين  

  
O,لنبين أن النقط ) ب A  وK مستقيمية   

)لدينا    ) ( )
( ) ( ), 2

aff OK
OA OK Arg

aff OA
π

 
 ≡
 
 

			

			
 			


			
و  
( )
( )

4 4 cos 1 14 ,0
2 22 2 2

i i

i

aff OK e e

eaff OA

π πθ θ

θ

π   − +   
   +  = = = =   

			


			
  

) إذن  ) ( ), 0 2OA OK π≡
			
 			


OAالمتجھتين إي أن  
			


OKو  
			


  مستقيميتين و منه              

  مستقيمية Kو  Aو  Oالنقط 
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)لنستنتج أن المستقيم ) ج )OA  ھو واسط القطعة[ ]1 2TT   

)لدينا  )OA  عمودي على( )1 2TT  و لديناK  منتصف القطعة[ ]1 2TT  و( )K OA∈   

نستنتج أن              
 ( )OA  ھو واسط القطعة[ ]1 2TT  

   
  rالصيغة العقدية  للدوران ) أ )3

'لدينا  4 42
i ii

z e e z e
π ππθ θ   + +   

   
 

− = − 
 
 

يكافئ  
3

' 4 4
i i

z iz e e
π πθ θ   + +   

   = + 'يكافئ + 2 iz iz e θ= + 

 ھي   rالصيغة العقدية للدوران
' 2 iz iz e θ= +  

 

2ھو  rبالدوران  Iصورة النقطة  B لنتحقق من أن لحق النقطة) ب 1ib e θ= +   

1لدينا  2 2i ib i e e iθ θ= × + =  و منه  +

2 1ib e θ= +  
  

)لدينا ) ج ) ( )
( ) ( ), 2

aff AB
IJ AB Arg

aff IJ
π

 
 ≡
 
 

			

		
 			


		
و  
2 1

,
2 2 2 2

ib e iθ π− −  = = − −  
  

)  إذن  ) ( ), 2
2

IJ AB
π π≡ −

		
 			

  و بالتالي      إي أن   

)المستقيمين )AB  و( )IJ  متعامدين  

  

)لدينا  )4 ) 2 2i i
C Cv

t A C AC v z e i z i eθ θ
− = ⇔ = − ⇔ − = − ⇔ = − +


			
 

  

−vبا�زاحة ذات المتجھة  Aصورة النقطة   Cو منه لحق النقطة 



ھو   
 

2 i
Cz i e θ= − +  

  

لدينا  )5
2 2

2
2 2

i i
iC B

A

z z i e i e
e z

θ θ
θ+ − + + += = =  

 إذن 

A   ھي منتصف القطعة[ ]BC  

   التمرين الرابع

 ( I   f  الدالة المعرفة على[ :كما يلي  ∞+,0]
( )

( )
2

ln
; 0

1
0 0

x x
f x x

x
f

− = > +
 =

   

[متصلة على  lnالدالة ) أ )1 و الدالة  ∞+,0]
21

x
x

x

−
+

[و بالخصوص على)  ℝدالة جدرية معرفة على ( ℝمتصلة على  ֏ [0,+∞ 

[متصلة على  fإذن الدالة    )جداء دالتين متصلتين( ∞+,0]

): 0على اليمين في  fلندرس اتصال  ) ( )20 0

ln
lim lim 0 0

1x x

x x
f x f

x+ +→ →

−= = =
+

+ن (   
0

lim ln 0
x

x x
+→

= (  

 0متصلة على يمين  fإذن 
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Ammarimaths 

f  متصلة على]   نستنتج أن 0و متصلة على يمين  ∞+,0]

f  متصلة على المجال[ [0,+∞  

  
]على المجال  fلندرس إشارة ) ب [0,+∞  

)لدينا  )0 0f 0xو لكل  = )إشارة  < )f x  ھي عكس إشارةln x  ومنه جدول إشارة( )f x كما يلي:  

  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

  :لدينا ) أ )2

 

( ) ( )2

2

1 1
ln1 ln ln

;
1 1 11

x x xx xx f f x
x xx

x x

∗
+

−
 ∀ ∈ = = = = −  +  + +

ℝ

  
ومنه  

 ( ) ( )1
;x f f x

x
∗
+

 ∀ ∈ = − 
 

ℝ

  
 

[قابلة لBشتقاق على  fلنبين أن الدالة ) ب [0,+∞   

[قابلة لBشتقاق على  lnالدالة  و الدالة ∞+,0]
21

x
x

x

−
+

[و بالخصوص على  ℝقابلة لBشتقاق على  ֏ [0,+∞  

[قابلة لBشتقاق على fإذن الدالة    )كجداء دالتين قابلتين لBشتقاق على ھذا المجال(∞+,0]

  

[من المجال αلنبين أنه يوجد) ج )يحقق  0,1] )' 0f α =  

]متصلة على المجال  fالدالة  [و قابلة لBشتقاق على المجال  0,1[ )وتحقق  0,1] ) ( )0 1f f=  إذن حسب مبرھنة رول يوجد على ا+قل عنصرα 
[من المجال  )يحقق  0,1] )' 0f α   إذن  =

                                                          
 

] [( ) ( )'0,1 ; 0fα α∃ ∈ =   

  

'لنستنتج أن ) د 1
0f

α
  = 
 

   

[بما أن  [0,1α [فإن   ∋ [1
1,

α
∈ قابلة ل8شتقاق عند   fإذن  ∞+

1

α
   

)) أ) 2ولدينا حسب  ) ( ) 1
,x f x f

x
∗  ∀ ∈ = −  

 
ℝ  نستنتج أن( ) ( )' '

2

1 1
,x f x f

x x
∗ − ∀ ∈ = − × 

 
ℝ  

)و منه  ) ( )' '
2

1 1
,x f f x

x x
∗  ∀ ∈ = × 

 
ℝ    إذن( )' '

2

1 1
0f f α

α α
  = = 
 
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Ammarimaths 

 و منه

  
 

 

( II F  دالة معرفة على المجال [ ): ب ∞+,0] ) ( )
0

x
F x f t dt= )و  ∫ )C مبيانھا في معلم متعامد ممنظم.  

] لنتحقق من أن) ا  )1 [( )
2

2

1
1, ; 1

2 1

t
t

t
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

+
  

]لدينا  [( )
2

2 2 2 2
2

1
1, ;0 1 1 2 1

2 1

t
t t t t t

t
∀ ∈ +∞ ≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤

+
   

و منه                                 
 

[ [( )
2

2

1
1, ; 1

2 1

t
t

t
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

+
  

  

]لنبين أن ) ب [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1
1, , 1 ln 1 ln

2 4
x F x F x F x∀ ∈ +∞ − ≤ ≤ −   

  :انط8قا من المتفاوتة المزدوجة السابقة لدينا ا/ستلزامات  المتوالية التالية

[ [( )
( )

ln
02 1

2 2 21 1 1

1 1 ln ln ln 1 ln ln ln
1, ; 1

2 1 2 1 2 1

t
xt x x xt t t t t t t t t

t dt dt dt
t t t t t t t

 >  ≥      ∀ ∈ +∞ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤     + + +    
∫ ∫ ∫  

و حيث أن 
( ) ( )2 2

1

1

ln lnln

2 2

x

x t xt
dt

t

 
= = 
  

]فإن  ∫ [( ) ( ) ( )2 2

21

ln lnln
1, ;

2 1 4

xx xt t
t dt

t
∀ ∈ +∞ − ≤ − ≤ −

+∫   

)وبعد إضافة  )1Fصل على حالمزدوجة ا+خيرة نطراف المتفاوتة إلى أ

[ [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

21

ln lnln
1, ;F 1 1 1

2 1 4

xx xt t
t F dt F

t
∀ ∈ +∞ − ≤ − ≤ −

+∫  

)و بم8حظة أن  ) ( ) ( ) ( ) ( )1

21 0 1 0

ln
1

1

x x xt t
F dt f t dt f t dt f t dt F x

t
− = + = =

+∫ ∫ ∫   :نحصل على المطلوب ∫

[ [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1
1, , 1 ln 1 ln

2 4
x F x F x F x∀ ∈ +∞ − ≤ ≤ −  

  

)الحساب و التأويل الھندسي للنھايتين ) ج )lim
x

F x
→+∞

و  
( )

lim
x

F x

x→+∞
  

  لدينا حسب خاصيات النھايات و الترتيب 

         
[ [( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2

2

1
1, , 1 ln

4 lim
1

lim 1 ln
4

x

x

x F x F x
F x

F x
→+∞

→+∞

 ∀ ∈ +∞ ≤ −
⇒ = −∞

 − = −∞


   

 
[ [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2

2 2

1 ln 1 ln1 1
1, ,

2 4 lim 0
1 ln 1 ln1 1

lim lim 0
2 4

x

x x

F x F x F x
x

F xx x x x x
xF x F x

x x x x

→+∞

→+∞ →+∞


∀ ∈ +∞ − ≤ ≤ −


⇒ =

 − = − =

   

 خ8صة 

( )lim
x

F x
→+∞

=  و ∞−
( )

lim 0
x

F x

x→+∞
)إذن = )C  ا+فاصيل بجواريقبل فرعا شلجميا في إتجاه محور+∞   
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Ammarimaths 

 

]على المجال  Fقابلية اشتقاق الدالة  ) أ )2 و حساب  ∞+,0]
'F  

]متصلة على المجال  fبما أن  ]قابلة ل8شتقاق على المجال  Fو منه  0ھي أصليتھا التي تنعدم عند  Fفإن  ∞+,0] [0,+∞  

]و لدينا  [( ) ( ) ( )'0, ;x F x f x∀ ∈ +∞ =   

F  قابلة ل8شتقاق على المجال[ ]و لدينا  ∞+,0] [( ) ( ) ( )'0, ;x F x f x∀ ∈ +∞ =  

)من الجزء ا+ول أن ) أ) 1نعلم حسب ) ب     ) 0f x [على المجال  < )و  0,1] ) 0f x [على المجال  > [1,+∞  

  كما يلي  Fإذن جدول تغيرات الدالة 
+∞                          1            0  x   

                              ( )1F        

  
  
  −∞                                    0                              

  
 

( )F x

   

( III  1 (لنبين أن) أ ] [( ) 1
0, ; lnt t t

e
∀ ∈ + ∞ − ≤   

[نضع  [( ) ( )0, ; 1 . lnt t e t tϕ∀ ∈ +∞ = +   

)لدينا   )lim
t

tϕ
→+∞

= )و  ∞+ )
0

lim 1
t

tϕ
+→

[و  = [( ) ( ) ( )'0, ; . ln 1t t e tϕ∀ ∈ +∞ = +  

 كما يلي ϕإذن جدول تغيرات الدالة 

+∞                         1/e        0    x   

    +∞                                    1       
  
  
                                  0                                  

  

( )xϕ
  

[أن    نستنتجϕمن جدول تغيرات الدالة          [( ) ( )0, ; 0t tϕ∀ ∈ +∞ ≥        
 

] [( ) 1
0, ; lnt t t

e
∀ ∈ +∞ − ≤  

  

]:لنبين أن ) ب [( ) ( ) 1
0, ;t f t

e
∀ ∈ +∞ ≤   

1tإذا كان  فإن   ≤
2

ln 1
0

1

t t

t e

− ≤ < + 
0و إذا كان   1t< )فإن  > )2

2

1
0 ln

ln 1 1

1 1
1

1

t t
t te f t

t e e

t

  < − ≤  −
 ⇒ < ⇒ < +  <  + 

   

0tومن أجل   =  :( ) 1
0 0f

e
= نستنتج أن    >

 

[ [( ) ( ) 1
0, ;t f t

e
∀ ∈ +∞ <  
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Ammarimaths 

 

[استنتاج أن ) ج [( ) ( )0, ;x F x x∀ ∈ +∞ <   

]لدينا  [( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1
0, ; 0 ;

x x
t f t x f t dt dt

e e
∀ ∈ +∞ < ⇒ ∀ > ≤∫ ∫  

]و لدينا  ]00

1 1x x x
dt t x

e e e
= = إذن  ∫>

 

] [( ) ( )0, ;x F x x∀ ∈ +∞ <  

  
   

2(  

     ( )nu  متتالية معرفة ب :
] [

( ) ( )
0

1

0,1

; n n

u

n u F u+

 ∈


∀ ∈ = ℕ
   

): لنبين أن  ) أ ) ] [; 0,1nn u∀ ∈ ∈ℕ   

[لدينا : برھان بالترجع  [0 0,1u 0nإذن الع8قة صحيحة من إجل  ∋ =   

[نفترض أن   ℕمن  nليكن  [0,1nu ∈   

[تزايدية قطعا على المجال  Fبما أن  )فإن  0,1] ) ( ) ( ) 10 1 0 1 1 0 1n n nu F F u F u +< < ⇒ < < < ⇒ < <   

[إذن  [1 0,1nu + أن ) حسب مبدأ الترجع (نستنتج .      ∋
 

( ) ] [; 0,1nn u∀ ∈ ∈ℕ  

  
 لنبين أن المتتالية تناقصية قطعا ثم نستنتج أنھا متقاربة   ) ب

) بما أن  ) ] [; 0,1nn u∀ ∈ ∈ℕ  فإن( ) ( ); n nn F u u∀ ∈ <ℕ  حسبIII 1 (ج (  

)و منه  ) 1; n nn u u+∀ ∈ <ℕ   

)إذن المتتالية     )nu  تناقصية قطعا  

( )nu إذن متقاربة               0تناقصية و مصغورة ب
 

( )nu متقاربة    

)لنحسب نھاية المتتالية ) ج )nu  

[نضع  [0,1I )و لدينا  Iمتصلة على  Fالدالة  = ) ( ) 1
0, 1 0,F I F I

e
 = ⊂ ⊂     

   

                                    إذن

] [
( ) ( )
( )

( )
( )

{ }

0

1

0,1 lim

;

0

n
n

u

n n

n

u u l

n u F u F l l

u converge l I

+

 ∈  =
 

∀ ∈ = ⇒ = 
  ∈ ∪

ℕ
↘

  

}لنحل في }0I )المعادلة  ∪ )F l l=  

[نعلم أن  [( ) ( )0, ;x F x x∀ ∈ +∞    0لي حلھا الوحيد ھو و بالتا Iإذن المعادلة ليس لھا حل في >
                                                                    

 

lim 0nu =  
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Ammarimaths 

 

  التمرين الخامس

g  الدالة المعرفة على[ بمايلي   ∞+,0]
( )

( )

1

2

1
; 0

0 0

xg x e x
x

g

−
= >


 =

   

]متصلة على   gلنبين أن الدالة  )1 [0,+∞  

 ن االدالتي
1

x
x

−
و  ֏

2

1
x

x
[ن على متصلتا ֏ إذن الدالة  ℝمتصلة على  expو الدالة  ∞+,0]

1

xx e
−

[متصلة على  ֏ [0,+∞  
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