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 (  نقط 3)  التمرين الأول :            
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر          , , ,O i j k  

)الفلكةنعتبر           )S 2التي معادلتها 2 2 2 2 2 1 0x y z x y z         المستوىو( )P0  ي معادلتهالذy z   

) الفلكةمركز أن    بين -( أ1   0.5   )S و النقطة ه 1 , 1 , 1     2 هو  شعاعها و  

احسب -ب      0.5    ,d P أن المستوى و استنتج ( )P لفلكةا يقطع( )S  وفق دائرة C  

لدائرة ا مركز  و شعاع حدد  -ج      0.5   C 

)ليكن ( 2         ) المار من النقطة لمستقيما  1 , 2 , 2A  العمودي على المستوى و( )P 

 أنبين  -أ       0.25  0 , 1 , 1u   متجهة موجهة للمستقيم( ) 

2Aبين أن  -ب      0.75   u u   استنتج أن المستقيم و( )  يقطع الفلكة( )S .في نقطتين 

)حدد مثلوث إحداثيات كل نقطة من نقطتي تقاطع المستقيم  -ج      0.5   )  و الفلكة( )S 
            

 

 (  نقط 3)  :  نيالتمرين الثا               
 :   باللمسها لا يمكن التمييز بينكرات   10  علىوق صند يحتوي     

 .  )انظر الشكل جانبه( نو كرتان خضراوا ثلاث  كرات  حمراءخمس كرات بيضاء  و           
 

 .  صندوقمن ال كرات أربع   في آن واحد  و نسحب عشوائيا           
  

 ". فقط توجد كرة خضراء واحدة المسحوبة الأربع كراتبين المن  " : A الحدث ( نعتبر1    1.5  
 

    ".بالضبط  ثلاث كرات من نفس اللون  توجد المسحوبة الأربع كراتمن بين ال " : Bو الحدث        
                 

 بين أن          
8

( )
15

p A     أنو   
19

( )
70

p B                                                                        

 .بةالمسحو الخضراء كراتال بعدد كل سحبة  يربط المتغير العشوائي الذي  Xليكن  ( 2         

  أن بين  -أ      0.5  
2

( 2)
15

p X    

الأمل الرياضي أن بين  و X المتغير العشوائيحدد قانون احتمال  -ب        1 E X  يساوي
4

5
  

 

 (  نقط 3: )   لثالتمرين الثا               
2 المعادلة   ( حل في مجموعة الأعداد العقدية  1    0.75  4 8 0z z    
 

في المستوى العقدي المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشرعتبر، ن( 2          , ,O u vالنقط ، A و B و C ألحاقهالتي ال  
 

2  بحيث  cو   b و   a   يهالتوالي   على 2a i       4 و 4b i       4و 8c i  

Mلحق النقطة zومن المستوى  Mلحق  نقطة  zليكن  -أ        0.5      صورةM بالدورانR  مركزه الذي A  و زاويته
2


  

4zبين  أن               i z      
 

    ABCاستنتج طبيعة المثلث و   R  بالدوران Cالنقطة  صورة  هي  Bالنقطة من أن تحقق  -ب       0.75  
                    

 

القطعة منتصف  لحق النقطة  ( ليكن 3          BC    

6cبين  أن   -أ       0.5      
    

 

6z بحيث  zذات اللحق  Mعة النقط بين أن مجمو -ب      0.5     دائرة المحيطة بالمثلثهي ال ABC 

 
 
 

 

R 

V 

B 
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2-1-2-3-4

-1

-2

0 1

1

x

y

2-1-2-3-4

-1

-2

0 1

1

x

y

 (  نقط 2.5: )   رابعلتمرين الا             
 المتتالية العددية نعتبر             nu 0    :   يلي  بما  المعرفة 17u         1      و

1
12

4
n nu u     لكلn  منIN 

16nuبين بالترجع  أن   -( أ1     0.5       لكلn  منIN  

بين أن المتتالية  -ب        0.5    nu   استنتج أن المتتالية  وتناقصية nu .متقاربة 

لتكن (2            nv  16 بحيث  المتتالية العدديةn nv u    لكلn  منIN 

بين أن -أ        0.5    nv متتالية هندسية.               

استنتج  أن  -ب       0.5   
1

16
4

n

nu
 

   
 

ثم  حدد نهاية المتتالية  INمن nلكل    nu  

16,0001nuالتي يكون من أجلها   nحدد أصغر قيمة للعدد الصحيح الطبيعي  -ج       0.5      
 

 (  نقط 8.5)  المسألة :           
           I )  لتكنg  الدالة العددية المعرفة علىIR بما يلي : 

                           
2

( ) 1 ( 1) xg x x e    

)  أن  من ( تحقق 1     0.25   0 ) 0g   

المبيانيالتمثيل  انطلاقا من (2       1    gC للدالةg )انظر الشكل جانبه(                

)   أنبين                ) 0g x    لكلx  من ,0 
                 

) أنو                    ) 0g x   لكلx من  0 ,  

           II ) نعتبر الدالة العدديةf   المعرفة علىIR   :  بما  يلي 2( ) 1 1 xf x x x e    

و ليكن                 fC  المنحنى الممثل للدالةf  في معلم متعامد ممنظم , ,O i j  (   :  2الوحدة cm ) 

تحقق من أن  -أ (1      0.75  

2

2( ) 1 4
2

x

xx
f x x e e

 
    

 
lim أنثم استنتج  IRمن  xلكل   ( )

x
f x


      

احسب -ب        0.5   lim ( ) 1
x

f x x


   المستقيم استنتج أنو  D  1 المعادلةذاy x  لمنحنىل مقارب fC بجوار  

بين أن المنحنى  -ج       0.25   fC  يوجد تحت المستقيم D  

limبين أن  -أ (2     0.5   ( )
x

f x


  (  يمكنك كتابة( )f x الشكلعلى 
1 1

1 xx x e
x x

  
    

  
 ) 

بين أن المنحنى  -ب        0.25   fC بجوار   يقبل  ،فرعا  شلجميا  يتم  تحديد اتجاهه.                     

) أن   بين -( أ3     0.75   ) ( )f x g x    لكلx من IR  
 

 تزايدية على f الدالة بين أن -ب       0.75   , 0 تناقصية على  و  0,  ضع جدول تغيرات الدالةثم fعلى IR  
 

لمنحنىابين أن  -ج       0.75   fC  3  هماأفصولانقطتي انعطاف  يقبل    1و   
   

المعلم نفس في،  أنشئ (4       1    , ,O i jالمستقيم ،  D و المنحنى fC (  نأخذ 3 2,5f     و 1 0,75f   ) 

تحقق من أن -أ (5      5.0   : 1 xH x x e هي دالة أصلية للدالة: xh x xe  علىIR  ن بين أثم
0

1

2
1xxe dx

e

  

  بين أن ، بالأجزاءباستعمال مكاملة   -ب        0.75   
0

2

1

2
1 3 1xx e dx

e

 
   

    

 حيز المستوى المحصور بين المنحنى مساحة  ، 2cm ب ،احسب  -ج         0.5   fC  المستقيم  و  D  محور الأراتيب      و 

1x  همعادلتالذي   المستقيم و                     
 

 gC   
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  التمرين الأولتصحيح 

لدينا : -أ )1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2

2 2 2

2 2 2 2

, , 2 2 2 1 0

2 2 2 1

2 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1

1 1 1 4

1 1 1 2

M x y z S x y z x y z

x x y y z z

x x y y z z

x y z

x y z

∈ ⇔ + + − − − − =
⇔ − + − + − =

⇔ − + + − + + − + = + + +

⇔ − + − + − =

⇔ − + − + − =

)إذن  )S  هي الفلكة التي مركزها( )1,1,1Ω  2و شعاعهاR =  

   -ب   

� ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1
, 0

0 1 1

d P
−

Ω = =
+ +

 

)بما أن  � )( ),d P RΩ )فإن  > )P يقطع الفلكة( )S وفق دائرة( )C 

  

)بما أن   - ج   )( ), 0d PΩ )فإن  = )P يقطع الفلكة( )S وفق دائرة( )C ( الدائرة الكبرى )  

)و منه مركز الدائرة         )C  هو النقطة( )1,1,1Ω  2و شعاعها هو.  

)( مركز الدائرة هو المسقط العمودي لمركز الفلكة على المستوى         )P لة هو النقطة أي في هذه الحاΩ  

)و شعاعها           )( )2 2 2 2
, 2 0 2r R d P= − Ω = − =(  

0yلدينا  -أ )2 z− )هي معادلة ديكارتية للمستوى  = )P  إذن( )0,1, 1u −
�

)هي متجهة منظمية للمستوى   )P 

)و بما أن     ) ( )P∆ )فإن  ⊥ )0,1, 1u −
�

)متجهة موجهة للمستقيم   )∆  

  

    -ب

)لدينا :  � )0,1, 1u −
�

)و     )0, 3,1AΩ −
����

 

إذن 
3 1 0 0 0 0

2.
1 1 1 1 3 1

A u i j k i
−

Ω ∧ = − + =
− − −

���� � � � ��
  

2Aو منه  uΩ ∧ =
���� �
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)و لدينا :  ) ( ) ( )2 2 2

0 1 1 2u = + + − =
�

  

2Aو بالتالي :  u uΩ ∧ =
���� � �

  

)لدينا :  � )( ), 2
A u

d
u

Ω ∧
Ω ∆ = =

���� �

� 

)إذن بما أن  )( ),d RΩ ∆ )فإن المستقيم   > )يقطع الفلكة  ∆( )S في نقطتين  

  

)تمثيل بارمتري للمستقيم  - ج    )هو :  ∆( )
1

2

2

x

y t t

z t

=
 = − + ∈
 = −

ℝ  

)لنحدد مثلوث إحداثيات كل نقطة من نقطتي تقاطع المستقيم           )و الفلكة  ∆( )S  

     ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )2 2 2 2

1

2
, ,

2

1 1 1 2

x

y t t
M x y z S

z t

x y z

=
 = − + ∈∈ ∆ ∩ ⇔  = −

 − + − + − =

ℝ
  

2بعد التعويض نحصل على المعادلة         
4 3 0t t− + =  

∆4لدينا :         =  

3tإذن :         1tأو    = =  

 1t =  :

1

2 1 1

2 1 1

x

y

z

=
 = − + = −
 = − =

 

 3t =  :

1

2 3 1

2 3 1

x

y

z

=
 = − + =
 = − = −
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  تصحيح التمرين الثاني

  

  التجربة " سحب في آن واحد أربع كرات من الصندوق "

  كون إمكانيات هذه التجربة  Ωليكن 

4لدينا : 

10
210card CΩ = =  

1(   

� A " من بين الكرات الأربع المسحوبة توجد كرة خضراء واحدة فقط " : 

           V V V V  

1لدينا :  3

2 8
2 56 112cardA C C= × = × =  

)إذن :  ) 112 8

210 15

cardA
p A

card
= = =

Ω
  

� B " من بين الكرات الأربع المسحوبة توجد بالضبط ثلاث كرات من نفس اللون " : 

                                  BBB B                أوRRR R  

3لدينا :  1 3 1

3 7 5 5
1 7 10 5 57cardB C C C C= × + × = × + × =  

)إذن :  ) 57 19

210 70

cardB
p B

card
= = =

Ω
  

 المتغير العشوائي الذي يربط كل سحبة بعدد الكرات الخضراء المسحوبة . Xليكن  )2

2X                         -أ VV V V= →  

                   ( )
2 2

2 8
1 28 2

2
210 210 15

C C
p X

× ×= = = =  

    -ب

�                             0X V V V V= →  

                    ( )
4

8
70 1

0
210 210 3

C
p X = = = =  

�                             1X V V V V= →  

                        ( ) ( ) 8
1

15
p X p A= = =  
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�             ( ) 2
2

15
p X = =  

  :  Xقانون احتمال 

2  1  0  i
x  

2

15
  

8

15
  

1

3
  ( )ip X x=

  

 

 الأمل الرياضي : 

                        ( ) 1 8 2 12 4
0 1 2

3 15 15 15 5
E X

     = × + × + × = =     
     

  

  

  

  تصحيح التمرين الثالث

  

2المعادلة  ℂلنحل في  )1
4 8 0z z+ + = 

)لدينا :  ) ( )( )2

4 4 1 8 16 32 16∆ = − = − = −  

∆0بما أن     فإن المعادلة تقبل حلين عقديين  >

            ( )
4 16 4 4

2 2
2 1 2

i i
z i

− + − += = = − أو                +

( )
4 16 4 4

2 2
2 1 2

i i
z i

− − − −= = = − −  

}إذن :         }2 2 , 2 2S i i= − − − +  
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   -أ )2

                                     

( )
( ) ( )( )

( )

2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4

i

z a e z a

z i i z i

z i i z i

z i iz i

z iz i i

z iz

π− 
 
 ′ − = −

′ − − + = − − − +
′ + − = − + −

′ + − = − − −
′ = − − − − +

′ = − −

  

      -ب

  لدينا :  �

                                        

( )4 4 8 4

4 8 4

4 4

ic i i

i

i

b

− − = − + −
= − + −

= −
=

  

  Rبالدوران  Cهي صورة النقطة  Bإذن :            

  

)لدينا  � )R C B=   إذن( ) [ ], 2
2

AC AB

AC AB
π π

=

 −≡

���� ���� 

  .Aمتساوي الساقسن و قائم الزاوية في  ABCو منه المثلث 

  

]منتصف القطعة  Ωلدينا  -أ )3 ]BC 

إذن :    
4 4 4 8 8 4

4 2
2 2 2

b c i i i
iω + − + + += = = = +  

)و منه :      ) ( )4 8 4 2 6 6c i i iω− = + − + = =  

6zبحيث  zذات اللحق  Mلنحدد مجموعة النقط  -ب ω− =  

       6 6z Mω− = ⇔ Ω =  

  6و شعاعها  Ωهي الدائرة التي مركزها  Mإذن مجموعة النقط     

]منتصف القطعة  Ωو لدينا       ]BC  6وc ω− Cإذن   = BΩ = Ω  
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2و من الواضح أن       2 4 2 6 6a i iω− = − + − − = − Aإذن   = C BΩ = Ω = Ω  

  ABCهي الدائرة المحيطة بالمثلث  Mو بالتالي : مجموعة النقط     

  

  تصحيح التمرين الرابع

  

  -أ )1

0nمن أجل  � = : 

لدينا 
0

17u =  

إذن 
0

16u >  

nليكن  � ∈ℕ : 

16nuنفترض أن  >  

و نبين أن 
1

16nu +   ؟ <

16حسب الإفتراض لدينا : 
n

u >  

إذن : 
1

4
4

nu >  

إذن : 
1

12 4 12
4

n
u + > +  

و منه : 
1

16
n

u + >  

16nuنستنتج أن :  �  ℕمن    nلكل     <

   -ب

nليكن  � ∈ℕ :  

)لدينا :  )1

1 1 3 3
12 1 12 12 16

4 4 4 4
n n n n n n nu u u u u u u+

− − − = + − = − + = + = − 
 

  

16nuلدينا :  - ) أ1حسب نتيجة السؤال  16إذن   < 0nu − )إذن    < )3
16 0

4
n

u
− − <  

1و منه 
0

n n
u u+ −   ℕمن    nلكل  >
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)وبالتالي  )nu .تناقصية  

)بما أن  � )n
u  تناقصية و مصغورة فإن( )n

u . متقاربة 

nليكن  -أ )2 ∈ℕ : 

)لدينا :      )1 1

1 1 1 1
16 12 16 4 16

4 4 4 4
n n n n n nv u u u u v+ += − = + − = − = − =  

إذن :    
1

1

4
n n

v v+   ℕمن    nلكل   =

)و منه المتتالية  )n
v  هندسية أساسها

1

4
q و حدها الأول :   =

0 0
16 17 16 1v u= − = − =  

nليكن  -ب ∈ℕ  :  

لدينا : 
0

n

nv v q= إذن :   ×
1 1

1
4 4

n n

n
v

   = × =   
   

  

16nولدينا :  nv u= 16nإذن  :    − nu v= +  

و منه :  
1

16
4

n

n
u

 = +  
 

  ℕمن    nلكل   

  

   - ج

 ( )

( )

( )

1
16,0001 16 16,0001

4

1
0,0001

4

1
ln ln 0,0001

4

1
.ln ln 0,0001

4

ln 0,0001

1
ln

4

n

n

n

n

u

n

n

 < ⇔ + < 
 

 ⇔ < 
 

  ⇔ <     

 ⇔ < 
 

⇔ >
 
 
 

    

16,0001nuالتي يكون من أجلها   nإذن : أصغر قيمة للعدد الصحيح الطبيعي  7nهي :  > =  
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  تصحيح المسألة

  

I.   

1( ( ) ( )2 0
0 1 0 1 1 1 1 0g e= − + = − × = 

 مبيانيا : )2

[على المجال  � ): لدينا  ∞−0,[ )gC  : يوجد فوق محور الأفاصيل إذن( ) 0g x ≥ 

]و على المجال  � ): لدينا  ∞+,0] )gC  : يوجد تحت محور الأفاصيل إذن( ) 0g x ≤ 

II.   

 -أ )1

xليكن  � ∈ℝ : 

( ) ( )
2 2

2

2 2 2 21 1 1 1 4 1 4
4 2

x x

x x x x xx x
f x x x e x x e e x e e x e e

   
= + − + = + − − = + − × − = + − −   

   

  

)إذن :                     )
2

21 4
2

x

xx
f x x e e

 
= + − − 

 
  ℝمن xلكل  

� ( )
2

2lim lim 1 4
2

x

x

x x

x
f x x e e

→−∞ →−∞

 
= + − − = −∞ 

 
 

2لأن : 

lim 1

lim 0
2

lim 0

x

x

x

x

x

x

x
e

e

→−∞

→−∞

→−∞

+ = −∞

 =


=


  

 

   -ب  

)لدينا :  � ) ( )
2

2lim 1 lim 4 0
2

x

x

x x

x
f x x e e

→−∞ →−∞

 
− + = − − =    
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لأن  : 
2lim 0

2

lim 0

x

x

x

x

x
e

e

→−∞

→−∞


=


 =


  

)بما أن :  � ) ( )lim 1 0
x

f x x
→−∞

− + =   فإن المستقيم( )D  1ذا المعادلةy x= مقارب  +

)للمنحنى  )fC  بجوار−∞ 

)لدينا :  - ج ) ( )2
1 1

xf x x x e= + −   ℝمن xلكل  +

)إذن :      ) ( ) ( )2
1 1

xf x x x e− + = −   ℝمن xلكل  +

)و منه :      ) ( )1 0f x x− +   ℝمن xلكل  >

)المنحنى و بالتالي :      )fC  يوجد تحت المستقيم( )D  

 

)لدينا :   -أ )2 ) 1 1
lim lim 1

x

x x
f x x x e

x x→+∞ →+∞

  = + − + = −∞  
  

 

لأن :           

lim

1
lim 1 1

1
lim

lim

x

x

x

x

x

x

x

x
x

e

→+∞

→+∞

→+∞

→+∞

= +∞

 + =


  − + = −∞   
 = +∞

  

)لدينا :  -ب )lim
x

f x
→+∞

= −∞  

و 
( ) 1 1

lim lim 1
x

x x

f x
x e

x x x→+∞ →+∞

 = + − + = −∞ 
 

  

)إذن المنحنى  )f
C  فرعا شلجميا في اتجاه محور الأراتيب .، ∞+يقبل بجوار  
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 .ℝقابلة للاشتقاق على  fالدالة   -أ )3

xليكن      ∈ℝ :  

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( )

( )
( )

2

2 2

2

2

2

1 1

1 1 1

1 2 1

1 2 1

1 1

x

x x

x x

x

x

f x x x e

x e x e

xe x e

x x e

x e

g x

′′ = + − +

 ′ ′= − + + + 
 

= − + +

= − + +

= − +
=

  

)إذن :        ) ( )f x g x′   ℝمن xلكل  =

)لدينا :  -ب ) ( )f x g x′   ℝمن xلكل  =

[على المجال  � ],0−∞  :( ) 0g x )إذن    ≤ ) 0f x′  تزايدية fو منه    ≤

]على المجال  � [0,+∞  :( ) 0g x )إذن :  ≥ ) 0f x′  تناقصية fو منه   ≥

  : fجدول تغيرات الدالة 

  
fالدالة  - ج   ℝقابلة للاشتقاق على  ′

xليكن       ∈ℝ  :  
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( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )

2

2 2

2

1 1

0 1 1

2 1 1

1 2 1

1 3

x

x x

x x

x

x

f x f x

g x

x e

x e x e

x e x e

x e x

x x e

′′′ ′=
′=

′= − +

 ′ ′= − + + + 
 

= − + + +

= − + + +
= − + +

  

0لدينا : 
x

e )إذن إشارة  < )f x′′  هي إشارة( )( )1 3x x− + +  

  
fبما أن  )فإن  المنحنى    −1و  −3تنعدم و تغير إشارتها عند العددين  ′′ )fC  3يقبل نقطتي انعطاف أفصولاهما− 

  −1و 

4(   

  

(D):y=x+1

2-1-2-3-4-5

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

0 1 x

y
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  -أ )5

�  

 ℝقابلة للاشتقاق على  Hالدالة  �

xليكن  � ∈ℝ  : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1. 1
x x x x x xH x x e x e x e e x e xe

′ ′′′ = − = − + − = + − =  

):  ℝمن  xإذن لكل  ) ( )H x h x′ =  

� ( ) ( ) ( )0 0
1

11

2
1 1 2 1

x xxe dx x e e
e

−

−−
 = − = − − − = − ∫ 

   -ب

                      
( )

( )
( )
( )

2
21

xx

u x xu x x

v x ev x e

′  == + ↓ ′ == 
ց  

( ) ( ) 00 0
2 2

1 11

0
1

1

1 1 2

1 2 2

2 2
1 2 1

2 4
1 2

6
3

2
3 1

x x x

x

x e dx x e xe dx

e xe dx

e e

e e

e

e

− −−

−

−

 + = + − 

= − −

 = − − − 
 

= − − +

= −

 = − 
 

∫ ∫

∫

  

)مساحة الحيز المستوى المحصور بين المنحنى  - ج )fC  و المستقيم( )D  و محور الأراتيب و المستقيم الذي معادلته

1x = −  
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( ) ( )

( ) ( )( )
( )

0

1

0

1

0
2 2

1

2

2

1

1 2 2

1 4

2
3 1 4

2
12 1 .

x

A f x x dx i j

x f x dx cm cm

x e dx cm

cm
e

cm
e

−

−

−

= − + × ×

= + − × ×

= + ×

 = − × 
 

 = − 
 

∫

∫

∫

� �

  

            つづく 
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