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 ( )( )2 , ,+ ×M دتها المصفوفةحلقة واحدية وح
1 0
0 1I ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= . 

 ( )( )2 , ,.+M فضاء متجهي حقيقي. 

تذآير :

)نضع  ) ( ) 2
,

/ ,
4

     
a b

a bV M a bb a
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪

⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
= = ∈  

:لدينا (*) . 1
 V ): ، لأن  ∅≠ )0,0

O M V= ∈. 

 ( )2V ⊂M. 

)لكل عنصرين  ),a b
M و( ),c d

M منV   ولكل( ),α β  لدينا  2من ، :

( ) ( ) ( ) ( ), , ,4a b c d a c b d

a c b d
M M M Vb d a c α β α β

α β α β
α β

α β α β + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ +
+ = = ∈

+ +
 

)فضاء متجهي جزئي من  Vومنه فإن          )( )2 , ,.+M . 

)لكل عنصر(*)      ),a b
M منV  لدينا ، :( ),

1 0 0 1
0 1 4 04a b

a bM a b aI bJb a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
= = + =   :  ، حيث  +

        ( )1,0
1 0
0 1I M V⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = )و     ∋ )0,4
0 1
4 0J M V⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = )إذن . ∋ ),I J أسرة مولدة للفضاءV .  

)لكل          ),α β  لدينا  2من ، :
0 0 04 0 0I J O α βα β α ββ α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
+ = ⇒ = ⇒ = )إذن . = ),I J  أسرة حرة  

)وبالتالي فإن.  Vفي          ),I J متجهي الحقيقيأساس للفضاء ال( ), ,.V dimبعده (  . + 2V = (   

) ليكن  - أ. 2 ),a b
M و( ),c d

M من عنصرانV . لدينا :  

         ( ) ( ) ( ) ( ), , 4 ,

4
 4 44 4a b c d ac bd ad bc

ac bd ad bca b c dM M M Vad bc ac bdb a d c + +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ +
× = × = = ∈

+ +
  

)جزء مستقر من  Vإذن         )( )2 ,×M .  

  :لدينا  -ب. 2
 ( ), ,.V )إذن. فضاء متجهي حقيقي + ), ,.V  .زمرة تبادلية +

 ( )( )2 , ,+ ×M  في +تجميعي وتوزيعي على ×، إذنحلقة( )2M  بما أن وV  جزء مستقر من( )( )2 ,×M  ،

  .Vفي +تجميعي وتوزيعي على  ×فإن
 I الحلقة هي وحدة( )( )2 , ,+ ×M  و( )1,0

I M V=  .Vهي وحدة I، إذن  ∋
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 4 , 4 , , ,a b c d ac bd ad bc ca db da cb c d a b
M M M M M M

+ + + +
× = = = .Vقانون تبادلي في ×إذن. ×

): خلاصة  ), ,V +   . حلقة واحدية تبادلية ×

): لدينا  - أ. 3 )0,01 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,  4  ,  2 4 2 4 2 2 4 4 2 4 4 2

M M M M O⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

− × + − × × + − ×
× = = =.  

: لدينا  - ب  
1 1 1 1, ,2 4 2 4

M M O⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
× و  =

1 1,2 4

M O⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
و  ≠

1 1,2 4

M O⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)إذن. ≠ ), ,V +   حلقة غير آاملة لاحتوائها على  ×

)الحلقة منه فإنقواسم الصفر ، و        ), ,V +   . ليست جسما ×

حيث  Vمصفوفة من Xلتكن. 4
4
a bX b a

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

)مع  = ) 2,a b ∈.  

):                     لدينا   -أ    ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

1,0, ,
2 4 2 4

a b a b
X aX a b I M aM a b M− + − = − + −  

                                ( )

2 2 2 2 24 ,2 2 ,2 4 ,0

0,0

a b ab a ab a b
M M M

M

O

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ −
= − +

=

=

  

2نفترض أن  -ب  24 0a b− ) : إذن . ≠ ) ( )2 2 2
2 2

12 4  2
4

 X aX a b I O aI X X I
a b

− + − = − =
−

⇒.  

): ولدينا        ) ( ) ( )( )1,0 ,

2 2 2 2
2 2 2 2 ,

4 4

1 12 2
4 4 a b a b

a b a b

aI X aM M M V
a b a b ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
− −

− = − = ∈
− −

.  

)تقبل مقلوبا في Xإذن       ), ,V + ): هو  × )1
2 2

2 2 2 2 ,  
4 4

1  2   
4 a b

a b a b

X aI X
a b

M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

−
− −

= − =
−

 .  
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1عددا عقديا مخالفا للعدد uليكن i−.  

) - أ. 1 ) ( )2 21 2 1 2iu i u i u i− − = − + − +.  

)المعادلة نعتبر في المجموعة - ب   ) ( )2 2* : 2 1 2 4 0  z u i z u i− + − + − =.  

)لمميز المختصر للمعادلةلنحسب ا          : حسب السؤال أعلاه ، لدينا . *(

( ) ( ) ( ) ( )2 22 21 2 4 2 1 2 1u i u i u i u i iu i∆ = + − − − = − + − + = − −′  

)إذن للمعادلة        ):        حلين مختلفين هما  *( )1 1 11 2z u i i i u iu i= + − + − + −− =    

)و                                                           )2 2 11 1z u i i uu ii= + − − + + −+ =  

)وبالتالي فإن مجموعة حلول المعادلة        ):  هي  *( ) ( ){ }1 2 , 2 1      S i u i i u= + − + −.  

)في المستوى العقدي المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ومباشر ، نعتبر النقط. 2 )( )1 2A i u i+ )و  − )( )1 2B i u− )و  + )U u  

)و      )2 2iΩ −.  

⎡ABمنتصف القطعة Iلدينا - أ     ⎤
⎣   : هو  Iإذن  لحق النقطة.  ⎦
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( ) ( )1 2
2 1

1 2
2

BA
I

i u i
i

i uz uzz
+ − + − ++ = −= +=  

     t هي الإزاحة ذات المتجهةu التي تحول النقطةU  إلى النقطةI . لنحدد لحق المتجهةu  . لدينا:  
      11u I Uz z i u iz u= − = −− + − ): إذن .  = )1, 1u −.  

)الذي مرآزه Rالكتابة العقدية للدوران  -ب  )2 2iΩ 2وزاويته −
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠
2:    هي  − 21i iz e z e z

π π− −
Ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +   :أي . ′−

      ( )( )1 2 2z iz i i= − + + 4zيكافئ . ′− iz= − +′.  

)وبما أن          )( ) ( )4 1 2 4 1 2 BAiz i i u i i u z− + = − + − + = − + )، فإن  = )R A B=.  

)لدينا  -جـ   ), 2R A Bπ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
Ω − ): إذن .  = ), 22  A B π π⎡ ⎤

⎣ ⎦Ω Ω ≡  و  − A BΩ =Ω  . ومنه فإنABΩ  مثلث قائم 

⎡ABمنتصف القطعة Iولدينا Ωالزاوية في        ⎤
⎣ ⎦  .( ) ( )I ABΩ ⊥.  

  : Uانطلاقا من النقطة  Bو Aإنشاء النقطتين - د  
): لدينا   )t U I= هكذا ننشئ النقطة ،I  بحيث :UI u=. 

)بما أن  ) ( )I ABΩ )تنتميان إلى المستقيم Bو A، فإن النقطتين⊥ و العمودي على المستقيم Iالمار من النقطة ∆(

( )IΩ . 

⎡ABمنتصف القطعة Iو Ωمثلث قائم الزاوية في ABΩبما أن  ⎤
⎣ المحيطة بالمثلث Cائرةهو مرآز الد I، فإن⎦

ABΩ .إذنA وB همل نقطتي تقاطع المستقيم(    ABΩبحيث يكون Bو Aويتم اختيار النقطتين. Cوالدائرة ∆(

)مثلثا غير مباشر   ), 2  2   A B π π⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠
Ω Ω ≡ −.  

)إنشاء الشكل في حالة  )4 2U i+ :  
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): نضع . 3 )1 2u a i i= + )حيث  − ) a∈.  

  : aبدلالة  AUو ABلنحدد لحقي المتجهتين  -أ   

                                         ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 2 1 1B AAff AB z z i u i u i ai= − = − + − + −+ = −  

                                     ( ) ( ) ( ) ( )( )1 12 1 2 2U AAff AU z z a i i i u i i a= − = + − − + + = − −  

1uما أن ب -ب  i≠ 1a: ، فإن  − ): إذن . ≠ ) ( )
2

2 1
aAff AU Aff AB
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

−=
−

  :، ومنه فإن  

      
( )

2
2 1
aAU AB
a
−=
−

  .مية مستقي Uو Bو A، وبالتالي فإن النقط 

@sÛbrÛa@åí‹ànÛaZ@ @

4nو  ∋nليكن  ≥  .  

  
  .نختار عشوائيا صندوقا من بين الصناديق الثلاثة، ثم نسحب تآنيا آرتين من الصندوق الذي وقع عليه الاختيار: نعتبر التجربة العشوائية التالية 

  .الحمراء المسحوبة المتغير العشوائي الذي يساوي عدد الكرات Xليكن
) : ولدينا مجموعة القيم آما يلي  2و  1و  0القيم التي يأخذها المتغير العشوائي هي .  1 ) { }0,1,2X Ω =.  

::  نعتبر الأحداث التالية . 2 iA 1، حيث      » iUالصندوق  اختيار  «       3i≤ ≤.  

   . Ω، فهي تكون تجزيئا للفضاء  Ωأحداث غير منسجمة مثنى مثنى واتحادها  3Aو  2Aو 1Aلدينا    
  : ت الكلية ، لدينا حسب صيغة الاحتمالا   
)                    - أ     ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 31 2 32 2 2 2A A Ap X p A p X p A p X p A p X= = = + = + =  

                                                                                       
22
32

2 2
1 1 1 0    3 3 3n n

CC
C C

= × + × + ×  

                                                                                                            ( ) ( )
82

3 1
p X

n n
= =

−
  

( )2 2 2
2 3

1
; 1 ; 32n

n n
C C C

−
= = =  

)        :   لدينا  -ب     ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 31 2 31 1 1 1A A Ap X p A p X p A p X p A p X= = = + = + =  

                                                     
1 11 1 1 1
3 31 1 2 2

2 2 2
1 1 1
3 3 3    nn n

n n n

C CC C C C
C C C

−− −= × + × + ×  

                                                                                                            ( ) ( )
( )

4 3 7
1

3 1
n

p X
n n

−
= =

−
  

( ) 1 1 1
1 2 3

2 1 1
1 2 1 2 3

1
; 1 ; 2 ; ; ;2n n n

n n
C C n C n C C C− − = = =

−
= = − = −  
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): لدينا  -جـ   ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )

24 3 780 1 1 2 1
3 1

3 15 20
3 13 1

n n
n n

n
p X p X p X

n n n n
−

= = − = − = = +− − =
−

−
−−

.  

  :آما يلي  Xومنه نستنتج قانون احتمال       
        

  X    :kxقيم  0  1  2

( )
8

3 1n n −
 ( )

( )
4 3 7
3 1

n
n n

−
−

 ( )
23 15 20
3 1

n n
n n
− +

−
 

  

( )k kp p X x= = 

  
): هو  3Uعلما أننا حصلنا على آرتين حمراوين ، احتمال أن يكون السحب قد تم من الصندوق . 3 ) ( )32Xp A

=
.  

  :    حسب صيغة الاحتمالات المرآبة ، لدينا     

                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2
3

3 3 3 22 2
8 12 2   33 1AX X

n

Cp X p A p A p X p A
Cn n= =

= = = ⇒ =
−

  

                                                ( ) ( )32
 3

4X
p A

=
=⇒  

Ûd¾a@òZ@ @

I . لدينا :( ) ( ), 2 1  xx g x e x+ −∀ ∈ = − −.  

): ، لدينا  +من  xلكل -أ. 1  ) ( )2 1 2 1x xg x e x e− −′= − − = −′   :، ولدينا ′

       ( ) 1 10 2 1 0 ln ln 22 2
x xg x e e x x− − ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⇔ − = ⇔ = ⇔ =− ⇔ =′.  

): إذن         )0,ln 2 , 0  x g x⎡ ⎤
⎣ ⎦∀ ∈ )و  ′≤ )ln 2, , 0 x g x⎡ ⎡

⎣ ⎣∀ ∈ +∞ ≤′.  

  : gتغيرات الدالة -ب   

): لدينا          ) ( )lim lim 2 1 x
x x

g x e x−
→+∞ →+∞

= − − =  :، لأن  ∞− lim 0x
x

e −
→+∞

limو  =
x

x
→+∞

=   :إذن . ∞+

  
  

lnلمجالعلى ا تناقصية قطعاو دالة متصلة  gبما أن -أ. 2  4,ln6⎡ ⎤
⎣ )و  ⎦ ) 3ln 4 2ln 2 0,12g = −   و ≈

       ( ) 5 5ln6 ln6 ln3 ln 2 0,143 3g = − = − − ≈ ) و − ) ( )ln 4 ln6 0 g g×   ، فإنه حسب مبرهنة القيم  >

)الوسيطية ، المعادلة          ) 0g x lnلفي المجا αتقبل حلا وحيدا  = 4,ln6⎤ ⎡
⎦ ⎣.  

lnدالة تناقصية على المجال g-ب    2,⎡ ⎡
⎣ ):  إذن. ∞+⎣ ) ( ) ( ), 0,   x x g x g g xα αα⎤ ⎡⎦ ⎣∀ ∈ > ⇒ < ⇒ <+∞   

)و                                                                  ) ( ) ( )ln 2, , 0  x x g x g g xα α α⎡ ⎡
⎣ ⎣∀ ∈ < ⇒ > ⇒ >  
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       g 0دالة تزايدية على المجال,ln 2⎡ ⎤
⎣ ): إذن .⎦ ) ( ) ( )0,ln 2 , ln 2 0 0 0  x x g x g g x⎤ ⎤

⎦ ⎦∀ ∈ ≥ > ⇒ > ⇒ >  

) :خلاصة           )0,  ,  0x g xα⎤ ⎡
⎦ ⎣∀ ∈ )و < ),  ,  0x g xα⎤ ⎡⎦ ⎣∀ ∈ +∞ )و > ) ( )0 0g g α= =.  

)نعتبر المتتالية العددية. 3  )n nu
∈

  :لمعرفة آما يلي ا 

( )
0

1

1
2 1 ,nu

n

u
u e n−

+

⎧⎪
⎨
⎪⎩

=
= − ∈

  

  :لدينا   - أ    
0nمن أجل   =  ،0 1u 01: ، إذن  = u α≤ 1: ، لأن  > ln ln 4e α= < <. 

1نفترض أن . ∋nليكن  nu α≤ 11ونبين أن  > nu α+≤ < :  

                            

( ) ( ) ( )

1

1

1

1

1 1

1 1 1
2 1 2 1 2 1

1

n

n

n

n n
u

u

u

n

u u
e e e

e e e
e e e

u

α

α

α

α α

α

−− −

−− −

−− −

+

≤ < ⇒ − < − ≤ −
⇒ < ≤
⇒ − ≤ − < −

⇒ − ≤ − < −

⇒ ≤ <

 

): لأن  ) ( ) ( )0 2 1 0 2 1g e eα αα α α− −= ⇒ − − = ⇒ − )و  = ) ( )11 0 2 1 1g e −≥ ⇒ − ≥.  

,: خلاصة   1 nn u α∀ ∈ ≤ <. 

): لدينا . ∋nليكن  -ب    ) ( )1 2 1 nu
n n nnu u e u g u−

+ − = − − =.  

nu,1: لدينا . ∋nليكن  -جـ    α⎡ ⎡
⎣  إذن.  ∋⎣ ( ) 0ng u 1: ، ومنه فإن  < 0nnu u+ − )وهذا يعني أن .< )n nu

∈
  متتالية  

  .تزايدية        
): لدينا  - د     )n nu

∈
)إذن . αمتتالية تزايدية ومكبورة بالعدد  )n nu

∈
  ينبغي تحديدها ؟  lمتتالية متقاربة نهايتها 

): نضع         ) ( ), 2 1  xx h x e+ −∀ ∈ =   :لدينا . −

 h 1صلة على المجالدالة مت,α⎡ ⎤
⎣ ⎦. 

    ( ) ( )1, , 2 1 2 0  x xx h x e eα − −⎡ ⎤
⎣ ⎦

′∀ ∈ = − = ⎡α,1تزايدية قطعا على  hإذن . ′< ⎤
⎣   :، ومنه فإن  ⎦

( ) ( ) ( )1, 1 , 1,h h hα α α⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

= ): ، لأن  ⊃ )h α α= و( ) ( )1 0 1 1g h≥ ⇒ ≤. 

 0 1 1,u α⎡ ⎤
⎣ ⎦= ∈ 

 ( )n nu
∈

 .lمتتالية متقاربة نهايتها 

): إذن      )h l l=  1و,l α⎡ ⎤
⎣ l: ، لدينا . ب.I.2حسب السؤال . ∋⎦ α=      .lim nn

u α
→+∞

=.  

II .نعتبر الدالة العدديةf للمتغير الحقيقيx  المعرفة على*
): بما يلي  + ) 2

1 xef x
x
−=.  

): حساب نهايات . 1  ) ( )2 2
1lim lim lim 1

x x
x

x x x
e ef x e

x x
−

→+∞ →+∞ →+∞
−= = − =  :، لأن  ∞− 2lim

x

x
e
x→+∞

= +∞   

limو                                                                                                                        0x
x

e −
→+∞

=.  

     ( ) 20 0 0
0 0 0

1 1 1lim lim lim
x x

x x x
x x x

e ef x x xx→ → →
> > >

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − −= = × = : ، لأن ∞−
0

0

1lim 1
x

x
x

e
x→

>

− و =
0

0

1lim
x
x

x→
>

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− = −∞.  

   

https://motamadris.ma/
https://inscription.ma/


í‰ìÛbØjÜÛ@†yì½a@ ìÛa@æbznßüa@@@@@@@@@@@@@@@b@@@@@@@@@@@@@@@@@üa@ñ‰ë†Ûaòî×a‰†n@2009@@@@@@@@@@@@@@@@@@@‡bnþa@@Zî§a@†àªæb    7  òzÐ–Ûa 

    
( ) ( )3 3

1lim lim lim 1
x x

x
x x x

f x e e ex x x
−

→+∞ →+∞ →+∞
−= = − = 3lim: ، لأن ∞−

x

x
e
x→+∞

= limو ∞+ 0x
x

e −
→+∞

=.  

):  أننعلم  - أ. 2  ) ( ) 20 2 1 1 1 12 2 2g e e e e eα α α α αα αα α α
− ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
−

  :إذن . 

                     ( ) ( ) ( )2 2 2

211 2
2

1
2

ef
α ααα

α α α α α α

−− −−= = = =
−−

.  

x*ليكن  -ب      : لدينا .  ∋+

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 3

2

2
3

2 12 11 xx xx xx e x ee x x eeef x x
g

x
x

xx

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ − − −− − −−= = = =′  

)إشارة         )f x′ على*
)هي إشارة + )g x ومنه نستنتج جدول تغيرات الدالة ،f  آما يلي:  

  
  : Cإنشاء المنحنى. 3 
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III .نعتبر الدالة العدديةF 0المعرفة على المجال,⎡ ⎡
⎣   : بما يلي  ∞+⎣

( )

( )

2
2

1 , 0

0 ln 2

   
tx

x
eF x dt x

t
F

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

−= >

= −

∫  

0xأـ  ليكن. 1  :: لدينا .  <  1 tu t e−   1و:  v t t
⎤,0صلتان وقابلتان للاشتقاق على المجالدالتان مت − ⎡

⎦   و ∞+⎣

         :  tu t e−′  2و
1:  v t
t

⎤,0دالتان متصلتان على المجال  ′ ⎡
⎦   :إذن حسب تقنية المكاملة بالأجزاء ، لدينا . ∞+⎣

                                  ( ) ( )
2

2 2 2
2

1 1 11    
xt t tx x xt

x x x
x

e e eF x dt e dt dtt t tt
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

′− −= = − − = −∫ ∫ ∫  

                                                                              ( )
2 21 1      2  
x x tx

x
x e e e dtx x tF − −− −= ∫  

0xلكل -ب    2t,ولكل   < x x⎡ ⎤
⎣ : لدينا . ∋⎦

2
22

x t x
x t x e e ex t x e e e t t t≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤.  

: إذن         
2 2 22   

tx x xx x
x x x

dt e dte dt et t t≤ ≤∫ ∫ : أي . ∫
2 2 ln 2    ln 2 tx

x
x xe

t
e edt≤   :، لأن ∫≥

        ( )2 2 2ln ln 2 ln ln ln 2
x x

xx
dt xt x xt x

⎛ ⎞
⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠
= = − = =∫.  

[بما أن -جـ   [
2 20, : ln 2 ln 2  

txx x
x

ex e dt et+∞ ≤∀ ∈ 2و   ∫≥
0

0
lim ln 2 ln 2x
x
x

e
→
>

و =
0

0
lim ln 2 ln 2x
x
x

e
→
>

=،  

: فإن         
2

0
0

lim      ln 2
tx

x x
x

e dtt→
>

=∫.  

): تاج استن         ) ( )
2 2

0 0
0 0

1 1lim lim ln 2 02     
x x tx

x x x
x x

e e eF x dt Fx x t→ →
> >

− −= − − = −   :، لأن ∫=

                   
2

0
0

1lim 12
x

x
x

e
x→

>

− و  =
0

0

1lim 1
x

x
x

e
x→

>

− و  =
2

0
0

lim ln 2     
tx

x x
x

e dtt→
>

=∫.  

  .ة على اليمين في الصفرلدالة متص Fنستنتج أنومنه                     
  
0xليكن -أ. 2  2t, و < x x⎡ ⎤

⎣   : لدينا . ∋⎦

( ) ( )

2

2 2

2
2

2
1 1
1 1

1

x t x

t x

t x

xx
x

x t x e e e
e e
e e

t t
dtF x e
t

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤
⇒ − ≤ −

− −⇒ ≤

⇒ ≤ − ∫

  

                                              ( ) ( )
2

11
x

x

x
F x e t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

−⇒ ≤ −  
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                                                          ( ) 1
2

xeF x x
−≤⇒  

) : فإن ومنه            ) 10, : 2    
xex F x x

⎤ ⎡
⎦ ⎣

−∀ ∈ +∞ ≤.  

)أنبما  - ب. 2  ) 10, : 2    
xex F x x

⎤ ⎡
⎦ ⎣

−∀ ∈ +∞ )و  ≥ )1lim lim 12 2
x x

x
x x

e e ex x
−

→+∞ →+∞
− = − =   :لأن ،  ∞−

          lim
x

x
e
x→+∞
= limو  ∞+ 0x

x
e −

→+∞
): ، فإن  = )lim

x
F x

→+∞
= −∞.  

2لدينا . 3 
1 tet

t
⎤,0دالة متصلة على المجال − ⎡

⎦ ⎤,0على المجال ϕلية تقبل دالة أصفهي  ذن، إ ∞+⎣ ⎡
⎦   :ولدينا  ∞+⎣

     ( ) ( ) ( ) ( )
22

2
10, : 2   

t xx

x x
ex F x dt t x x

t
ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤⎤ ⎡

⎦ ⎣ ⎣ ⎦
−∀ ∈ +∞ = = = −∫.  

:و  ϕ أننعلم       2 w x x   0للاشتقاق على المجال تانقابلدالتان,⎤ ⎡
⎦ ) نذ، إ ∞+⎣ )2x xϕ  قابلة للاشتقاق على المجال  

    0,⎤ ⎡
⎦ ⎤,0قابلة للاشتقاق على المجال دالة F، وعليه فإن∞+⎣ ⎡

⎦ ⎤,0المجال من   xلكل، و∞+⎣ ⎡
⎦   :لدينا ،  ∞+⎣

     ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
1 12 2 2 2

4
1 1
2

x xxe eF x x x x x x F x
x x

e
xϕ ϕ ϕ ϕ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ − −′= − = − = − =′ ′ ′ ′ −−.  

0xليكن -أ. 4  >.  
 F 0دالة متصلة على المجال,x⎡ ⎤

⎣ ⎤x,0جالللاشتقاق على الم لةوقاب ⎦ ⎡
⎦   : ديناالمنتهية ، ل هنة التزايداتحسب مبر. ⎣

            ( ) ( ) ( )( )0, / 0 0 x F x F F xβ β⎤ ⎡
⎦ ⎣∃ ∈ − = −′   

)     :ي أ ) ( ) 1 10, / 0  2  ex F x F x
β

β β
⎛ ⎞

⎤ ⎡ ⎜ ⎟⎦ ⎣ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−∃ ∈ − = −. 

 exp 0صلة على المجالدالة مت,β⎡ ⎤
⎣ ⎤β,0جالللاشتقاق على الم لةوقاب ⎦ ⎡

⎦   : ديناالمنتهية ، ل هنة التزايداتحسب مبر. ⎣

( ) ( ) ( )( )0, / exp exp 0 exp 0 c cβ β β⎤ ⎡
⎦ ⎣∃ ∈ − = ,0: ي أ. ′− / 1 e  cc e β ββ⎤ ⎡

⎦ ⎣∃ ∈ − =. 

): فإن وبالتالي  ) ( ) 210, / 0 2     cc x F x F x e⎤ ⎡
⎦ ⎣∃ ∈ − = −.  

  : نا لدي - ب  

( ) ( )

2 2

2 2

2

0 0 2 2
1

1 1 1
2 2 2

01 1
2 2

c x

x c

x

c x c x
e e

e e

F x F
e x

< < ⇒ < <
⇒ < <

⇒ − < − < −

−
⇒ − < < −

  

         : إذن        
( ) ( )2 01 10, :     2 2  x F x F

x e x
⎤ ⎡
⎦ ⎣

−
∀ ∈ +∞ − < < −.  

     :بما أن  -جـ  
( ) ( )2 01 10, :     2 2  x F x F

x e x
⎤ ⎡
⎦ ⎣

−
∀ ∈ +∞ − < < و  −

0
0

1 1lim 2 2 
x
x
→
>

− =   و −

       2
0

0

1 1lim 2 2 x
x
x

e
→
>

− = : ، فإن  −
( ) ( )

0
0

0 1lim   2x
x

F x F
x→

>

−
= −.  
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): ينا الصفر ولدعلى اليمين في  دالة قابلة للاشتقاق Fنإفوبالتالي        ) 10 2dF = −′.  

  
  

  :إضافات      

): لدينا   )lim
x

F x
→+∞

= و  ∞−
( )

2

10, : 2    
xF x ex x x

⎤ ⎡
⎦ ⎣

−∀ ∈ +∞ و  ≥

( )2 2

1lim lim 12 2
x x

x
x x

e e ex x
−

→+∞ →+∞
− = − = 2lim: ، لأن  ∞−

x

x
e
x→+∞

= limو  ∞+ 0x
x

e −
→+∞

=.  

: ن ذإ
( )lim

x

F x
x→+∞

=  .راتيبلأمحور ااتجاهه  ∞+يقبل فرعا شلجميا بجوار FC فإن المنحنىومنه . ∞−

 : Fتغيرات الدالةجدول  

                                       
  
 : FCالمنحنىإنشاء  
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