Mathématiques II

Epreuve 2011

T - Lt e
Question 1 : On définit les fonctions ch et sh sur IR, par : cht = £ etsht = £
ht sht
0 rte R, M= 2 ,alors spect M ,est :
n pose pou ht cht} pectre de es

A) {ef-e'} B){et,-e"} C) {-e~t,-et} D) {et,—e "t} E) Autre

1
-
.

1 n
Question 2 : On note [, = Ja (In(1 + x)) dx, la somme de la série de terme général
Af = B) > = oj—L E) A
) 3 ) = c) 3 D) 3 )} Autre

Question 3: Soit E un espace euclidien de dimension 4 et B = (el,e2,e3,ed)une base
orthonormale de E .On note :

3 0 -1 0 il
o 1 0o -1
A=\|_41 o0 3 o0
0 -1 0 1

Soit f 'endomorphisme E associé a la matrice A relativement alabaseB:

A) fest un endomorphisme non symétrigue non nul et non inversible
B) festunendomorphisme symétrique non nul et inversible

C) festunendomorphisme non symétrique non nul et inversible

D) festun endomorphisme symétrique non nul et inversible

E) Autre
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Question 4 : On note F+ R® 2R I'application définie pour tout (x,y) € R?, par:

+o0
1 3
o) = | -2
A F(Ly) ==+ S (@ +hy +7°) + 2y
3 1

B) F(ry) == - (¥ +4xy +y%) + 2%y’

Q) F(x,y) = '%—%(x3+4xy+y2) + x%y?
D) F(xy) = 2+ (@ +hy +y) + 2y
) F(xy) =2 +5 (F + 4y +y7) - 2y

Question 5:  Soit U et V deux variables aléatoires suivant des lois de Bernoulli de paramétres
respectifs p et p; . Alors la covariance (cov (U, V ) de U et V vérifie :

A) Icns(U,V)\fé B)|cos(U,V)Is1 C)|cus(U,V)|s% D)\cus(b‘,b’)li% E) Autre

¥ k+1

Question 6 : Pourn € N ,onpose S, = Xk=0 2 rirons1

. La suite (S,,) converge vers :
A) Ln2 B) 5 In2 C)-in2 D) — in2 E) Autre

Question 7 : Une variable aléatoire admet pour densité la fonction f définie par :

VxER, f(x)=——5
£ 1+ 4x3
_Pour que f soit effectivement une densité de probabilité , la constante a est :
T 2 T 3
A} = B) = C) = D) = E) Autre
2 T 3 b4
Question 8 : On dispose de n urnes U, Us ......... Up. Pour tout k de {1,2, .....n},Furne k contient k

boules numérotés de 1 a K .On choisit une urne au hasard et on tire une boule au ‘hasard .Soit X la

variable aléatoire égale au numéro de F'urne choisie et Y la variable aléatoire correspondant au
numéro de la boule tirée. Alors la variance de Y est :

(n—1)(7n+13) (n+1)(7n+13) L{nx1)(7n—-13) _ (2Zn—1)(7n+13)
A) 144 B) 144 O 144 D) 144
D} Autre
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Question 9: Soient les matrices P= ( 0 1

6 0
3),D= 0
-3 2 0

vn € N*: M"est la matrice

A)

'

Q)

D)

Question 10:
algatoires (X;)i=1 in

2
F(x) = {E (1_%)
4]

£
Et pour tout n, on pose S71. = — X

———

Une condition nécessaire

1 2

-1

6 —16(5)"
3 +8(5)"
2 — 24"
6—16 ()"
1 s
3+ 8(;;)
2 +24()"
6 —16(5)"
3+ 8(2)"
2 —24(3)"

6 —6()"
23— 36"
2—9(=)"
6= 6G"
3 —3(3)"
29"
- 6(11—2)“\
3-8

2+ 9(11—2)1'1 /

6—6(=) 6—16()" 6—6(3)"

6 —6(5)"
1 1
= 3— 3(5)"
- 1
2=9="
6—6(;)"
1 1
373"
24+ 9("
6 — 6(z)"
1 ; S
= 3— 3(5
1 T
2962
ey

3-3(2)" 3+8(EH" 3-3@)"

g i i .
Z+9()" 2-24()" 2+ 9™

262 62
A Blon
- Question 11 :
2 —1
M= EXi,Xj) = (—1 2
-1 -1

3
F(xy,X2,X3) = E[(Y—Z

=1

ginon

S?.
Che?

sif0=sx<d

—1

2

)|

et suffisante pour qu'il admette un minimum (a,b,c}) est :

a E(YX,y) a
A M (b) = | E(YXz) B) M (b) =
€ E(YX3) 2

a —E(YXy)
D) M (b) =| E(¥X3)
c —E(YX3)

z
D} —,

3n

0
3
2

[

0

E) Autre

0
D) Et M telle que P"1MP=D,
1

Spit @ un paramétre inconnu strictement positif.On considére une suite de variables
dépendantes identiquement distribuées de loi de fonction de densité :

, Xi .Alors, le risque quadratique de Sn est :

Soient X, X5 ,X3 trois variables aléatoires réelles ,discrétes et ce ntrées.
—1) Et Y une variable aléatoire centrée. On définit la fonction :

—_— -

E(¥YX1) a E(YX1)
—E(YX,) o M (b) =| E(¥X3)
E(YX3) c —E(¥X3)

3

E) Autre
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Question 12 : Soit a un réel strictement positif et f la fonction définie par :

f@) = E{‘i?}”‘“ 1{‘ (L;‘l]} six €]0,1]

0 sinon

1 71
ot X une variable de fonction de densité f .On pose Y= ¥ H

y = -—m ou| |désigne lapartie entiere :
Une fonction densité de Y est:
a '
e siy€[0]] @ siyel0d] o [m=e” y€[0,1]
VU A sinon
( sinon 0 sinon 0 .
D) Ejl_esfle_ﬂy siy€[0.1] E) Autre
0 sinon

Question 13 : Soit n>0 quelconque et 0 < P < 1,(X;);>yp une suite de variables aléatoires
indépendantes ,suivant la méme loi uniforme sur {0
indépendante des Xi suivant la loi binomiale B(n,p)}.

;s ,n} et N, une variable aléatoire

On pose U,, = Max(X, ... ... yXn), Vo =min (X ...... .. X)) et W, = min (X, ... ....X,) la fonction
H,, de répartition de W}, est :
0 six<0
mn
AYHn(x) ={1-(1+§)(1~p§) sio0=x<1
1 Ssix=zn

six<0

B)Hn(x) = —(1 p—)(l——-) sio<x<1

six=n

Six=n
six<0
D) Hn(x) = 1—(1+—)(1+p )n si0=<x<1

six=2n

six <0
C)Hn(x)—{ —(1+—) (1+p—) si0<x<1

E) Autre

4

:/flnscription.ma



Question 14 : Soit E I'espace vectoriel R[X] des polyndmes a une indéterminée a coefficients réels et
le sous espace vectoriel de E des polynomes de degré inferieur ou égal a 3 .Soit f I'application nul,a
tout P de E associe le polynome Q=f(p) définie par Q(X) =P(X) =P(X-1) .On appelle g la restriction de f
aF:

A) Ladimension de Fest 3

B) festune application linéaire de EdansF?

C) ker(g)=R

D} lafamille (1,X) est une base de Im(g) ?

E) Autre

Question 15 ; On considére la fonction numérique f définie sur ]—1, 4o par :

: G

f(x)={e(1+x)x six# 0 Alors :
1 Six=0(

A) festcontinue, dérivable en 0 et f'(0) =-1.

B) festcontinue, est non dérivableen 0.

C) festcontinue, dérivable en 0 et f(0)=1

D) festcontinueenO

E) festcontinue, dérivableenDetf(0)=e

1
Question 16 :On considére la matrice = € R.(R)

- e
= R
= D
i i~

Et u I'endomorphisme associe relativement a la base canonigue B de B*. Pour A €R ,on pose
E; = {¥ € IR* Tel que u(x) = Ax}

AlA & [—i, D,%, 1},3101-5 E; est réduit au vecteur nul.

B), A& {0,%, I} alers E; est réduit au vecteur nul

CAe {— %% 1} ,alors E; estréduit au vecteur nul.

DYAg {— %-;- 0} alors E; est réduit au vecteur nul.

i -
E) Autre
Ouestion 17 : Mg (R) désigne Vensemble des matirices carrdes d'ordre 5 .0n note ET ‘ensemble des
A de fa forne :
a+b O 0 O b
b a 0o 0 b
b 0o 0 a B
b 0 0 0 a+b

Ou a et b sont deux réels quelcongues. On note T I'élément de E obtenu pour a=1 et b=0 et f celui
obtenu pour a=0 et b=1 .Alors, on @ pour p entier naturel ,on a:

5
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(a+2b) +am

a ar=ar+ () gt =atl+ (== B

)i ¢ A" = " - (55

+2b)=-a"
D) A" = a™l + (%i) ¥ E) Autre
0 a a?
1
: . . . . |- 0 a
Question 18: Pour tout réel @ non nul, on définit la matrice Asuivante: A=| g
1 1
— - 0
at
Alors les valeurs propres de A sont :
A {-a 2-:1} B) {— , —Za} O {a,—2a} D){-12}  E)Autre
Exercice 19 : Soit X , ........X, n variables aléatoirement indépendantes et suivant la méme loi de
Poisson de parameétre 4 > 0.Pour tout i compris entre 1 etn, on pose
1 stX; =0 e
r-={ N etZ, =Y. ¥
g 0 sinon RE e
Un estimateur sans biais de exp(-8) est:
Fr A o Zr
L +1 B) S -1 o= )= E)Autre
Exercee 20 :Pour Lout n€N*,.on note u, =[E}.:"_—.1 -f;]= In¢r ). Pour tout n€N *,0n note
VY —Up 1 - Up.Alors u, est équivalent, quand n tend vers +o0,a:
1 1 1 -2 —1
A) = Brs Clonm D= E)oms

6
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Mathématiques II
Epreuve 2012

Question 1 : soient p et q deux entiers naturels, et soit a et b deux nombres réels tels que a<h.
On pose I, = [, (t — @)P (b — £) dt

Aprés avoir établi une récurrence entre et, réduire Iexpression de Ipg et Inpqq9-1 , déduire
'expressionde I, .

B e pypta pig! _ pypigti plg! SR
# Gpt+q—1)! (a—=5) B (p+alt (a—i) 2, (p+ag+1)! (b—a)e*e

(p+aq)! N p+g—1 :
D} ! (b—a) E} Autre réponse

Question 2 : Soient X et Y deux variables aléatoires vérifiant :

1 a
in-{-j

Y{LDEIN?, PI(X=Dn( =/)] =

Pour gque la formule précédente définisse une loi de probabilité conjointe du couple (X, ¥Y), la
constante a est :

A) ;’l—e B} A C}) = Dl E) Autre réponse

Question 3 : Soit E I"'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels.

On rappelle que si Uy, Uy, U3, U,y sont les matrices définies par :

U, = ((Ij g)  Up = (g é , Oy = (g [1] , la famille (U,, Uz, U3, U,) est une base de E, qui est

donc de dimension 4.

Soient A et B deux matrices de E et @4 5 I'application qui, 3 toute matrice M de E, associe la matrice
AM- MB .

P 4,p est un endomorphisme de E .

b B g | -1 _{—1 © . : 5 ; ;
Dans le cas particulier ou A—(_l 1 ) et = ( 5 1} . la matrice carrée d’ordre 4 qui représente

Qa5 dans la base (U,, Us, U3, U,) est alors égale 4 :

1
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1 -2 2 0 2 2 1 0 2 -2 -1 0
0 0 0 o 0 0 0 -1 0 0 0 -1
A1 0 -1 1) Bl 21 02 0] 91 o 2 2
0 —1 1 -1 1 0 o 2 0 -1 0 0
=1 1 @ =4
0 0 0 -1 F
D) 2 0 1 0 E) Autre réponse
0 —1 2 2

Question 4 : Pour n entier naturel non nul, on pose S, =1 +% +§+ ---+%= e
équivalent de 5, quand n tend vers l'infini est :

, alors un

m

Alnl B} log(n!) C)nlog2 D} logn E) Autre réponse

e —-—

Note : log x désigne le logarithme népérien de x (x € IR*,) .

Question 5 : 50it 0 un entier supérieur ou égal a 2. Une réunion est prévue entre n invités que Fon
note : lr-[;jg, cars Iage

Chaque invité arrivera entre l'instant O et I'instant 1.

Pour tout entier k tel gue 1< k < n, on modélise l'instant d’arrivée de I'invité i, par une variable
aléatoire de loi uniforme sur l'intervalle [0; 1]. On suppose de plus que, pour tout réel t, les n
événements (T7y < £), (T < t), ..., (T, = t), sont indépendants.

Soit un réel t appartenant a [0 1]. Pour tout entier k tel que 1< k < n, on note B, la variable
aléatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 si I'événement (T, < t)} est réalisé et la valeur O sinon.

Soit 5; la variable définie par: 5; = B, 4+ B, + -4 B,, et A la variable aléatoire égale a 'instant
d'arrivée du premier invité.

Aprés avoir compare les évenements : (A>t) et (5t=0), déterminer la densité f de la variable aléatoire
A

t™  site[0,1] _ (11— sitel0.1]
A} FE) { 0 sinon B { D sinon
_f1—t™ site[0,1] _ (nt™ site[0,1]
a f(t} o { 0 sinon BLFGY ~ { 0 sinon

E)} Autre réeponse
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Question 6 : Soir f 'application linéaire de R*dans R* définie par :

flx, v, z) = {x + 2y + 5z, 2x-y , -X +2y -2}

Soitu={0, 1,1, a)un vecteur de R*, ol o est un nombre réel. Pour quelle valeur de « le vecteur u
appartient au sous espace vectoriel Im(f).

A) B) =

Ul

-z D) —;: E) Autre réponse

Question 7 : Les sommets d’un carré sont numérotés 1, 2, 3 et 4 de telle fagcon que les cotés du carré
relient le sommet 1 au sommet 2, le sommet 2 au sommet 3, le sommet 2 au sommet 4, le sommet 4
au sommet 1, les diagonales reliant le sommet 1 au sommet 3 ainsi que le sommet 2 au sommet 4.

mLe pion est sur le sommet 1 au départ.

mLorsque le pion est & l'instant donné sur un sommet du carré, il se déplace l'instant

suivant vers un sommet voisin {relié par un coté) avec la probabilité 3 Ou vers un sommet

opposé {relié par une diagonale) avec la probabilité de %

On noté Xn la variable aléatoire égale au numéro de sommet sur lequel se frouve le pion a l'instant n
.OnadoncX0=1.

Soit A la matrice carrée d’ordre 4 dont le terme situé a Iintersection de la i®™ ligne et de la j*™¢
colonne est égal a la probabilité conditionnelle p Xn+1 =i/ Xn=j). '

01 0 1 0 0 1 0
On considere les matrices | = (]i 2 é "E et K = 2 g g %
1 ¢ 10 0 1 0 0

A s’écrit comme combinaison linéaire de J et K sous la forme :

1L 2 1 1 2 1 1 1
MA=2]+2K BIASJ+3K CA=]+3K DIA=[+5K

3
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E) Autre réponse

; : 1 1
Question 8 : Pour n entier naturel non nul, on pose 5"=m+ =Tt = =Fin Ent1 T alors

un équivalent de Sn quand n tend vers I'infini est :

AlWn  B)W2n  Q20WZ-1vn  D)2(VZ + 1)vn E) Autre réponse

Question 9 ; Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur 'intervalle [0; 1]
L'espérance de la variable aléatoire Y définie par ‘r’=2—i; est :

A]% B) In—z C2lnZ2—1 Djdln2+1 E} Autre réponse
- T -2

Question 10 : Une urne contient 10 boules rouges et 2 boules jaunes. On extrait les boules de Furne
au hasard, une a une et sans remise, jusqu’a 'apparition d’une boule rouge.

On deésigne par X la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires.

La variance de la variable X est alors égale 3 :

Question 11 : Pour n € M, on définit la fonction fn par:

fat R} >R
x"Inx )
Tl Six =1
x—= f(x)=3%* 1
— six =1
> x

N.B : In désigne le logarithme népérien.

Pour n € N, la fonction f;, est dérivable en 1 ; de plus, la dérivée de £, en 1 égale a :

A) —%+ n B) —% + 3n C) n;j‘ D} 1;—1 E) Autre réponse

4

:/flnscription.ma



Question 12 : Soit f la fonction réelle définie et continue sur R. On suppose que f est positive et
gu’elle vérifie la propriété f_+;° f(x)dx = 1; On désigne par F la fonction définie sur R par

(vxeR) F(x)= fx f(dt.

Soit N un entier naturel supérieur ou égal a 2, et soit X;, Xa,.., Xy N variables aléatoires réelles
indépendantes ayant toutes la méme fonction de répartition F. On définit la variable aléatoire réelle
Yy par Yy = Max{(X;, X5,..., Xy) alors YN admet une densité de probabilité g définie par :

A) (vx € R)g(x) = NF(x)[F(x)]*"?
B) (vx € R)g(x) = Nf(x)F@E)IN !
Q) (vx € R)g(x) = NFE)[f ()N
D) (vx € R)g(x) =[f(x)}"

E) Autre réponse

Question 13: Soit U une variable aléatoire suivant une loi normale d’espérance nulle et de
. 1
variance - .

En utilisant la définition de la variance de U, calculer J';mxze"x?dx

3T

% N D) e E} Autre réponse

A)

|9

Question 14 : On considére la suite {Sn) définie par :

n n+k

vneEIN*: Sn = k=132:%

La suite {S,,) converge vers :
1

A)S B) %111 5 C}% D) %in 2 E) Autre réponse

Question 15: a désigne un parametre réel,

-1 2—a —«a
On considére la matrice A, = | —a 1 —a
zZ a—2 +1

Et on note @, 'endomorphisme de R3représenté par A, dans la base canonique de R3.

Quel que soit a, I'endomorphisme ¢, admet les valeurs propres :

5
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Aj(a—1)et(a+1) B)let(a—1) C)-let(a—1) D)let(a+1)

E) Autre réponse

Question 16 : Soit f la fonction de la variable réelle x définie par :

f =3 1r3ax?Tr2-VB+1)%
Alors limy, 40 f (x) =

A) 400 E)% C)e D)

o N

E) Autre réponse

Note : e désigne la base du logarithme népérien.
- —— T

Question 17 : On considére les matrices carrées d’ordre trois suivantes :

1 1 1 2 1 1 c 0 o0
A=( 0 0 —1) B=(—3 —2 ——1) D=(D —f D)
=Z =2 =1 1 1 L] 0o o0 1

Apres avoir déterminé une matrice carrée P d’ordre trois, inversible, de deuxidme ligne (-1, 1, 1) telle
que A = PDP~1, calculer la matrice c = P~1RpP

-1 0 —1 P @ % i 0 2
A) C=(-:) 2 o-) B}C=(1 1 0) gl —1 1 1)
0 1 1 -1 2 -1 D 2 =4

1 0 0
DIC=|0 0 O E) Autre réponse
0o 0 -1

Question 18 : On considére le systéme linéaire suivant :

x+Ay=a

Ax+y=p
x+Ay+z+ At =
x—A+Az+t=

(S): %
&

6
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ol (4i,a,B,vy.8) ER®

La condition nécessaire pour gue le systéme admette une infinité de solution est :

miefoz2y  Baefo-3 oie{-113  oae{-3.3}

E) Autre réponse

Question 19 : Au cours d’un scrutin, des enquéteurs organisent un sondage a la sortie des bureaux
de vote. On considére que le scrutin débute 3 I'instant 0 et s'achéve a l'instant 1. La liste électorale
comprend n noms, numérotés de 1 a n. |l ne peut pas y avoir d’abstentions. On modélise l'instant
d’arrivée de I'électeur i , 1 < i < n, par une variable aléatoire X; de loi uniforme sur le segment
|011-| — E ~ m—

Les variables X; sont supposées mutuellement indépendantes. On note :

(¥, Y5, ... , ¥) les n variables aléatoires ayant pour valeurs les valeurs variables
(X1,X3, ... ,X,) ordonnées dans 'ordre croissant . Par exemple, pour n=4, si on obtient
X,=03; % =01;X=07; X4=02 , onaura:

Vl=011; Y2=U,2, Y3=0,3 = Y4=U.7.

Soit Y, = max{X,, X5, ... , Xy} 'instant d’arrivée du dernier volant. La variance de Y,, est alors égale
a:

2n e in

n
A) fZn+1)n+3) B) (n+1){n+4) <) (n+1)2(n+2) D) (n+3)% (n+1)

E) Autre réponse

Inx
. . . . I - (1+x) * —x
Question 20 : Soit f la fonction de la variable réelle x définie parf (x) = W;

Alors lim,_,q; f (x)

A) —oo B)—1 C} —% D} +% E) Autre réponse

7
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Groupe ISCAE

CONCOURS D’ACCES ALA GRANDE ECOLE

- ANNEE 2013

MATHEMATIOUES II

DUREE : 3 heures

z
E

1. Il n’est fait usage d’aucun document; Iutilisation de toute calculatrice et de tout
matériel électronique est interdite.

2. Seule I’utilisation d’une régle graduée est autorisée.
3. Les téléphones portables sont strictement interdits et doivent étre éteints.

4. Les réponses aux questions devront étre portées sur la grille distribuée en
complément du sujet.

5. Tl ne sera admis qu'une seule réponse par question.
q p

6.—Le-baréme-suivant sera-adopté:-

Répounse correcte: +2

Réponse fausse: =1

Pas de réponse: 0

Il y a 20 questions totalement indépendantes.
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Question 1 :

- Soit M,(R) I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 muni de sa structure d'espace vectoriel et

soit J la matrice : )

0 1
e

1 0 o
On considére l'application S de M,(R) dans lui-méme qui associe & tout élément M de
M,(R) I'élément S(M) =IM]J
L'application S est un automorphisme de l'espace vectoriel M, (R) .

De plus, si M et N sont deux éléments quelconques de M, (R) ,ona :

S(MN)=S(M)S(N)
On consideére les éléments :

SRS N EE S A e

La matrice représentant l'automorphisme S dans la base (I,J, K, L) est alors égale & :

-1 0 O 0 1 0 0 0 1 0 0 O
0 1 0 0 0 -1 0 0 01 0 O
4) B) C)
0O 0 -1 0 0O 0 -1 0 001 o0
L 0 0 -1 0 0 0 -1 0 0 0 -1
1 0 0 O
D) s ! E) Autreré
utre repons
00 -1 0 ponse
\0 0 0 1
Question 2 :

Soit f la fonction définie pour tout réel x par :
f(x)=e"In(l+e%)

Apres avoir déterminé l'expression de f'(x) + 7 (x) , pout tout réel x , (ot f'(x) est la dérivée de

de fenx ), on en déduit que l'intégrale impropre f :m f(x)dx converge vers :

A) ~]£12—3 B)2In2 ) %% D)3In5 E) Autre réponse
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Question 3 :

x ¥ %
On considére l'ensemble F des matricesde laforme M=| y z | ol x,yetz sontdes
£ 3 %

réels .
On note ¢ l'application linéaire de F dans R qui 4 toute matrice A de F associe le nombre :

3 2

i+ f
220" a,
i=1 j=1
ol g, désigne I'élément de la matrice A situé 4 l'intersection de la i"™ ligne et de la j™

colonne.
On note Ker ¢ le noyau de ¢ . La dimension de Ker ¢ est alors égale &

Al B) 2 €) 3 D) 4 E) Autre réponse

Question 4 :
Soit fk(x)HM six#1 et f(1)=0 ,okkeN-

Pour quelles valeurs de k, f, estcontinueenl ?

Ayke[2,4o] B)ke[l,+o] O kell,2] D)ke]l,+o]
E) Autre réponse

-—————Question-5— ' L
OD_ I‘appeﬂe que ’ il = M ez‘ iiz — n(n + 1)6(272 + ].)
=]

On considére un nombre ent:[er n =2 etune wne contenant n jetons numérotésde 1 an .
On extrait de cette ume successivement et sans remise 2 jetons et on désigne alors par :
N la variable aléatoire indiquant le numéro du premier jeton tiré ,

N, la variable aléatoire indiquant le numéro du second jeton tiré .

Onpose: Z=N;+ Nz

La variance de la variable aléatoire Z est alors égale a :

A) (n— 1)6(71 +3) B) (n+2)(n-3) ) (n+1D)(n-2) D) (n+ 5)6(72 - 4)

E) Autre réponse
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Question 6 : Pour neN, on pose :

La suite (S,) converge vers :

AY0O ; B)4e ; C) In2 . D)l

;  E) Autre réponse

Question 7 : Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre A=1.
Onpose: ¥ = In(e* —1)

Calculer E(X).
A) n2 B) 0

2

eln2 : D) e-1
2

: E/ Autre réponse

Question 8 : Pour tout réel m non nul, on définit la matrice 4 suivante :

\
o L1
m m
1
A=lm 0 —
m
m* m O

L’ensemble des valeurs propres de A4 est:
Al {-m,m} ; B/ {m,2Zm} ;

C/{m,2} ; D/{-1,2} ; E/ Autreréponse

Question 9 : Soit X, , X, ,

,X, nvariables aléatoires indépendantes et suivant la méme loi
*—"unj_forme-sur{'() : a} SolUrz-estun nombre téel non nul:

Omposz s T = Mol o 26y o} o6 AT
La variance de T, est:

2
A = 2
n+l

: £ ;  E) aufre réponse
n(n+2) a

Question 10 : Soient les matrices :

3 2 1 1 00
P=|2 0 -1|, D=[0 1 0| et M telle que M =PDP’
0 1 1 G 0 2

VneN : M" estlamatrice : A
A) M =(Z-DM+@-2 ;  BYM =(2+DM +(1-2")],
C) M =2"M + (1-2")],

C D) M =2"M + (1+27)]

>

;. E) Autre réponse

:'/flnscription.ma



Question 11 : Pour tout entier naturel 7, on pose I = .f:[Log(l o x)] dx
Log désigne le logarithme népérien. On cherche un équivalent de In quand » tend vers I'infini;

On pourra commencer par étudier la monotonie de la suite (In)n@q, puis par voir la relation de

récurrence liant I ,; & I, et enfin par trouver un encadrement de I,

Alors, un équivalent de I, quand # tend vers l'infini est:
2n+l L

A) %(Logfi)”“; B) %(Log2)”*‘; C) — D) E: Autre Réponse

My,
Question 12 : Pour tout entier naturel », on pose , = j o2
Log désigne le logarithme népérien. On cherche un équivalent de u, quand » tend vers l'infini;
On pourra comm??cer par remarquer que (Vx20) i <1; puis par étudier la convergence de la
suite (1), définiepar I = _Ll Log(1+ x")dx ; puis par voir la relation de récurrence liantu, a I,.

Alors, un équivalent de % quand n tend vers 'infini est:

2n+1
A) l(LogZ)”+1 : B) %(LogZ)"”; 8)) ;- D) Logz ;  E: Autre Réponse
n n n n
Question 13 : La somme S= Z o est égale a:
n
A) & ; B) e“E; £) %(e"’g+e“‘g) s L) %(eﬁ—e“ﬁ) ;  E) Autre réponse
e désigne la base du logarithme népérien
Questlon 14 : La somme S= Z 1) est égale a:
?’I n+
T 2 2

Al B)2 ; €)— & D) —6—; E) Autre réponse

est égale a:

Question 15 : La somme S=
= (2n+D)!
1 i 1 1 R
A) e B) —; O) —(e+~) ; D) —(e——) ; E) Autre réponse
e 2 e 2 e

e désigne la base du logarithme népérien

Question 16: Calculer 1= [ jD F(x, y)dxdy
Dans le cas ol D est le friangle de sommets  0(0,0), A(1,0), B(0,1) et fx, ) = In(x+y+1)

B) -‘1; Gj i D)z E) Autre réponse

Y

A

[\8)
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Question 17: On se donne les matrices
_(0 1 _(16 -1
A (8 1) R B (232 —15)

soitP=(% ?
Les matrices inversibles P telles que P AP =B sont de la forme :

15b—d b, 8b+2d bY. ~f-15b—d b, 15b+d  2bY
(Tt D BCm 2 O tea o) P et 24)0
E) Autre réponse

Question 18 Soit f: RA {(0,0)} — R la fonction définie par :

=y

o= oy

Alors lim(x'y)._;(op}f(x, y) =
A0 ; B)1; Z)=1 § D)%, E)Autre réponse

Question 19 a, b, c et d étant des nombres réels, les matrices carrées A= (a;) d'ordre 4 qui

0 1 0 0
; 0 1 0
commutent avec la matrice J =
0 0 0 1
0 0 0 0

sont de ]a forme :

A)  al+bl; B) aJ +bJ>+cl®; C)al+bJ +cJ2+dJ*; D)al +bJ*; E) Autre réponse

Question 20 Soit f :R>-R la fonction définie par :

Jx,y) = 2844 2y*+2xy-X-y
J présente

A) un minimum local en A(1/6,1/6) ; B) un minimum global en A(1/6,1/6) ;
C) un maximum local en B(-1/6,1/6) ; D) un maximum global en B(-1/6,1/6) ; E)Autre réponse
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Groupe ISCAE

CONCOURSD’ACCES A LA GRANDE ECOLE

ANNEE 2014

MATHEMATIQUES 11

DUREE : 3 heures

<
o

1. Il n’est fait usage d’aucun document; ’utilisation de toute calculatrice et de tout matérie
électronique est interdite.

2. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.
3. Les téléphones portables sont strictement interdits et doivent étre éteints.

4. Les réponses aux questions devront étre portées sur la grille distribuée en complément dt

sujet.
5. 1l ne sera admis qu'une seule réponse par question.
6. Le baréme suivant sera adopté:
Réponse correcte: +2

Réponse fausse: -1

Pas de réponse: 0

Il y a 20 questions totalement indépendantes.
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Question 1 : Soit X une variable aléatoire réelle ayant une densité de probabilité / définie par:
0 §i x40 '

f Xx)= . oll ¢ est une constante (éventuellement a calculer).
s eXp(—-z—) si x20

La(variance de X est égale a:

1 1 C 2 B
A) — B) — c)l-— D) 1 EVAutre réponse

2 27 7T

n-1
Question 2: Soit a un réel non nul. On considére la suite (p,),,, définie par : Vne IN*, p, = i(—:i 1

suite (p,),,, définit une loi de probabilité pour o égal a:

A) 2e+l ; B) 2-1; C) In(e-2) ; D) In(4-e) ; E) Autreréponse

-

Question 3 : Soit / la fonction définie sur RxR par:
Y,y JEIR? fix y)= xeX?+1)

f présente un extremum :

A) local en A(1,0); B)local en A(-1,0); C) global en A(-1,0); D) global en A(1,0);

E) Autre réponse

Question 4 : Pour toute matrice M de M , (R) ,onnote ‘M latransposée de M, et ¢@ l'endomorphisme de
M, (R) qui & toute matrice M de M, (R) associe
o(M)=M+'M.

La dimension du sous-espace vectoriel Im ¢ est égale &:

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) Autre réponse
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Question 5 : Soit (m; o ) e Rx R: et X une variable aléatoire réelle ayant une densité de probabilité
définie par:
0 si x=<0

_— 2

70 cexp(— M) si x>0
207 |

ol ¢ est une constante qui dépend de m et o (éventuellement 3 calculer).
On désigne par @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite,

L'espérance mathématique de X est é@ a

: () ,
o m o m
A) [m] B) m + exp(— -) O m+—=2—exp(- )
o
D)y m+ E) Autre réponse

oWz

Question 6 : Soit F la fonction de répartition d’une variable aléatoire X, définie sur IR par :

0 si x=<0
F(x)= 2
2

l1—e si xz0

L’espérance de X est :

A) % B)ﬂ e) \/—2% ; D) ¥z ; E) Autre réponse

2
n+n+l
Question 7 : On considére la série de terme général u = — -
n!
Cette série est convergente de somme:
e e 3e :
A) 3 B) = C) < D) e E) Autre réponse
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* Question 8 : Soit f1a fonction réelle de la varizble réelle x définie par / (x) = (x + 1)e
Un équivalentde f(x)—x quand x — +0 est:

A) —Xx B) -—l C) —-—l— D) — E) Autre réponse

% o E 2

Question 9 : Trois enfants A, B, C jouent a la balle .
3
- Lorsque A alaballe, la probabilité pour qu'il la lance & B est 4 la probabilité pour qu'il

lalancea C est 7 -

3
- Lorsque B alaballe, la probabilité pour q(;;hl lalance 2 A est 2 la probabilité pour qu'il

lalancea C est 1

- C envoie toujours laballed B .
Pour n € N , on désigne par A, (respectivement B, ,C,) l'événement : " A (respectivement B, C)

"

a la balle & I'issue du n*™ lancer
Onpose : a,=p(4,),b,=p(B,),c,=p(C,) .

Au départ ]a balle est lancée a 1'un des trois joueurs : c'est par convention le lancer numéro 0 .
Donconpose : a,=p(4,),b, = p(B,),¢c,=p(C,) avec a, +b, +c¢c,=1.

a

n
Onpose, ppr ne N, X =|b
c

n

Il existe une matrice D € M3 (R) telle que:
VneN, X,=D". X, ,on :

) [
l01 (020 Oll
4 = 4
A)y D=0 l0 B)D:E 0 1 C)D=l 0 0
4 4 4
33 L4 33,
\4 4 4 4 4 4 )
(1 Lo
4
D)y D=0 0 0 E) Autreréponse
0o 3
4
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Question 10 : Soit (un )RGN la suite réelle définie par %, = 0et U = I
et par (VI’I elN ) U, ., =Uu_, +U . Lasuite est strictement positive a partir du rang 1.

- U
On pose (VneN") v =zl

n

lim(v,) =

C)15+5\/§ B I\»)1%/5—

) E) Autre réponse
16 : 2

A) 40 B)3
2

2 —
Question 11 : La limite de la suite (%, ), . définie par: # = ? (]n(:z/-i—ziln(n) ) , est:
n+1

A1l ; B 263—1 ; O2 ; D)+wo ; E) Autreréponse

Question 12 : On note M. ,(R) I'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 & coefficients réels.

2 0 -1
Soitlamatrice A= 0 1 O
-1 0 2

On considére l'ensemble E des matrices T de A ; (R) qui commutent avec A.

E est un sous-espace vectoriel de M 5 (R) de dimension égale a:

A) 1 B) 3 C) 5 D) 7 E) Autre réponse

Question 13 : On désigne par @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. L'intégrale
2

| exp(—x* +4x—2)dx est égale &:

2-V2
A) e ; B) 21 (@(2)—%) . 0 & (D(2) —%) ; D) 27 D(2) ;

E) Autre réponse
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Question 14 : Soient X, ef X, deux variables aléatoires discrétes finies, indépendantes, et de méme
loi de probabilité, avec:

vie{l,2}, p(X‘.=0)=é ,

Onpose: S=X,+X, et P=X X,
Le coefficient de corrélation linéaire de S et P est égal a :

p(X,=D=7 e p(X,=D)=3

1 1
A) 0 B) -1 O3 - D) 5 E) Autre réponse

(_ l)h-l

T . CONVerge vers :

Question 15 : Pour neIN *, onpose : S, Z . La suite (S,) .

k=1
1

A) ¢’+1 ; B) 7 C) % : D)ln2 ; E) Autreréponse
L /ﬂ}
-4 -6 0
~ Question 16: On considére la matrice 4= 3 5 0
3 & 35

Aprés avoir montré que A est diagonalisable, on aboutita A" pour # entier naturel non nul, égal a:

¥ e O O L B (2(-1) =2" 2(-1y' =2 0
A) An — (_1)n+l +2n 2n+1 O ; B)) ‘An (_l)n-t—l +2n (_1)n+l _!_Z!H-l O :
g gr Gl Ge R A& ~ 2045t pVans 5
2(-D)"=-2" 2(-1p"-2" 0 2(-1)"=2" 2(-1)"-2x2" 0
C) A= 2 -D"+2" 0 . D) A"=|(-1)"+ gt (—1)"+1 01;
=JF 48" " 4Dy§" § L 2" +5" w3 g
E) Autre réponse

Question 17: On considére deux piéces truquées A et B ; A donne pile avec la probabilité a
(0<a<1) ,etB donne pile avec la probabilit¢ b (0 <b<1).
On choisit une pidce au hasard et on la lance: si on obtient pile, on relance la méme picce, sinon on

lance l'autre piéce. On poursuit ce processus kfois (k22).
La limite de la probabilité de lancer la piéce A au K™ lancer lorsque k tend vers 'infini est égale &:

b
a+b

4) 5)

1-54
a—-b+1

€)

l—a
l—a+b

D)

a

E) Autreréponse
a+b
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Question 18 On désigne par trQM) la trace d'une matrice carrée 4 coefficients réels M.

Soient A et B € Mn(R), des matrices vérifiant AB — BA = A
Pour tout p € N', tr (4°) =

A) tr(A) Bytw(AB) C)0 D) t(B) E) Autre réponse

Question 19 On considére la matrice -

-2 1 3~

I

-1-2 1 1
A= 3 -2-A -4 ou A estun parameétre réel.

et £ I’endomorphisme associé & A relativement 2 la base canonique de IR*.
Les valeurs de A pour lesquelles la dimension de Ker f est égale 4 1, sont:

A) 2e{-1,1,3} ; B)le{-—%,%} ; C)/ﬂTe{—i%} ;D) /16{-4%,4} ;

E) Autre réponse

Question 20 Soient o, P, 8, A quatre nombres réels vérifiant les conditions:

O0<a ; O—<,6’<%

0<S ; Max(0,In(26)) < A

et soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition F définie par,

[ Bexp(at) sit=<0

R — [0;1] 1
F: est la fonction suivante:F(l‘) =J= Site [0;1[
t > Proba[ X < t] 2
I-dexp(—At) sit>1
Proba[X <m]>
On appelle médiane de X, tout nombre réel m vérifiant la condition suivante:
Proba[X >m]>

Alors I'ensemble des médianes de X est

A){—;—} B)[0;]] ©]01] D[0;I]  E)Autre Réponse
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