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Problème

L'épreuve est con.stitJ.Lé£ de .trois parttE:s. et propose l'é b.ld.e de quelques propriété:s. de la fcn.ction.
Jo de Besse{ (ub./is.ée rwtonunent en p~siqLLeJ"

Partie -r

Éf:llde de laJanct'(on J = la de Bessel DéveLoppemeni en.sffie entière

l 17f

10
" POUT tout l E R. on pose: J(I) = - cos (I. sîn(B)) dB."Ir a

Ca)Mo:otrer gue }:Our tout x E R. on a :

1 12
"" . 21"5-l(x) = - cos (I. sm(B)) dB = - cos (:r:. 00(8)) de.

27r 0 "Ir 0

[b) Montrer que la fonction J : IR. ---7 R 3IDsi d;;'f1nle. est contlnue, paire et de classe C"2"sur

R

(c) JusUfier que J est bornée SUT JR.

(d) J.u.stmer l'encadrement:

28
- ~ sin(B) ~ e.
_"Ir

En déduire une:n.cadrero£:nt de J(x) rour x El8,2J.
(e) Préciser les valeurs de 1(0). f(O). Montrer que 1 est st:p.cte:men1 décroissante -sur [0, if].

. ~
2 c.' Pour tout n E N. on pose: In = 1:>- sin~n (9) de.

lb) En d.ed.uiIe que pour tout n E li :

(a) Justifier que pour tout n EN: (Zn + 1) In = 2(n + 1) To.+1'

1_ (2n)!1f
n - (n!F22n+1

3 c. (.Il) Rappeler le: dëvclopperncnt en sé-Tie entière de la [onction COB et son rayun de convc:rgen.ce.
.. En déduITe que pour tout e E R fix.é. l'application x 1-+ cos (x. sin(8)) est diveloppable en série

entière sur R et p'rëc1.::.erce dëvelqppcrncnt. .

lb) En déduire que] est dé:ve1oppabk.é:n série enti.ë:rc Sur iR. avec :
y

YI ER,

(on prë:ci3e::ra le llié:orè1nc du cours u tJ.l!sé pour r1ntë:gra lion terme à term.e).

~------
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Epreuve de IHathématiques

Durée 4 h

L'usage des machines a calculer est interdit
La présentation et la rigueur de la rédaction seroiit deu.x éléments importants dans !'appr&:iation des copies "

En particulier il est demandé ct' 6lonc.er avec précision les hypothès...":S des théoremes utilis6 "
L'énoncé compone trois pages "Chaque question peut être traitée en admettant les résultats des questions précéd.errLs"

Exercice

Soient f et gles endomorphismes de (RJ respectivement représentés dans la base
canonique 'B de lR.:' par les matrices A et B suivantes:

A~r1~ ') 4 \ (-1 " - 2."\L.- I -L.-

I, r 1~ 8
B =l ~ _"':< " -21_v v ,

~-12 -4 -8) 4 ~ l~ j

1°) Former les polynômes caractéristiques de f et de g_
En dédujre les valeurs propres de f et de g"

2°) Déterminer, par leurs équations, tes sous--€spaces propres de f et de g_

3°) Construire une bâse fJs de R 3 dont les vecteurs sont à la fois vecteurs propres
de f et vecteüïS propres de 9 ; la première CGmposâïite- ïiGiï iïulle de C.hÔC'UI'de
œs vecteurs sera obiigatoirement prise égaie à i"

4 U) Donner les matrices de pass.age directe et inverse de \a base '3 à la base 'BQ,
",i nc:i n,.o loS m'-:>trl"ce.S A' e+ Q' q"; ...o"ré.""~n.ont r.o.5D0"'+)"voment f 0t a d"" ne: tR.G'I"',",' '1u J •••.••• 1 r<J. (. t..J UI l'-'!"",""-"....J"\..,., lto-o 1 •..... l '-'l.,.,......... l '-" .....•...••. - -<J .

Page ln
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PREMIERE PARTIE: ELECTRICITE

A- On considère le circuit ci-dessous:

e(t)81---------

li.

L R K

B
R

'.~---

e(t) est un générateur de tension sinusoïdale de f.e.m e(t) = E.fi cos ((j) t) et de résistance négligeable.

L est une bobine d'inductance L et de résistance négligeable.

C est un condensateur parfait de capacité C .

R réristors de même résistance R

On ferme l'interrupteur K, dans la suite on s'intéressera au régime permanent

1/ Déterminer les expressions des valeurs efficaces Il et 12 des courants i1(t) et i2(t) passant

respectivement dans la bobine et dans le condensateur (On pourra utiliser la résolution complexe)

2JDéterminer également les phases rpl et rp2 des courants i1(t) et i2(t

3/ En déduire les expressions de i1(t) et i2(t

4/ Déterminer la relation liant R, Let C pour que i1(t) et i2(t) soient en quadrature de phase (déphasé de
j[

- ) quelle que soit la fréquence.
2
5/ La condition 4- étant établie, déterminer la valeur efficace de la tension UA8.'

B- On remplace dans le montage précédent le générateur de tension sinusoïdal par un générateur de

force électromotrice continue E et de résistance négligeable.

1/ le condensateur C étant déchargé et aucun courant ne circulant dans le réseau, on ferme, à l'instant t =0,

"interrupteurK.

à- Déterminer l'équation différentielle vérifiée par le courant i,(t), résoudre cette équation et donner
l'expression de Î1(t). .

b-Déterminer également le courant i2(t) et tracer son allure.

2J le régime permanent étant atteint, on ouvre K. :

a- Déterminer l'équation différentielle vérifiée par le courant il(t)

1 b- En déduire l'expression de i1 en fonction du temps.

l .

-..
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Partie II

Étude d'une équafit:;n dilféren.tieile

4 ° . Vértfier que:
Vx E IR: x(J(x) + J"(X)) + J'(x) = O.

lS0. Montrer que l'ensemble des appllca:tions de lR vers R, dévelDp])ables en sé:r'.reeutière sur JR.
et solutions sur R de l'équation différentielle: xyll + y' + xy = O. est un cspaccvectoriel réel de
dimension l, engendré par J.

6 ° - Soit KE C2(:R+, R). solution sur R~ de l'équation differentielk : xyll + l + xy = O.

POUI tout x > 0 on pose: W(x) = JI(X )K(x) - J(x)K'(x).

Mo~r qpe W E Cl (lR.+l R), et est telle.que pour tout x> O. on ait: W1(x) = -~ W(x).

En déduire la forme. de: 1tV.

. n

7°. Pourtoutn E N-, on pose : H
1'1
= ~~.. ~ k

k=l

. (H1'1+1)(aJMontrer que hm -H = 1.
1'1-+= 1'1

+ea (_, )n+lB-
) ln.. () '\""'..l 1'1 21'1(b Pour tout x E .iJ.~, an pose : tp x =,L.; 4

n
(11!)2 X •

1'1=J

Vérifier que le rayon de convergence de cette sëne. entière est bien êgal à +00. Pour tout réel x,
expliciter (sous fonne d'une série entière simple) la V<l.leur de l'expression rep"ex) + ifl'(r) +

( ) " .xtp x etlacompareravec-2J\x).

(cl Pour tout x > O. on pose: K(x) = In(x) l(r) + tp(x).

Vërifier que K est solution SUI JR:de l'~uaUon dif:fê:rentieJle: xy" + yi + xy = O. ci expliciter
la fonction l:-V assodée définie au 6 0.

Que peut-on en déduire?

Ê
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Figure 3

x

a- Etablir l'équation différentielle vérifiée par O.

y

".

b- On s'intéresse aux petits mouvements de 0 autour de sa position d'équilibrE( stable.

On appelle portrait de phase la courbe représentant de en fonc1ion de e, représenter le portrait de
. dt

phase dans le cas des petits mouvements.

4- On 6te à 0 un canal rectiligne de dimension négligeable, un point matériel-P de masse m'est placé dans

ce canal, il peut y glisser sans frottement, la position de P est repéré par x, Ox étant confondu avec le

canal ( figure 4 ) On considère que la liaison P-canal est bilatérale-.

z

Figure 4

On suppose que le disque 0 tourne autour de son axe Oz à la vitesse angulaire (j).

a- Etablir I~équation différentielle vérifiée par x.

b- Déterminer les positions d'équilibre de P par rapport à D.

c- Calculer l'énergie mécanique du système { 0 + P }.
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DEUXIENJE PARTIE: MECANIQUE

On considère un disque 0 homogène de centre 0, de masse m et de rayon a.

1/ on note J le moment d'inertie de 0 par rapport à un axe OZ passant par 0, soit Cf. l'angle que fait OZ avec
le diamètre AB de 0 (figure 1).

a- Calculer J en fonction de m, a et Cf..

b- En déduire la matrice d'inertie de D par rapport au repère (Ox, Oy ,Oz)( figure 2)

ZA. ZÀ.

1

10( A

1"0 @V 0

~~

y ,..
B 1

1
fig:e 2

x

figure 1

2J On considére D dans la situation de la figure 1, un moteur exerce un couple de forces sur D de moment

t = f(t)ë"z ce q"uiprovoque sa rotatLon autour de l'axe vertical OZ à la vitesse angulaire ëiJ = o-,'€z '

a- Calculer le moment cinétique (j0 de D dans son mouvement autour de OZ.

b- Dans cette partie on néglige les frottements ( la liaison pivot est parfaite)

En appliquant le théoréme du moment cinétique à D, déduire l'équation différentielle vérifiée par Q).

c- En fait les frottements sont inévitables, leurs actions sont modéiisées par un couple de moment
T'I = -hUJëz .

c-1- Le couple exercé par le moteur est constant r = fo, déterminer 0) (t)sachant que D part du repos.

c-2- En réalité il est difficile de réaliser un couple rigoureusement constant, r (t) fluctue autour de f
o
ce que

l'on peut modéliser par r (t) = ri)( 1 + cos jJ t) (jJ est une constante positive) .

Etablir la nouvelle équation vérifiée par co.

Déterminer C:J en régime permanent.

Comment on peut minimiser les fluctuations de Cù Î

3/ Dans cette partie 0 est articulé en 0' et peut tourner autour de l'axe horizontal O'z (figure 3 J,. la liaison

est parfaite .0 reste dans le plan vertical.

l
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1 .Résumez ce te:1.'teen 1 70 mots, avec une tolérance de plus ou moins 10% . Indiquez à la fin de

vot:rerésumé le nombre de mots utilisés.

2. DOilllezun titre à ce texte

3. VOCABULAIRE

Vous dO.ll.I1erezle sens, dans le texte, des expressions soulignées

-les tâches les plus rebutantes~

-labureaucratie laplus tatilloIill~

- une aide bénévole

4.DISCUSSION

_Que pensez-vous du sort réservé aux im.migrés ? (une page. au minimum).

Conseils pratigues

_ Résumer suppose une grande fidélité au texte.

_N'ajoutez ni ne retranchez rien;

_ Conservez la person.ne utilisée,

_ Evitez toute formule du genre "l'auteur dit que";

_ Respectez l'ordre et la logique du texte.

_Ne reprenez pas les mots - et encore moins des parties

de phrases - du texte.

il
1

1
;

..
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Co.ncours d'accès en 1ère année EHTP

Candidats titulaires du CUES ou DEUG

EPREUVE DE FRANCAIS

DUREE 3 HEURES

Le cas des immigrés commence heureusement à devenir plus clair dans l'esprit de beaucoup.

Oh t le racisme n'est pas mort, loin de là ! du mains sa dénOnciation n'est-elle plus taut à fait sans

effet: le plus souvent, le racisme est devenu hanteux. li se défend vigaureusement de l'être, il

accuse, au cantraire, d'être raciste celui qu'il rejette pour sa langue, san origine, au, bien sûr, sa

cauleur, car chacun sait que le blanc n'est pas une cauleur. Ce n'est qu'un pragrès madeste sans

daute, mais c'est qua..tl.dmême un pragrès.

Seulement, le racisme n'est qu'un des éléments - le plus sensible peut-être, non le plus grave

au fond _ du sart des immigrés. La honte, c'est plus encare, la situation matérielle qui leur est faite.

Ils sont impartés camme les animaux du zao. et sa1Jvent moins lagés qu'eux. Ils assument les tâches

les plus rebutantes, les métiers les plus durs et, parfais, les plus malsains, ceux dant les français ne

veulent plus. Ils sant payés juste assez paur que, du fond de leur misère, dans leurs douars écrasés

de soleil et leurs villages aux terres arides, d'autres, malheureux comme eux, rêvent de devenir, à leur

tour, manaeuvres chez Renault, mineurs dans le Pas-de-Calais, ébaueurs à Paris, cet eldarada.

Parqués, rejetés, candamnés à la salitude, ils sant des victimes de chaL'Xpaur les petits chefs

les plus hargneux, la bureaucratie la plus tatillonnt] la police la plus soupçanneuse, qui les suspecte à

priori de taus les vols et de toUS les viols, bien que, parmi eux, le taux de crimimilité soit légèrement
\

inférieur, aui, inférieur à la moyenne natianale. Perdus dans un mande au les cautumes, les maeurs,

et sauvent la langue, leur sont étrangères, trap peu reçoivent une farmation, une instructian, une

initiation à natre langage, sauf pour les chanceux qui bénéficient dune aide bénévale et bien

insuffisante encare.

Les travailleurs imlI'J.grés sant, dit-on, nécessaires à l'écanamie, à la praspérité de la natian .

Alors, traitans-les humainement, nan carn.rnedes bêtes de samme. Ou bien arrêtons cette nauvelle

traite et accepwns une diminutian de natre niveau de vie. Car la façans dont nous agissans à leur

égard paraîtra, dans quelques décennies, et peut-être avant, nan seulement incompréhensible, mais

prabablement d'une sattise et d'un égoïsme manstrueux .. Pierre VIANSSON-PONTE
Des jours entre les jours.
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Epreu'fe de mathématique
Durée 3 heures

Jliil iil i

Les calculatrices sont autorisées.
Le problèlne porte sur l'étude des séries factorielles, séries de fonctions de la
forme

n!2:oaIlX(X + I)(x + 2) ... (x + n)'
Il''

Les parties 1 et II traitent d'un exemple. Les parties III, IV et V, indépendantes
des deux premières, ont pour objet l'étude de propriétés de la somme d'une série
factorielle convergente sur l'intervalle ]0. +00[.

9

LA.I)
I.A.2)

1pairtieI]
I.A - Pour tout entier p naturel non nul, on pose:

'Vn E IN. , u(n. p) = ( . ) 1 ( )n n + 1 ••• n + p

Montrer que la série 2: u(n, p) est convergente.
On pose: 1121

H"
o(p) = 2: u(n, p)

Il = 1 .

+c<o 1
~(3) = L J

Il = 1 n

avec une erreur inférieure ou égàle à E = 5. 10-
5

•
1

. .... ~..'

fiiEWQi.UC ..UC. •• ••AOimaaam..r.K!£Cëu::s:z&iSîJi!&ii5W&AiSiMZO

Partie II.

en le comparant à une intégrale.

Calculer o( 1) .
LA.3) Pour p:l! 2 , et pour n quelconque dans IN*,

exprimer u(n, p - 1) - u(n + l, p - 1) en fonction de p et u(n, p) .

LA.4) En déduire la valeur de o(p) en fonction de p , pour p ~ 2.

LB - Soient q un entier :l! 2 et N un entier naturel :l! 1 .

Donner uhe majoration du reste

R(N,q) =

fLA -
II.A.I) Montrer par récurrence l'existence de trois suites (ap)' (bp) et (cp)

d'entiers naturels définies pour p:l! 2 telles que, pour tout réel x strictement
- -pQsitiHltpour_!out-entier P -on-ait:-- --- .

1 p ail bpx + cp

x3 = k~2X(X + 1) ... (x + k) + x\x + I)(x + 2) ... (x + p)

ILA.2) Exprimer ap+ l' bp+ 1 et cp+ 1 à l'aide de p, bp et cp'

ILA.3) Montrer que: 'Vp •• 2 , b p •• cp" 0 .

ILA.4) Calculer ap' bp' cp pour p = 2,3 et 4.

II.B - On désire calculer une valeur décimale approchée de

l
1
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III.E - Soit a un élément de .9'f.
IILE.I) Montrer que, pour tout entier n la fonction x a un(x) est de classe Cl
sur l'intervalle ]0, +oo( et que:

'tIx > o., lu'n(x)1 s UII(X)(~ + In( 1 + ~))

III.E.2) En déduire que la fonction ra est de classe Cl sur l'intervalle ]0, +oo( .

N.B. On dira alors que la fonction ra est développable en série factorielle (sous-
entendujcLsJlr.]O,i."".L~t en_Jlbr~g~ DSfM et on admettra qu'un tét développe-
mentest üï1ique.

l'

--l
1

'. ... .~.'

IV.A-
IV.A.!)

1 PartieIVf

Soit n un entier naturel. On pose:
n

Vk = 0 ... n, Pk = Tl (X + i) .
i = 0, i ••k

Montrer que les polynômes Pk forment une base de l'espace vectoriel IRn[X) des
polynômes à coefficients réels et qe degré inférieur ou égal à n .

l'

IV.A.2) En déduire qu'i! existe des rationnels indépendants de x' notés
ao'al' ...an tels que:

. '1
n! ak

'tIx > 0 , . = ~ --k .x(x+ l)(x+2) .. :(x+n) Li x+
- k=O

Exprimer ah en fonction de k et n .

IV.B - Montrer, pour x> 0 et k entier naturel, l'existence de l'intégrale:

J~(l-y)X-I+/ldy

et calculer sa valeur en fonction de k et x.

IV.e - Montrer que:
1 x- 1 n n!

'v'x > 0, 'tin E lN , r (1 - y) y dy = ( 1) ( ) .Jo xx+ ... x+n

En déduire que, pour tout élément a de .9'f, on a :

IV.D • Soit a un élément de .s;ff.
IV.D.I) Montrer que la série entière Lally" a un rayon de convergence supé-
rieur ou égal à 1 • Il :t 0

On note $a la fonction définie'sur [0, 1( par:
+00

$a(y) = 2: anyll .
n=O

1
IV.D.2) Montrer que la fonction x a r (J - yrT - 1 <jl (y)dy est définie sur ]0, +oo( ,Jo a

DSFA sur ce même intervalle et égale à ra'

3
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II.B.I)

~)

En utilisant LB, déterminer un entier naturel N suffisant pour que

~ 1 't '-l':é' ,L" "3 SOI hw neur a E •

Il = N+ ,n
Donner un majorant simple de:

-====:=:::;::=====!!!I!!!I!!!!!! ~'!!!!!œ5!!!le.

+00 b n + c
~ 4 4
L" .1 (II=N+ln n+I) ... (n+4)

et montrer, à l'aide de tout ce qui précède, comment calculer t(3) pour la même
valeu~ de E avec une valeur de N moins grande que celle trouvée à la
~estlOn II.B.1.
l .~.3) Donn~r une valeur déc~male approchée à E près (par défaut) de t(3) en
utIlisant ce qm précède. -

Partie III

u,,(x)
Hm -(-) = l(x).

1& _ +0') un X

n! \ u,,(x)
u,,(x) = ( \) ( )' u,,(x) = --, w,,(x) = -(-)'

xx+ ... x+n (n+I)''' u"x

Montrer que la série de terme général

In(w:~(,~~»), définie pour n •• 1, est convergente.

IIl.A.2) En déduire qu'il existe l(x) (dépendant de x et strictement positiO tel
que:

III.A -
III.A.I) Pour tout entier naturel n et pour tout réel x strictement positif, on
pose:

III.B - Soit (a"),, ",0 une suite de complexes et x un réel strictement positif.
Montrer que la série 2: a"u,,(x) est absolument convergente (en abrégé AC) si

" ",0
et seulement si la série 2: a~un(x) est AC.

n ,,0
III.C _On désigne désormais par .PI l'ensemble des suites (an)n" 0 indexées par

IN telles que la série 2: anu,l(x) soit AC pour tout réel x strictement positif.
11" 0

Soit a = (an) 0 un élément de .9f, montrer que:
IL"

IlLC.I) la fonction fa définie par:
Il

x a fa(x) = 2: alLun(x)
n=O

est continue sur l'intervalle ]0, +oo[ .

III.C.2) la fonction fa tend vers 0 en +00 •

I1I.D - ."

IlI.D.l) Donner un exemple d'un élément a de Sli avec a'l non nul pour tout"
entier n.
IILD.2) Donner un exemple d'une suite (ail)"" 0 qui ne soit pas un élément de
.9f.

.. " :,.'

------
2
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Epreuve de Mathématiques

Du rée 4 heu res

Préambule
Le sujet comporte deux problèmes indépendants.
Il est demandé d'exposer les questions dans l'ordre de l'énoncé.
Les candidats pourront admettre certains résultats intermédiaires et les utiliser dans
la suite du problème, même s'ils ne les ont pas démontrés, à condition de le
mentionner explicitement.
Les résultats devront être soulignés ou encadrés.
Pour chaque question de ces problèmes 1 on appellera * solution convenable * toute
suite finie d'affirmations correctement justifiées, et très lisiblement écrites. Seules
les * solutions convenables * seront notées positivement.
Il sera tenu le plus grand compte dans la notation de la qualité de la rédaction et de
la présentation matérielle.

Premier problème

Partie l

Étude de laJonction J = Jo de Bessel. Déœloppement en série enlière

. 1 IlT
10• Pour tout x ER on pose: J(x) = - cos (x. sin(e)) dB.

7f 0

la) Montrer que pour tout x E nt on a :

1 12
71" 21Y

J(x) = -2 cos (x. sin(B)) de = - cos (x. sin(8») de.
7f a 7f 0

lb) Montrer que la fonction J :' IR.-4 IR ainsi définie est continue. palre et de classe C2 sur
JR.

(c) Justifier que J est bornée sur JR.

(d) Justifier l'encadrement:

l

7f
YB E [0,-],

2
28
- ~ sin(8) ~ e.
7f

En dédu.ire un encadrement de J( x) pour x Ela, 2].

[e) Préciser les valeurs de J(O). J' (0). Montrer que J est strictement décroissante sur [0, 7fJ.

(a) Justifier que pour tout Tl EN:

lb) En déduire que pour tout Tl EN:

(271 + l)In = 2(n + 1) In+1.

In = (2Tl)~7f
(n.!)222n+1
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Deuxième problème

Notations

Soit 11. un entier supérieur ou égal à 1. Pour p entier supérieur ou égal à 1, M n,p( IR) désigne le IR-
espace vectoriel des matrices à coefficients réels ayant 71 lignes et p colonnes et Mn,p(C) désigne le
C-espace vectoriel des matrices à coefficients complexes ayant Tl. lignes et p colonnes. On identifiera
j\,1n,dIR) à ]Rn, que l'on supposera muni de son produit scalaire canonique noté (.1.).

Lorsque p = n, Mn,n(IR) et Mn,n(C) sont notés plus simplement Jvtn(lR) et Mn(C) et sont
munis de leur structure d'algèbre, In représentant la matrice identité.

Pour A. appartenant à A1n,p(C)' tA désigne la matrice transposée de A : c'est un élément de
/v!p,,,(C) On,p désigne la matrice nu]]e de JV!n,p(C)'

Si f est un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension Tt représenté par la matrice il
dans une base donnée, on note Sp(J) ou SprAY l'ensemble des valeurs propres de J, XI ou XA
son polynôme caractéristique et Tr(J) ou 1'r(A) sa trace. En outre, si A appartient à Mn(IR), on
note SpdA) l'ensemble des valeurs propres de A, lorsque A est considérée comme un élément de

/vtn(C).
!R[XJ est Je IR-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels, qXJ est Je Cespace vectoriel

des polynômes à coefficients complexes et Nn est J'ensemble {l, 2, ... ,n}.

Partie 1

I.l Soit A E /lv1n(lR.), B E /vin,p(IR), C E Mp(lR) et M la matrice de Mn+p(lR) donnée par:

M = (11 B,
Op,n C)

a) Si A est non inversible, montrer sans recourir au déterminant, que M est non inversible.

b) Si A est inversible, on pose P = (oA O?p). Résoudre alors dans JV!ll+P(JR.) l'équation
P," p

matricielle)( P = M.
c) Retrouver Je résultat connu: clet !vI = clet A . clet C.

DLl.ns toute la suite 11 désigne un endomorphisme de IRn.
1.2 Soit F un sous-espace vectoriel de IRn stable par 1.L. Si v désigne J'endomorphisme induit par

'1.1 sur F, montrer que XL' divise X".

1.3 Pour tout x élément de IR", on définit l'ensemble Fu(x) par:

Fu(x) = {y E]Rn 1:3 P E IR[XJ , y = P(u)(x)}

Montrer que Fu(x) est un sous-espace vectoriel de IRn stable par 1.1.

lA Dans cette question, on suppose que x est un élément non nul de IRn.
a) Montrer l'existence d'un plus petit entier naturel q pour lequel la famille de vecteurs

(:r, 11 (.r;) ,' ... ,[Lq (:r)) est 1iée.
q

b) Soit (ao: al, .. , ,!1q) une famille de nombres ré.els non tous nuls teUe que ~ ajuj(x) = 0
j=O

q

et S le polynôme de JR[X] défini par S(X) = ~ a]XJ Montrer que Clq est non nul, puis que
]=u

(x, u(x), ... ,uq-1(x)) est une base de Pu(x).
c) Pour tout i E {a, l, ... ,q}, on pose Di = ~ et on note 'Uo j'endomorphisme induit par u

aq
q

sur FIJ,(x), Montrer que Xuo(X) = (-l)q L D,Xi, donner la valeur de XlJ,o(7.1) (x) et en déduire que
;=0

le polynôme caractéristique de u est un polynôme annulateur de '1.1.

,l
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3 ü. (a) Rappeler le développement en série entiére de la foncUon cos et son rayon de convergence.
En déduire que pour tout e E IR nxé. J'appllcation x J-t cos (x. sin(e)) est développable en série
entière sur R, et préciser ce développement.

(b) En déduire que J est développable en série entière sur lit avec:

Vx E IR,

(on précisera le théorème du cours utilisé pour l'intégration temle à terme).

Partie II

ÉtUfte d'une équation différentieLle

4 0. Vérifier que:
Vx E IR, x(J(x) + J"(x)) + J'(x) = O.

5 0. Montrer que l'ensemble des applications de JR vers JR. développables en série entiére sur JR
et solutions sur IR de l'équation différentielle: xy" + 'il + xy = O. est un espace vectoriel réel de
_dimension 1. engendré par J.

6 0. Soit K E C2 (JR~, IR). solution sur IR~ de l'équation différentielle: xy" + yi + xy = O.

Pour toutx > 0 on pose: W'(x) = J'(x)K(x) - J(x)K'(x).

Montrer que W E Cl(JR.~, IR). et est telle que pour tout x > O. on ait: W' (x) = - ~W( x).x

En déduire la forme de 'VV.

n 1
7°. Pourtoutn E-N*. on pose : Hn = ~_.L'k

k=l

. (H n+l)(a) Montrer que hm -H = 1.
n~+co n

+= (_1)"+1 H
(b) Pour tout x E IR. on pose: y(x) = = 4n(nl)'2 n x

2n
.

n=]

Vérilier que le rayon de convergence de cette série entière est bien égal à +co -Pour tout réel x.
expliciter (sous fonue d'une série entiére simple) la valeur de l'ex:pression xy/(x) + y'(:r) +
x:p(x) et la comparer avec -2 Jlx).

(c) Pour tout x > 0, on pose: K(x) = ln(x) ,](.7:) + e.p(x).
Vérifier que ]{ est solution sur lR~ de l'èquatlon différentielle: xy" +y' + x!J = 0, et expliciter
la fonction W associée définie au 6

0
.

Que peut-on en déduire?

,_ . C"' " n
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L'épreuve comporte cieux r;lrLies illc1épenclé1I1Lcs:

,l
1
1 1

1

1

PRI~l'v1IFrz.r: Pl\fnll~: FU~CTIZ()MI\(;Nf~TISrvll~. '

-. >
1..'C5j.1<1Cl? loc;[ l";-]I'I-lo!"ll? ~ \111 l"ièc1rc rl:C!;ll1glt: clir'?ct Oxy7. el 011 désigne r;)r l, r~~

re~11E'Cli\'elY\p.llt les vt.>c-Ie.urs \lniL,ires cles ë1><r:s.

011 rJ ppelle que:

•• • ' •• > (èJ 1\ l Ù 1\ 1 )' -,
1'0 t 1\ = - _.._.- .. _~ ....i. i-l-

;)y (7 .

._~ -) --~ ...} -} . }

rot (rcd i\) == gri.\(l (clivA) .. l'.!\.

è)7.u 1 ë)211
L'érll.l;-]tioll ;HIX dérivées ['J.lflielles -::;---2'== --2 ...,Î "cimet comme SOI\ltiol1 géné!";)I",

u7." c- (Il ..

z z
fj(l - -),. h(t -1- -) •

C .. C

1) l'ror,'g,,tion c1'ondes éleclroll\ilgllétirrues O;lns le viele

Pli se placr: d,ms Ir. vide, p.n j';Ibsrncr. cie ch;uges c:t cour(\l1ts .

. 1!1~1) En [lé\rl(\nt des érl'.lë1lions cie lvfë1x\l/ell, étëlblir les é'lLli1tions veclorielles reli(\nt

-; -;-, ëJ2 E -, è) 7. fJ
6 E à è) t7.- et 1\13 ~ è) l 2

-) -) ..} -)

l' (ll'\ LI (': C '" C k 0 u c == - c'.k 5u i \' il n t 1e se 1\ 5 cle pro p il g il li 0 li ).

JI-Z) r'OIl suppose que les cho",!,s checchés ne dépendent que cie 10 coo,donnée spoil,
7.. (les dérivés p(\rtielles cles Cllë1I11PS par rapport à x et y sont nulles). CE
l'hypothèse d'oncle pl(\ne.

tcrile les éqlli'llions (lUX dérivées pë1rliell'es auxquelles obéissent les compOS;:)"1
cl li ~ h ë1 J l]'l?..ilgçJ.lJsl u e. :

POlir chilque comjJos(\l1le, la Solulion cie celle équë1tion est III somme cie ciell>< lerrn!..1\ quoi corresponclent-ils 7

•. 1-3) On consiclèreun de ces cieux termes. Montrer 'lue l'onde correspollclal1le E

lr~::vp'.!.'..S.01.e rt4:()Jrilller $" vilpssp' clr: rrop"gillioJ1, notée r: en (onction cie F.o et ):
reSj1t2Clivl?ll\CI11 1" F'errnitlivilé rlectriCjlle ft Iê\ perméilbililé Ini'lgl\Rliqup. clii vic

--; -~
On ,1111110.\11',1 p(lllr 1;) suilr'C't cr, $(\1\5 c1él11oJ1slr(\lion, que F. et 11 sont Orlh(lf;()n,l~

-~ -) -). -)0 -). _). _)-

el q\l(~ 1(' lrihlrl' ( !':, U, c) r:sl ciirr:cl et que F. := D 1\ C (c cst le vpclell1' vilrssr: 1
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Partie JI

11.1 Vérifier les propriétés suivantes:
a) V(X, Y) E (A171,1(lR)/ , V A E ivin(IR), (AX 1 Y) = (X 1 tAY)
b) V(X, Y) E (/vl71,I(IR))2 , Tr(Xty) = (X 1 Y)
c) V(X, Y,Z) E (JVfn,l(JR))"3 , (Xly)Z = (Y 1 Z)X

11.2 Soit tp : M71(IR) x ivl71(IR) -+ lR, (A, B) -+ Tr(tAB). Montrer gue tp définit un produit
scalaire sur JVf71(IR). Dans toute la suite ce produit scalaire sera noté (( .1. )).

11.3 A partir de cette question, T, 5, l, m désignent des entiers naturels inférieurs ou égaux à n.

a) Evaluer le produit par blocs (On~r,r) (Jr Or,n-T')'

b) Soit ri E Ni,,(lR.) une matrice de rang T. Montrer qu'il existe B dans A1n,r(lR) et C dans
.Mr,,,(IR) telles que A = BC.

c) Montrer qu'une matrice A de )Vf,,(IR) est de rang 1 si et seulement s'il existe deux
matrices non nulles X et Y de )\..1n,l(lR) telles que A = Xty.

d) Montrer que ILl décomposition A = Xl Y de la question précédente n'est pas unique et
déterminer I~s relations vérifiées par des matrices colonnes X, Y, Z, 7' telles que

11A a) Soit (Zi)1~i5r et (Tj)l~jS' deux familles libres de vecteurs de IRn. MontIer que la famille
de matrices (Zi1Tj)1:;iSr est de rang égal à TS.

J~jS'

b) Soit (X')l:SJSn et (}~)ISjSn deux bases de JRn. Que peut-on dire de la famille de matrices
( X, (Yj ) l < i<" ?

l<j<"
, .C) Soit (V,)ISi9 et (VV])l:S;j:s;m deux familles de vecteurs de]Rn de rangs respectifs T et s.

Detemllner Je rang de la famille de matrices ("y'.tWj) l<i<1 .
. 1<)'<m

II.5 Montrer que si les bases (Xi)lSiSn et (Yj)lSj:n sont des bases orthonormales de ]Rn, la
famille (.I\'/Yj L<iSn est une base orthonormale de Mn-(1R) muni du produit scalaire défini en Il Îl<j<n .~.
La réciproque est-elle vraie?

n.6 Sail ri une matrice de M,,(IR) de rang 1.
a) Montrer que A2 = (Tr A)A.
b) Soit X et Y deux éléments non nuls de Mn,l(lR) tels que A = Xty. Montrer l'équiva-

lence des quatre propositions suivantes:
i) (Xly) = O.
ii) TrA = O.
iii) lm A C Ker A.
iv) A est non diagonalisable.

Il.7 Montrer que les matrices de J\..1n(1R), diagonalisables et de rang 1 engendrent Mn(lR) .

............. FIN ............... . .

4/4
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nÀ.
LZl cl is tL\nce r.n!. rt: les pl;1115 cst c!OI1l1~r. pê1r : c\ - 2 Zl'ICC 11 en licr ct À. ] ong uc:u r d' ol1elr:~

ele l'omie cie pulsê1tion cu. 011 se f)lë1ce dé1l1s 1'ë\pproximë1tion eles ondes planes. On
ê1c1met Cju'un système d'oncles stèltionnë1ires existe dans le volume délimité pé1r les
c1t'u.': plê1Cjues On rê1iSOline sur un volume cylindriC]ue ei'ïlxe 2, délimité pM les
LIeux plèlns et cle section unité.

--, -}

de E et B celles obtenues à la Cjuestion ~3.

3-1) Exprimer la densité d'énergie électrique, Wc et 1i1 dc:nsité d'énergie IllagllétiC)ue.
vVm du champ électrol11ê\gnélique en fonction de z. On prendra pour expressions

3-2) En intégrë:lnt ces gri1ndeurs sur.le volume cléfini ci-dessus, exprimer l'énergie

électrol1\ê1gnétique tOtZl!C en fonction cie cl, E] et EO. /'v[ol1lrer qu'elle est constante.

T-G) Mon t re r q l1' il)' a é c Il ail g e p e r m ê\ ne nt en t r e é ne r g ie él e ct ri C]u e et é n erg ie
n1ë1gnétiC]ue.

Df~lJXl f~MI~1';\ IZTrI~:MJ~C;\NIC)tm

On considère le disposilif CO[lSLilu.éde deu.x masses
ml el m2• suspendues p:.Jr un fil inextensible. L;] m;]sse 111

2
est accrochée au fil par )'intermédi;lire d'un ressort de
ra.ideur k, dont 1<1longueur 1 au repos est 1

0
, La masse du

ressort, ainsi !lue celle clu ri! sont ncgligcablcs.

Le fil est place sllr une poulie de masse ég<lJe à
?J'cf, .e.t de rayon a. Elle rt la forme d'lin disque d'ép:1isscur
2e. Lil poulie esl mobile sans [rOUement autour_de son ;\:\e.
Le fil ne glisse P<l.) sur 1" pOlllie. 7j et T2désignent les
modules des tensions du fil de P<lrt et d';1ULre dd;} poulie.

On appelle XI l'<lbscisse de 1;] masse I11
J
. On

appelle x,, l'OlbscÎ5se de la nlilsse Il/z. L';)llongelllcrtt du

reSSort est ég;11 ~ 1-. pOSitif 011 ncg:llif. Le 1TI01l\'CI1\CIJ!cie 1.,
poulie est rerere p:lr l':lngle O.

Dans tOllt le problème, les solides sont plongés
dans le champ de pesanteur ul\iforme d'intensité g. Le
ré[érenliel du laboratoire est supposé g<lliléen, et <lssocié à
un repère n, (0, x, y, z), lei quel'a.xe Ox soit dirigé suivant
la verticale descenda.nte.

'Y\

J
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2) 1( die :\ ia 1\ cl' lll\ C () 1\ cl C P 1Z\nl2 s li r lin p l ,1 Il p;-t rf ;-t il C 111 e n l c a ncl \.l cl C II r

U 1\e 0 n cle é 1 e c t r0 III é\ g n é l iq LIe pro g r es s ive p 1 <lne .se pro p ct g e clê\n sie v ide ver s Lin pl ë\ n
lllét.:lilique p"rfZ\ilelllent conducleur et normal à lë\ direction de propagation qui se

-~
[ê\it selon la direction Oz. clans le sens de k. Le métal est sitL~é dans la régiun des
7..>0. L\ géométrie clLI système est donnée ci-dessous.

>-
7.>0

Fig .-;1.;,
. - ":,'

On suppose une onde incidente Ë = El cos {u{t - ~)} i .-On admet que le champ

électrique est nul à l'intérieur du métal et que le champ më\gnétique n'y possède
.. ~)ë\S Cie composante vèlfiable clans le temps:

J2-';) ~ontrer, sur la bi\se des équations de conti-nuité du champ électrique, qu'une
onde réfléchie prend n,llssë\nce à la surfê\ce du conducteur.

J 2-2) Exprimer les vecteurs Ë}2 et î3}2 de cette onde réfl"échie en fonction de El, 0), l, Z, c,
-). -~
i et j .

J 2-3)

2-4)

-Jo --+
Exprimer les champs totaux E el B en un point de coordonnée z<O où coexistent

onde incidente et oncle rénéchie.

,Quel type d'oncle obtient-on? Représenter E(z).

3 ) Os c i11 ;i t è u r él e c t r 0 111 ;l g n é l iq II e

On crée un oscillë\leur en disposëll\t clans le vide deux plë1ris p,Jri'\llèles par(ê\Îlement
conducteurs selon la géoll,étrie ci-dessous (fig. '2..: \
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EPREUVE DE FRANCAJS

Pour les médias les années 80 ont été celles de tous les bouleversements : l'ascension
partout en Europ~, des radios et des télévisions privées; J'interrogation, dans les mêmes pays:
sur la raison d'être des diffuseurs publics; l'émergence, aux Etats-Unis d'abord, sur.le Vieux
Continent ensuite, de radios et de télévisions nouvelles, non plus généralistes mais
spécialisées, par les thèmes abordés ou les audiences visées, non plus nationales par leur aire
de diffusion, mais locales, régionales ou transcontinentales, voire planétaires, et parfois
payantes .,c'est-à-dire financées directement par les télé-spectateurs. .
De son côté, la presse imprimée, immuable et changeante, a poursuivi sa progressioTI, dans la
voie inaugurée dans les années 50: elle a' joué la carte de la spécialisation, ouvrant de
nouvelles rubriques ou créant des titres nouveaux pour les minorités et pour les
préoccupations jusque-là délaissées; simultanément, elle a informatisé toujours davantage ses
équipements, depuis la fabrication jusqu'à la rédaction, sans oublier la distribution. D'où le
pressentiment d'un retour en grâce, au tournant des années 90, conséquence inespérée d'une
rénovation tranquille.
Enfin, entre 1980 et 1990, d.es médias nouveaux ont connu, après d'inévitables aléas, les
débuts prometteurs d'une destiné'e glorieuse: le magnétoscope et la vid~ocassette; le câble,
avec son service de base, ses chaînes supplémentaires, ses programmes à la carte; le minitel
et la téléinformatique, professionnelle ou domestique; la télévision. directe. par satellite; le
vidéod.is.que interactif"
Depuis mars 19881, deux traits principaux apparaissent au grand jour, qui marquent
profondément l'évolution des médias et de la communication D'un côté, il s'agit du progrès
.accéléré des techniques : leurs prouesses concernent aussi bien l'enregistrement que la
transmission ou la réception des signaux, quelle que soit, du reste, la forme ou la finalité des
messages dont ils sont les vecteurs ...Devant de telles performances, comment empêcher les
uns et 1es autres, ingénieurs ou philosophes, experts ou hommes de la rue, d'annoncer
l'avènement de la communication universelle, le jour où n'importe qui pourra enfin accéder
de n'importe où et n'importe quand, à n'impOlie qui ou à n'impOlie quoi?
D'un autre côté, les années 80 ont été marquées, de façon toujours plus significative, par
]' ouverture accrue de la plupart des pays à l'économie mondiale. La progression du
commerce international, en effet, concerne les médias au premier chef, considérés comme des
biens ou des serVices, au même titre, d'ailleurs, que les capitaux et les personnes qu'ils sont
capables de mobiliser, Comment ne pas soupçonner ces techniques d'oeuvrer plus
efficacement que jamais à la propagation, à l'échelle planétaire, des mêmes modes de vie et
des mêmes modes de pensée? Et de contribuer, du même coup, irrésistiblement, à
]'accomplissement dè cette "fin de l'histoire" " où la vie internationale, selon Francis
Fukuyama, sera beaucoup plus affaire d'économIe que de politique ou de stratégie.?
Pourquoi cette double évolution de la technique et de l'économie ne se poursuivrait-eUe pas
demain, redoublant panois ses effets? Il y a une fatalité de la technique, funeste ou
providentielle: les hommes adoptent tôt ou tard les outils qu'ils ont inventés, même si leurs
mérites paraissent limités.
En ce début 1990, la télévision par câble démarre enfin, en France, après avoir franchi le seuil
fatidique des 300 000 abonnés, avec quelques années de retard sur l'Allemagne, tandis que
notre voisin découvre après nous les vertus. du minitel. Les satellites de la deuxième
génération - dont le premier exemplaire a été lancé en Octobre 1989 -seront placés sur orbite
en même temps pour les Etats-Unis, l'Europe et le Japon: ils serviront au téléphone, à la
télévision et à la téléinformatique. Seuls varient, selon les pays l'ordre d'arrivée des
techniques, la rapidité et les modalités de leur adoption, Mais la leçon du passé fait figure de
loi: dans l'univers des médias, le nOUVeau ne remplace pas l'ancien, il lui ouvre souvent une
nouvelle carrière, Entre l'écrit et l'audiovisuel, entre le cinéma et la télévision, entre la vidéo
et le cable, entre la télévision par voie terrestre et celle des satellites et des câbles, on ne parle
plus, désormais d'éliminations, mais blen d'allianc.es, de superpositions et de
complémentarité. .
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(1) !

~L-l)
Vi-2).
,.l,
"iJ'1-3)

1-4 )

1-5)

2)

ÉQUi\ TIONS DU l'dOUVE1V1ENT.

Quel est le n\Oll1cnt d'În(lti,.: c\è 1;, poulie?

Écrire l;:l rei;'liOll fonc!:.\lllt:lIl::l1t: de l:J dj"ll;1nliCjue [XlUr les rn;lsses 1111 CI 1711.

Écrirc k théorèmc dlr mOlflclIt CillC:lique, ;]ppliqllé ~ 1;1poulie, Cil 5011 ceillie c1'inertie,

Écrire Ics rc!:Jlions reli;]lll xI. xl, L ct O.

Exprimer les éCjU;]liollS c1irr~rel1lielles \.criri~,~s r~H ks;)ceélér;)liOlls .YI el Y]. ries l1l<lsses III 1 ct 1711,

, .
ETUDE D'UNE SOLUTION ri\IZTICUL1EP.L

;\ l'iI1S{;llll inilial, 011 surrosc Cjue les r:lr:lmèIICS \'érirlellt les relations s\li\'<Illles :

2-1) Quelle est j'accélération Y2 de 1" masse n~ ~ l'instant ÎniLÏaJ ?

2-2) Quelle est la pulsation (L) des oscil1:llÎOl1s .dus)'stème ?

. 2-3)

2-4)

2-5)

2-6)

2-7)

Délenniner j'expression de l'accélér;]lion Y2 à l'instant l, en fonction de:delLx constanles d'intégration .

Jnlégrer le sySlème différentie:1 obtenu en n.5. Déterminer les constantes d'intégration en fonction des

conditions initiales du problème, On Exprimera Xl' X] el L, en fonction des par,lInèlres ml, ;;1:2. M, k, g.
., .

Cl) et r. :,' .: .
,.1' •• ! .

. E:<primer la valeur de l'angle 8 e~ fonction du temps .. Calculer l'allongement ma.x..imaJ du rtS5ort.

Détenitiner l'accéléraLÏon Yl de la masse ni] à l'instant iniuaJ ? Commenter IerésulLat obtenu.
, .' '..',!..~ ,'!' '..'. .' ,

Déterminer les tensions ciu fil de part el d'autre de la poulie.

2-8) Montrer que l'accélér:lliOIl YI reste toujours infëricure à g.

2-9) Exprimer la loi de consernLion de l'énergie du système ;i l'aide des raramèlres XI. X1' L, VI eL "2'
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•

Conseils pratiques

- Résumer suppose une grande fidélité au texte .

- N'aj outez ni ne retrancher rien

- Eviter toute formule du geme "l'auteur dit que".

- Respecter l'ordre et la logique du texte.

- Ne reprenez pas les mots et encore moins des parties de phrases, du texte.

1- Résume

Ce texte de Francis Balle ëomporte 978 mots. Vous êtes priés de le résumer
au l/Sè de sa longueur, une marge de 10% en plus ou en inoins étant admise.
Indiquez à la fin de votre résume le nombre de mots que vous aurez utilisés.

2- DOIlnez un titre à ce texte
3- Vocabulaire

Vous donnerez le sens dans le texte des mots suivants: émergence -
aléas - prouesses.

4- Questions
- Quelle a été l'évolution technique dans le secteur des médias dans le monde,
des années 90 à nos jours? .

- Pensez vous que la télévision a un rôle à jouer dans l'éducation de la
jeunesse au Maroc? De quelle manière?
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5. (a) Ivlontrer que 1>Q est un endomorphisme injectif de E.

(b) Soit f un élément, de Eet 9 = ipo.(f). Montrer que 9 est dérivable en tout point x > 0 cn ...1
exprimant g'(x) en fonction de f(x) et de g(x).

(c) Déterminer les valeurs propres de ip Q' en précisant les différents sous-espaces propres (on
pourra famier une équation différentielle vérifiée par f fonction propre a..<;socièeà une
valeur propre).

(d) ?vlontrer que 1>0' n'est pas surjective

6. Soit f uri élément de E et 9 = èJ2o(f). On suppose qu'il existe R > 0 et une suite réelle (a.n)n
+=

tels que pour tout xE [O,R[, f(x) . Lanxn. lvlontrer qu'il existe une suite réelle (bn)n (que
n=O

+00

rOll explicitera) telle que pour t.out :r E [0, R[ , g(x) =L bnxn

fi..=u
......---.:.- -_..-......... ._-~._._. 1 .

7, Dans cette question seulement, on pose f(t) = -- et on pose 9 = ipa(f).l+t

(a)

(b)

(c)

(d)

En prenant R = 1, expliciter les suites (an)n et (bn)n correspondantes à la situation de la
question 6.

Montrer que 9 est solution sur JO, +oo[ de l'équation différ.entielle xy' + o:y = l ~ x' 9

étant la seule solution à avoir une limite finie en O.
Montrer que 9 est décroissante sur m.+ et préciser sa limite en +00. (On pourra distinguer
les cas 0 < 0: < 1,0:~ 1 et 0: > 1 en cherchant à majorer simplement g(x) pour x > 0)

.' ".

Déterminer une relation entre èI>a(f) et (Qo+l(f). En déduire lim x4>a+l(f)(x),
x-++oo .

8. Dans cette question. seulement, on suppose 0: E N* et f(t) = e-t et on note 9 = <I>o(f).
Exprimer liffi xa g(x) en utilisant une factorielle et en déduire un équivalent simple de g(x)

x-++oo
lorsque x tend vers +00.

9. Soient CY 2 0 et.j3 ~ 0

(a) Soit f dans E. Grâce à Ulle intégration par parties que. l'on précisera, montrer 9-ue :

(b) En déduire que les endomorphismes ipa et <PI' commutent.

10', Soit un entier naturel n. On désigne par Pn le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions
polynômiales de degré inférieur ou égal à n.

(a) Montrer que si f est dans Pn, alors 9 = <Pa(f) l'est aussi.

(b) Vérifier que la restriction de ip a à Pn est un endomorphisme diagorialisable de Pn'

(c) On suppose n = 2. Déterminer le nombre d'endomorphismes e de Pz tels que .&2 = <Pa'.

11. Soit f un élément de E et 9 = ipo:(f). On suppose que f tend vers le réel L en +00. Montrer •
que 9 admet une limite réelle en +00 que l'on calculera en fonction de L.
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Epreuve de Mathématiques

Durée 4 heures

Préambule
Le sujet comporte deux problèmes indépendants.
II est demandé d'exposer les questions dans l'ordre de l'énoncé.

•• Les candidats pourront admettre certains résultats intermédiaires et les utiliser dans
la suite du problème, même s'ils ne les ont pas démontrés, à condition de le
mentionner explicitement.
Les résultats devront être soulignés ou encadrés.
Pour chaque question de ces problèmes 1 on appellera * solution convenable * toute
suite finie d'affirmations correctement justifiées, et très lisiblement écrites. Seules
les * solutions convenables * seront notées positivement. '
/1sera tenu le plus grand compte dans la notation de la qualité de la rédaction et de
la présentation matérielle.

Premier problème

Partie l :un exemple

Soit f la fonction définie sur IR.pa; 1(x) = xArctanx et pour x > 0, on pose g(x) = -; 0 (X eArctant dt.x ./0
1. Etudierla fonction 1et tracer son graphe (en précisant les éventuelles asymptotes et Laposition
. du graphe de 1par rapport à celles-ci).

2. Calculer g(x) pour x =1= 0 et montrer que 9 peut être prolongée par continuité en O. (On
continue à appeler 9 la fonction ainsi prolongée).
Vérifier que 9 est développable en série entière sur un intervalle] - Il, R[ que l'on précisera et
donner ce développement. Prouver que 9 est indéfiniment dérivable (c'est à dire de classe COO)
SUT IR.

3. Etudier la fonction 9 et tracer son graphe (en précisant les éventuelles asymptotes et la position
du graphe de 9 par rapport à celles-ci).

Partie II

Dans toute la suite du problème, on désigne par E = C(IR.+,R) l'espace yeetoriel des fonctions
-" continues de [0:+oo[ vers IR.et par a un réel tel que Cl' > 0,." ,-
Poür tout f de B, on désigne par iJ!cx(J) l'application 9 de [0, +oo[ vers IR.définie' par: .

g(O) = 1(0)
o Cl'

1 lXet pour x >0 g(x) = XCX a tcx-1 1(t) dt

4. (a) Vérifier que pour tout élément 1de E, 9 = ifJcx(j) est élément de E.

(0) ]Vlontrer que pour tout x 2: 0, on a cIJcx(J) (x) = 11 ucx-l 1(xu) du.
o a

(c) On suppose 1de classe Cl sur IR.+ et on pose 9 = iJ!0:(J). Montrer que 9 est aussi de classe
C 1 sur ]R+ et.calculer gl en fonction de iJ!0:+1 (fI).
IvIontrer que 9 est de classe Coo sur IR.+ si 1l'est.

1/4
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b) Donner la matrice. de cr dans !a base canon!r:;.ue {eo, e2. e'l.} de E';!,.

c) Déterminer le noyau de û, aiilsi que ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

d) (Y est-il diagonalisable?

3° a) Montrer que l'application s qui à tout polynôme P E E2 associe le polynôme s(P) défini par

s(P)(X) = (X2 -1) PH(X) + X P'(X) (2)

définit un endomorphisme de E"'}-

b) Donner la matrice de s dans la base canonique {~1 eZIet} de Ez.

e) Déter~:tiner le noyau de s, ainsi que ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

d) s est-il diagonalisable?

4° On considère l'application qui à tout polynôme PEE associe le polynôme 2X P(X) - P'(X).

al) Montrer que la restriction f de cette application au sous-espace ~ dénnit une application
linéaire de Ez dans El'

b) Déterminer la matrice de cette 2pplication dans les bases canoniques respectiVes de ~ et
El-

c) Montrer que f est un isomorphisme.

Partie B

Soit g un espace vectoriel sur lR non nécessairement de dimension finie. On désigne par B1 et
B1 detLx sous-espaces vectoriels supplémentaires, de sorte que E = El ~~. On désigne par s un
e""r!o' """o"""'h;';"rn- dE. 'J:' e~lP"''' f' un- "'p"" •.••J;•.•"hU.-..••I;-ll£"'ll;~'" b;;e'--l;""" A" E.. da""" ltll.J.U u..&. .li"".l.A~.s..... "'" ~ï: u...a. ••••. u. ,tJ.l."""'u'L.L ••1. ,,[" ""'" - .•..J - I."_",,,,'V •. U,., - •

À x E E s;'écrivant x = Xl + X2) OÙ (Xl, X2) E El x E,,) on associe

. (3)

b) Prouver que F est surjective (on ne suppose. PAS que E est de dimension finie) et exprirrler
F-1(y), où y = //1 + Ih E E et (Yl,!h) € El x~.

2" a) On suppose que F admet une vaieur propre À E R Soit x =f 0 un vecteur propre aSSOCIe,
décomposé en x = Xl + X2- (où (Xl> X2) E El x Ez),Erm1v~r que Xl et X2 sont non nuls et
que X2 est vecteur propre de s.

b) Réciproquement, on suppose que s admet une valeur propre réelle J.L. Prouver que F admet
au moins uue valeur propre réelle À. Déterminer un vecteur propre de F associé à À en
fonction d'un vecteur propre X2 de s associé à Il-

c) Montrer que si ttl, ... , tik sont des vecteurs propres de s indépendants et associés à une
même valeur propre f.L de s, alors les vecteurs propres de F précédemment calculés sont
indépendants.

On suppose désomw.is E de di.-nensionjin.ie, et on pose n = dim El'

3° a) Justifier que dim E,. =dim E.t = n et dîm E = Zn.

b) co;r' " .t 1"'" v""j"'ur<: nrnp .•.••.'" .,.~••.n••ê a~~eh..,•..t•••e ,.;<& .ç. p.•T'.C"". t".t qU.1e _P ~..!~er_ C"}p va'.re'_i"""u &. ,..-1, ... , rp -,; W - t:7 r -"•.......u .•.•...••....•.•<yl;,;l' .;.¥ ••.u.J.."....•.-~ ur.- _ ul::'_ _UJ.ll ~ ...~

propres réelles distinctes..

c) Montrer que si $. est diagonalisable, F l'est aussi.

.............FIN............... ..........................•.• .• " .
..
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Partie III

Dans cette partie., Q' = 1 et l'on notera simplement ~ = <I>1 ; c'est à dire si 1est élément de E,

9 = ~(J) est définie par g(O) = 1(0) et g(x) = ~ lX f(t) dt. .

12. Soit f dans E et 9 = <I>(j). l'Aontrer que si f est intégrable sur IR+, alors 9 admet une limite
réelle en +00 que l'on précisera. La réciproque est-elle vraie?

(a) Montrer que E est un espace vectoriel réel et que l'application:

est une norme sur [.

(b) Soit 1E E et.9 = cI>(j) . Grâce à une intégration par parties, justifier que pour tous E, A,_,
tels que 0 < é <A, on a :

fA 1 le . fA(g(x))2 dx ::; -( j(t) dt)2 + 21. g(t)f(t)dt 1

f: E 0 e

(c) En déduire que p~ur tout f de E, <I>(f) est aussi élément de E avec N(<I>(f)) ::; 2N(f).
Comment iriterprétez-vous ce résultat?

PROBLÈME - II

Partie A

On:consiJèle E == R5[XJ, l'espace vectoriel des polynômes -de degré inférieur ou égal à 5. On note
E
j
l'ensemble des polynômes impairs dg E et Ez l'ensemble de~ pQl}'TIÔrne5;pairs de E. On désigne

par Ci: (0 ~ le ~ 5) les élé~ents de la base canonique.de ft: de sorte que. èr.;(X) = XI:., On nom!!H:;ra

P
o!'r~:ilë--..-nfa ~':b~e-c~_A."P't:;~~~e~~ ri. ~- (?é~~ rie E) l~ hç.,,~ J 9.. £J.~ J:I. .•• 1. !t"'e"t"> {~~ Co e.1 \ rl~ ~ .

'a.1~l.l,i.\",,:..:.Lv' '" ~.:l'••.• Q.U,\Ju.&."iu ••..• "*",",,,"'1 \A~";;;Y. v"" 2j lo~ t,,;~"';o' \.-l,-..s'.-~J " --J:'"" -tn-1h-4lJ/ '"'.-li.

r Justifier que El et E'2 s.ont deux s.ûm'-espaces vectoriels supplément::li.es de E, c;'est~à~Qire
E = Er$E'j.

20 a) Montrer que i;appiication (j qui à tout polynôme P E Ez associe le polynôme cr(P) défini

par

définit un endomorphisme de E'1~

3 {4
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L'épreuve comporte deux parties indépendantes.
La plus grande importance sera donnée à la qualité de la présentation et à la précision de
l'argumentation des réponses. Les résultats seront encadrés et accompagnés d'unités.

PREMIERE PARTIE: lYlécanique

MOUVEMENTS D'UNE TIGE CYLINDRIQUE

1-Rotation autour d'un axe horizontal.

Figure 1

Oy <:) 0
r-r-.---------- •.X,,,,,,

1
1
1

1,,
1
1
1
1. ,
1
1,
1

1) Soit une tige cylindrique homogène, de masse M, de
longueur 1, à section circulaire de faible rayon r.

On note R le référentiel galiléen (Ox, Oy, Oz), Oz étant un
axe vertical descendant (figure 1)

On désigne pa! JOy et Jo: les moments d'inertie de .la tige par
rapport aux axes Oy et Oz.

1-1) Exprimer Joz puis JOy .

1-2) Quelle erreur feI8t:"~ 6.J, commet-on en prenant pour JOI'
la valeur apPLOchée J = MJ2/3 calculée dans je cas d'une tig~
à section circulaire quasi pQnctuelle?

z
1-3) Calculer 6J et JOy avec les données numériques suivantes:

1= 0,5 m, r = O,Olm, M= 1 kg.
Dans la suite du problème on prendra pour JOy la valeur approchée J , la section circulaire étant
considérée quasi ponctuelle.

Figure 2

"Z

x 2) La tige OA peut tourner sans frottement autour de l'axe
horizontal Oy dans le plan xOz . Elle n'est soumÏse qu'à son poids
et. à l'action du support. La position de la tige est repérée par

x j'angle (Oz, OA) = B (t) (figure 2). On lance la tige avec des
conditions initiales:

B(O) = 0 et B(O) = Cùo.

2-1) En appliquant le théorème du moment cinétique, déterminer
l'équation différentielle liant B (t) et B (t). On désigne par g
l'accélération (un iforme) de la pesanteur.

2-2) Quelle est la relation entre B et B = cv à l'instant t ?"

2-3) Pour quelle valeur limite Ci.bJ de Ci.b la tige peut-elle effectuer un tour complet?

2-4) On appelle R la résultante des actions exercées en 0 par J'axe de rotation (colinéaire à Oy) sur
la tige OA.

.;
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t';.
r
"i,
i'

S 1
H(jCù) = -= =

E 1+ jQ( ,C3!, - ~.oJ
Cùo ' (1)

1-2) Quelles valeurs numériques faut-il donner à L'et à C afin d'obtenir un filtre pour lequel
Q = 200 et (Do = 4.104 rad.s.l, lorsque R = 10.0 ?

, i

;

1-3) Sachant que les valeurs de R, L et C ne sont connues qu'avec une précision relative de 5.10':;
(0,5 %), quelles sont les précisions relatives qui caractérisent les valeurs de Q et (Do ?

1-4) Evaluer numériquement 1 HI pour Cù = Cùo x'l,OS et pour Q) = lCù;S .
,

" :! ' ..
.~.

Cù
1-5) Repl'ésenter de façon approximative la courbe\ présentant log 1 Hien ordonnées et log -.-, en

; Cù()

abscisses. :?

On précisera essentiellement l'axe de symétrie et les points d'intersection des asymptotes avec
les axes des abscisses et des ordonnées.>::, ',;, ,) ',,' . . ..

1-6) Décrire en une phrase le comportement de ce filtre en régime sinusoïdaL
A quelles conditionspeut-oi1 le considérer cori,1me un montage intégrateUr'? '
A quelles conditions peut-on le considérer comme un montage dérivateur ?

" ,'.'

,2. :Régime impulsionnel., , '

2-1) ExpÙcit~r l'équation différentielle reliant S (t) à E (t) da~s le cas'g'é~1'é~al où E (t) n"est
pas forcémen~ une fO}1ctionsi~1\ls.<?~q9-1e.,"
'. . "',: ... {J. .,:. (. , 1

i'

D~ns leeas où'E (t)est'n~Ùe, Iy{ontr~i. qu~:l'in~pré~ision qui affecte Wo ('question Le,)
'autorise l'écriture de la solution de l'équaùon précédent~ sous fa forme:

, ,~,

. '.. Set) ~ (A :OS"",;- Bsin0'o! )e~~(-~~J'.....· r .

2-3) On suppose que la tension d'entrée présente, à la date to , une discontinuité:
E (to+) - E (to.) = 6 E (voir figure 1). '

( figure 1)

Montrer qu'alors:
2-3-1) le signal de sortie S {t) est continu à la date to;

2-3-2) La dérivée du signal de sortie présente une discontinuité égale à : •

dS ( ) dS ( ) Cùo- f+ - - {- = - 6£
dl 0 dl 0 Q

3
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Déterminer en fonction de 0 les composantes Rx et Rz de R sur la base « touillante» OX, OZ
(figure 2).

2-5) On se place d~ns le cas où OU) reste petit, o étant assimlléà un infiniment petit du premier ordi'e

( , lf)par l"appol1 a 2 .

Les conditions initiales sont toujours 0(0) = 0 et 0(0) = (Va.

2-5-1) Établir l'équation différentielle du mouvement de la tige
2-5-2) Donner l'expression de OCt).

2-5-3) Quelle est la condition sur Cùo permettant d'obtenir ce type de mouvement?
,
;

2-5-4) Calculer numériquement la période d~s petites oscillations;

données numériques: 1= 0,5 m, 1.,,1= 1 kg, g = 9,8 m.s.2.

D

2-5-5) On appelle le portrait de phase du mouvement de la tige le graphe O(t) = f (g(L) ).

Représenter le portrait de phase dans le cas où O(L) est petit.

2-6) Dans c.ette question on tient compte des frottements qui sont modélisés par un couple de moment
r = -h OU) ( frottement fluide)

; ;Jo

2-6-1) On se place dans le cas où OCt) reste petit, établir l'équation différelltielle çJu mouvement
de la tige. '

. . ~
2-6-2) On écarte la tige d'un angle 8 et on J'abandonne sans vitesse initiale, déterminer la

condition sur h pour avoir des oscillations sinusoïdales amol1ies ( mouvement
pseudo pér:iodique). Donner alors l'allure du portrait de phase du mouvement.

DEUXIEME PARTIE: ELECTRICITE

FIL TRE-eLC SÉRIE

Pour,le tiltre RLC dessiné ci-après, on note E (t) la tension imposée à l'entrée et S (t) la tension de
sortie.

•

E(t) T
C J

T S (t)

1. Régime sinusoïdal forcé.
]-1) Mettre la fonction de transfert sous la forme ci-après (en précisant les expressions cie Q et (0"

en fonction de R, Let C) :

2
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•.

Epreuve de Mathématiques

durée 4 heures

Problème

On désigne par En leR-espace vectortel des applications continues de [a, b] dansJR. où a et b sont
donnés avec a < b, muni de la norme:

IIfll =sup Ifl = sup If (t)l.
tEr a,b]

On désigne par El le sous-espace de EQ des applications de classe Cl sur [a, b].

Pour tout f E Eo on désigne par L(i) la primitive de f qui vérifie lb L(i) (t) dt = 0_

Pour tout entier non nul non pose Ln = L 0 L
n
-
1

où
oL = id (application identique).

....

On désigne par (P n) la suite de polynômes définis p3.r Po '. 1 et P n .= Ln (Po) où l'on désigne
par le même symbole le polynôme et la restriction de sa fonction polynàmia1e associée à [a, b].

Partie l

10. (a)MonL-er que L est bien défini et constitue un endomorphisme de Eo .

(b) DéteiTIliner son noyau Ker L.
(c)Montrer que nm..age de L est incluse dans E1- La restriction à El de cet endomorphisme

L dL+init-elle un automorphiSme de El Uustifier avec précision la réponse) ?

c)
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(h) On suppose désormais que f (t) > 0 pour tout t danS [a, b]. Étudier les variations de
LU). L2(i). L' (f) et L '(f) puis. plus gênéra1ement. Ln (f) lorsque n décrit N* . '.

(e) C~cclerle èârd1iJ.a1 de nn'. ; {t E (a,hll L'n(f) (t)'= D} Iqrsquen dépit l!*",
(d)Dét=fner

1e
signe de L2ncJ)(a) lo~./n d;"~N'•... ' .' .....h

, ~.~: : .,:.'~. :~~/,"'. ;", .~ ":':;;',;.:\'.1" '~}.;::'c:~.'.;::;~'_~\,:;~=~<.:):,,:', ',.. :;:::..:~J~... '. '.3: 'Y'~';-' .:', ~.,::..!~.",:'.':. .'.::'~' :.~ \ ~ .,..J..-":.:~;/:'.-::t:':~.:~.~':.""". :/;" ".;~1;:::'..; ..... ,,:,~,-~:,:\~.t

".,' : .; ~ ~'.,''~-!L':.<,~ '.:' : ' ./, .;..

Partie III
':.;

".:~/~ .. ,'" " :..~.>.~ .,.*~. .:.-.;- '<, c - :~:.:"~":'~.., .. , ,,:,.' ~.

'10. (al Exprimer Pl. Pz et P3 en fonction de la variable t - a.

(b) Êtabllrrêgal1té;~(;'+ b'a)~ ~n(~)'(b.-: a) (~: ~ ~~~'

n

..

l~~~e n décrit N* .

(c) En dédutre la valeu:r de la somme 52 = 'I:.e.
k=l

20. Soit P = JR[X]. On définit sur P X P l'app1ic~tl6n.
b

'. ~!p ': (p;.Q~,:~Cp(P, Q) =,'b'~ ~'i":~(t) ~;(~)~L';,:,"
::L' ...,'

".:~ ",~ j

et." Cp(fJn,PO), D..
. . . . , . ; " ..' .' .~ - .: .'.' .. ;-'.:' -. . ~.:, ..',: .

.,>: ", .~'_!•...• '_•• ". : ' .:-: 'f'
"

m ~ n > O,l'ondispose
'J' • ~. • •••• ~ •• _': ;

, ,

ch) Montrer que, si met n sont deux entiers vérifiant les relations

des égalités :

3
0
• Oridéslgne respeet:tvement par F Pl et F P2 les sous-cespaces vectoriels de P engendrés par .

les polynômes P
n

d'indices pairS et imPatrs. . ....' . .: ," ;.,: ':"

.;.',

(h)Démontrer que cette somme directe est orthogoD.a1epoUr le produit scalaire <p.
(a) Démontrer la relation P = F Pl EB F P2.

!'".:
' .. ,".'

1'1
,.: .. :

(a.)Démontrer la relation "In = L C~"Ik pour tout entier ~ supérieur 'ou égal à2 et'en
'. '1=0 .' ',' ',' ', ..

dédl..lireque ln est :Indépendant de a et de b.

(h) Calculer 'In pour nE {l, 2,3,4,6,8, lO}.
(c) Déterminer une base <p-Drthogonaledu SQus-espace G de F P2 engendré par la famille

(Po, P2, P,,,, P5),

, 40• On désigne par "In le nombre

.~,,:
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."". -.,:"

20• S~~~j E Eo. --

{a)Dérnontrerl;~ilit~'. LU) (t) '" ilaf(l';(:) ;~)':' p~~t~t't ~~:3[a:~:';. ,
..•. ; ..~. :,' ." ,~ ::~: :.~;',;.<.: ; =-.; ; I~ \ j;.." .. ,i ~."~.:;':',~.:L.;.L.:::; ::~ i ~7.,;~,~'.\.-':~'-",.;;. :~.-.j.,:~:,":

(h) Démontrer l'existence de deux réels Xi et X .• dans [a, b] telS que. pour tout tda:DS [â;'bJ .

L(f) (Xi) ~ L(f) (t) ~ L(t) (x .•) .
. ",- ~-

b' ..,,".:';:: .:r'

(e) Calculer la bome supérteure a 'de l,lx - tl dt lorsque X déc:rtt [a, .b]. En déduire que
b _ a ' _. a: C.-::'::,":' ',: ".:':: "'2.U':"y/ ".';:".'-.\ ;!;, .:::::'; .... '.',-.--:,<.,

lIL(f)1l ~ --lIfll. L'endoID0!J?h1smeL est-il continu OustlfierIa répo~)? .' .,"c._, .

. ...2, ...'....'....._..... ...... " ...-: , ....
(d) Calculer lIL(Po)1I amSi que -I\lLlli" sup lIL(j)l( lo~~'r décrlt-k~ëb6uîe\î~tt{i

fermée de Eo définie par Hfll ~ 1.
.... ',.' - .... ,. , "f

~~!
: .-'-

;,.,'

(h)Montrer que ce sont des sous--espacesyectortels. Les compare!; avec leurs images par L.. . .. ." . "" ., . ".-.. : .. ,.... . '.':: :,--', -';: ",' ~;.,,: _:..".. ... -' . '., ~'.';." : " .. ..':">~..': i ...; '.,~~.,'.',';'..

10• (a) Les ensembles FI et F2 sont-l1s vides? rédUitsà{O}?:

On désigne par fI l'application

où td~rtt [a, b].

On désigne par FI le sous-ensemble de :Eo défini par, les:fon,cti0ESJ ,~ellysque f (a + b - t) =
é f (t) pour tout t dans (a, b] avec E = -1. et F2'le so;'i~D.Semble'anâJ.ogue avec E = +l.

t t-+ (t _ a; b) 3
-et paï f 2 Tapplicatlopt t::: (t ~(!:)(!,7:~)

::..:
"

2 a • Soit! ~ éÎ~~ntcle Ea et 9 la fonction définie sur [a1b] p~:;~\t? t [J (t) +J( a~+~7 tIl- ;;:
_, '", .' . ;" .:'. "'; ,:'.;:" -.!: ". '~'-.':' -F, ,~.~: :;,,: ;.;

(a)Vérifier que 9 appartient à P2-

(h)Démontrer la relation £0 = FI EB F2•

(c) Démontrer la relation Lnef) (a) = Ln(f)(b) pour tout entier n ~ 2.
<';-.", ..; ;' .. '" .

"'" :: ... -.

30
• Soit f un élément de F2.

(al Démontrer les relations :

L2n-1(J)(a ~ b) = 0,' L2n+l(f}(a), L2;;'+I(J) (b) =0
~

et 12 L2n(f) (t) dt = 0

lorsque n décrit N*.

Tournez 13page S.V,P.
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Le but du problème est 1étude de différents systèmes oscillants en physique.

Dans tout le problème, les vecteurs sont écrits en caractères gras.

PREMIEREPARnE: LE PENDULEsÏMPLE

•
1 Un pendule simple non amorti:

On considère un point matériel M de masse m acc~oché à un point fixe
a par l'intermédiaire d'un fil inextensible de longueur 1 etdemasse'nulle:
L'ensemble est situé dans le champ de pesanteur terrestreg= g.i (avec g~"9;8i
m.ç2 ), i étant un vecteur unitaire de l'axe Ox. On note, l'angle orienté: S =
(Ox ,OM) = (i,u) où u est un vecteur unitaire colinéaire à OMo On néglige les

frottements.
On lache la masse d'un angle So sans vitesse initiale.

........01

x

y

-M
1-1 Etude dans le cas de petites oscillations:sin(8) ~ 8 :

1-1-1 Montrer que le mouvement est plan.
1-1-2 Etablir l'équation différentielle du second ordre, vérifiée par S.
1-1-3 En supposant que 'les élongations angulaires sont faibles, montrer que l'équation du mouvement est
approchée par celle d'un oscillateur harmonique de pulsation Cùodont on donnera, l'~xpression en fonëtion de 1 et g.

En déduire 8(t). On rappelle que pour les faibles élongations aniulah~es;' sill(S) ,;;e~'" ..
1-1-4 On appeile portrait. de phase d'un oscillateur le graphe é = j(e), représenter le portrait de phase du pendule

étudié.

E
2521.50.5

1:

1.

1.4

1.2

1
o

1-2-4 Proposer une méthode pour déterminer expérimentalement les valeurs de T.

En déduire l'équation différentielle du premier ordre reliant
système. On garde les mêmes conditions initiales.
1-2-3 Donner l'expression de la périodeT(80) sous forme d'une
intégrale en fonction 8, 80 et des paramètres caractéristiques du
système. On précisera soigneusement les bornes d'intégration.
On ne demande pas de calculer cette intégrale.
Une intégration numérique donne la courbe ci-contre. Commenter
la courbe obtenue.

1-2 Etude aux grands angles: sin(8) '* 8 :
1-2-1 Exprîmer l'énergie potentielle de pesanteur en fonction de x puis de 8.
1-2-2 Montrer que l'énergie mécanique se conserve au cours du mouvement.

(dei
dt , 8, 80 et les paramètres caractéristiques du

TI Oscillateur amorti:

, Lorsqu.e l'on enregistre expérimentalement OCt),on constate que l'amplitude de 8 diminue lerüement. Oli interprète ce
résultat par la présence de frottê.':menisque l'on modélise par:
f = -C'l.. V, v désigne 1ftvÜesse du point l"t et o., une constante pnsitive.
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DEUXIEMEP ARnE : LES CIRCUITS OScn.LA.t~TS

. v2

;..:L~

M
~ •

xIe
.vs

i2=O
}....

vI
",":'; ... ~

. . . :.

Aucune connaissance particulière sur le multiplieur n'est nécessaire pour répondre aux questions.
Un multiplieur est représenté par un circuit intégré qlJi réalise le ..
produit des tensions d'entrée"'l et V2et donneuny.~t~~iop. .de ".,;
sortie Vs = k VlV2(k est une constante positive) (figure))!): .

Les courants d'entrée sont toujours nuls (il = i~.~,;O-"\:,,~

-,":

figure 1

IV Oscillateur en régime sinusoïdal forcé:

La figure 2 montre les différents éléments du circuit; M dé1
le multiplieur .
u(t) est la tension d'un générateur sinusoïdal de pulsation ro
tension efficace D, Eo est la fém d'un générateur continue.
, 4-1a) Montrer que . '

.' ; ..;,.' . Vs = k.(u(t)+_ucCt)).Eo
;.\~ù uc(t) représente la tension aux boroesdu condensateur-;
b) En déduire l'équation vérifiée p~ la tension aux barot
condensateur Ue(t) sous la forme: .

d2uc 2 duc 2? .-- + -- + (j) u = (j)- Acos((j)t).dt2 r dt oc o.Vs

RL

t
tu(t)

, figure 2
Déterminer roo, A et, en fonction des caractéristiques du circuit (U;Eo,R,L,C,k).
4-2 En utilisant la notation complexe, déterminer l'amplitude Dc(ro) en fonction de " A, ro et roo.

On donne R=310 n,L = 0.5 H, C = 47 nF, Eo=O V.
Calculer le facteur de qualité et tracer l'allure de la courbe,Uc(ro) .
Comment peut-on tracer la courbe expérimentalement? Peut-on utiliser un oscilloscope?

4- 3 On trouve expérimentalement:

Eo(V) 0 1 2 3 4 5 6 7
1

ffio(rad/s).10-3 6,52 6,18 5,83 5,46 5,05 4,61 4,13 ),57 1

V'érifier que ro02 est une fonction affi.i'lede Eo. En déduir~ la vaÏeur de k.
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En se limitant aux petits angles, écrire l'équation sous la forme:
d2e 2 de 7-+--+{])-e=o
dt2 T dt 0

Donner l'expression de • et son interprétation physique.

On appelle décrément logarithmique, 8 la quantité
Exprimer 0 en fonction de T et •.
2-3 La figure ci dessous représente les variations de e .avec le temps.

o l d d4 r

2-2 A qU:-elleconcliti6;obtient-on un régime pseudo-périodique? ...
Dans le cadre d'un régime pseudo-périodique, calculer la pseudo-pulsation met la pseudo-période T. .

Jn( e(~~j;)J
où T est la pseudo-période et t le temps.

n preCise es coor onnees e pomts 1 artlcu lers:
Points A B C D

t (s) 0,53 1,1 2,2 8,25

8(°) 0 8,95 8,02 °

.,;

:~!

".:i

J:\

•

j

e

o

0' i

Dm.cos(rot)

La masse est m = 470 g.
Calculer numériquement à partir des valeurs expérimentale
a) le décrément logarithmique 8;
b) la pseudo-période, T;
c) le temps .;

.d) la constante o..

c

Un pendule simple est constitué d'un point matériel M
de masse m, placé à l'extrémité d'un fil inextensible, de longueur
l et de masse négligeable. L'autre extrémité du fil est fixée en 0'
qui oscille sinusoïdalement suivant la verticale, avec une
amplitude Dm et une pulsation co:

00' = Dm.cos(co.t).i
On désigne par e l'angle que fait le pendule avec la verticale
descendante. On suppose qu'il n'y a pas de frottement. On note
R(O,i,j,k) le référentiel terreste supposé galiléen et R'(O',i,j,k) le
référentiel lié au support du pendule.

ID Oscillateur paramétrique:

2':5 Donner l'allure des portraits de phase du pendule amorti dans les deux cas étudiés: le régime pseudo-périodique
et le régime apériodique.

2-4 A quelle condition obtient-on un régime apériodique? Donner l'allure du graphe eu) dans eecas, on suppose

que: 13(t = 0) = 0 et e(t = 0) = BO

3-1 'I~e r{f~,rr::.nti!2! RI est-il galiléc.l1?
:3-2 l~n.1:: ~l~s:~:n!li'. théorèr..1e (h~ rrl ;;:: 1e.!;t sinéliqli~ el-: (j": I;',Crire 1" tl_~!.lai in n Chi 7l-lnLl\,-r.;-n tCll t. (.Liil~~!.:~'.

]-3 IlIucLrc.r C1U~-'. l:équ;.rhon f,.::lf. ~~"~(:r~;ë:::':
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Epreuve de Mathématiques

Durée 4 heures

L'usage de la calculatrice est interdit.
Si, au cours de l'épreuve, lillcandidat repère ce qui lüi semble -être une erreur d'énoncé, il le
signale sur sa copie-et poursuit sa composition en indiquant les raisons des initiatives qu'il est
arnenéà prendre _ -

*****
L'éiilHlcé comporte deux problème; indépendants. Tlsdolvent-être rédigés sut' des-eopiessépat'ées.

-------------------------------~--------------
Problèm-e n° 1 .

Première partie.

1) On considère la suite réelle U = (un)nEW définie par :

n 1 Jn dx
\in E N*, Un = ..L: fF, - r::. .

p=1 yp l "IX

a) Étudier le sens de variation de la suite U .

b) Montrer que la suite U est convergente vers un réel L que l'on ne cherchera pas à
calculer.

n 1
c) En déduire un équivalent de ..2:- lorsque n tend vers plus l'infini.

P=1.jp

2) Soit la suite v = (Vn)nEN définie par:

va E ] 0, ; [ \in E N, Vn+l = sin vn.

a) Étudier le sens de va.riation de la suite v.
b) Montrer que la suite v est convergente vers un réel que l'on précisera.

c) Déterminer un réel a tel que la suite de terme général v~+1-v~ converge vers un
réel non nul.

d) On admettra le théorème de Césaro, à savoir :

Pour toute suite réelle w convergente vers un réell on a n~ (~iWk) = l.
k=1

A l'aide du théorème de Césaro, montrer que :

AVn - --
n-++= n

-page 1
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'froisième partie.

On considère la série entière réelle L vnxn où u est la suite définie dans la partie I )
question 2), on notera V l'application définie sur ]-1, 1[ par :

+00

Vx E ]-1, 1[ ,V (x) = L::Unxn.
n=O

1) a) Montrer que V est bien définie.
b) On note W l'application définie sur ]-1, 1[ par :

+00 n

VxE] -1, 1[ ,W (x) =~ ~.

Montrer que West bien définie et que:

v (x) ~ W (x) Ji
x-.1

1
2) On pose pour tout x de ]0, 1[,h (x) = .

vix (1 - x)

a) Montrer que l'application x 1-;"+ 1 est intégrable sur l'intervalle] 0, -2
1

],
y/x (1- x) .

1

calculer l'intégrale io~ dx
vix (1 - x)

b) Montrer que :

c) On notera:
1n-l (k)

Vn ;?; 2, Hn = - Lh - .
n k=l n

a) Montrer que:

•

Vm;?; 1,

13) Montrer que : .:

- page 3

Vm ~ 1 , H _ 2
2m+l- 2m+ 1
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3) On définit la suite s par :
n.

Vil. E:N*, Sn. = l:up .
p=1

a) Déterminer la limite de Sn. lorsque Il. tend vers plus l'infini.

b) a) En remarquant que Un. équivaut à /f; quand Il. tend vers plus l'infini, montrer

que, pour tout réel s strictement positif, il existe un entier naturel N tel que,
pour tout entier 'naturel n strictement supérieur àN on ait :

n (I! ')L --u
p=N+1 P p
1-------- < s.

n ~'3fJ) En déduire que Sn équivaut àL - quand Il. tend vers plus l'infini.
p=1 p

y) Déterminer un équivalent simple de Sn lorsque Il. tend vers plus l'infini.

Deuxième partie.

On considère deux séries -entières réelles L Unxn et L bnxn de même rayon de conver-
gence égal à 1 et vérifiant les propriétés suivantes:

{

Vil. E:N, an> 0 et bn > O.
an - bn.

n-++OO

la série L an diverge.
+00 +00

On note: Vx E:]-1,1[, I(x) = Lanxn et g (x) = Lbnxn.
n;={) n;={)

,.

1)

2)

a) Montrer que 1est croissante sur ]0, 1[.

b) Montrer que liml (x) = +00.
%-+1
%<1

a) En remarquant que an équivaut à bn lorsque l'entier naturel Il. tend vers plus
l'infini, montrer que, pour tout réel s strictement positif, il existe un entier naturel
N tel que, pour tout réel x appartenant à l'intervalle ]0, 1[ on ait :

+00L (bn - an) xn ~ si (x)
n=N+1

N. L~-~~
b) En utilisant la question Il) 1) b), déterminer la limite de n=1 1(x) quand x

tend vers l par valeurs inférieures.
c) En déduire que 1(x) est équivalent à g (x) lorsque x tend vers 1 par valeurs infé-

rieures.
q r

- nacrA:2 ,.,:: 0
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4) Soit une série entière réelle .L dnxn de rayon de convergence égal à 1 telle que:

a) Donner un exemple de série de terme général dn remplissant les conditions pré-
cédentes.

Tl n

b) On note, 'lin EN, Tn = L:dp et en = L:dkdn-k.
p=IJ k=()

a) En utilisant les questions précédentes, montrer que :

/3) Montrer que pour tout entier naturel N :

N 2Nl:en ~ TJ ~ Len.
n=O TFÜ

y) En déduire que Tn = 0 (.JTi) quand n tend vers plus l'infini.

8) Montrer que s'il existe À E IRtel quen~;= À alors À E [1, V2] .
L 2" 2 2 2 ? 722 22 2 2 ? Z 2 2 2 Z % 2 ? Z Z 2 Z2 1«« 7 2 2Z22 1 2 2 2? 2 2 Z7 Z2 2 2 Z? 2 222 7 2 1 2 l 27 Z Z 22 ?? 2 2 2 22 412 ;

Dans tout le problème, n est un entier naturel supérieur ou égal à 2, et E est un espace euclidien
de dimension n dont le produit scalaire est noté (.,.) et la norme associée est notée Il.11. On note
idE l'application identique de E, et 6 l'application nulle de E.
Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note Fi. le sous-espace vectoriel supplémentaire
orthogonal de F dans E.
Le projecteur de-E sur F parallèlement à F.1. est appelé projecteur orthogonal sur F.
Pour tout endomorphisme 1 de E et toute valeur propre À de 1, on note Ef(À) le sous-espace
propre de 1associé à. la valeur propre À.

Partie I : Inverse généralisé d'un endomorphisme symétrique

On considère un endomorphisme symétrique 1 de E, c'est-à.-dire un endomorphisme 1 tel que:

V(x,y) E E2, (J(x),y) = (x,j(y»)
On suppose de plus que 1est non inversible et non nul.
1) Montrer que 0 est vàleur propre de 1et que 1 admet au-moins une valeur propre non nulle.

2)a) Soient À et J.1. deux valeurs propres de 1.
Montrer, pour tout vecteur x de Ef()l.) et pour tout vecteur y de Ef(j),) :

À(x, y} = J.L(x, y)

b) En déduire que les sous-espaces propres de 1 sont deux à deux orthogonaux.

-page 5
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y) En encadrant avec som H2m et H2m+1 , détenniner les limites de H2m et
H2m+1 lorsque m tend vers plus l'infini.

3) Déduire des questions précédentes un équivalent simple de W (x) puis de V (x) lorsque
x tend vers 1.

Quatrième partie.

Soit k l'application définie sur [0, 1J par :

Vt E [O,~[,k(t)=O.

Vt E [~,1] ,k(t)=+.

On admettra la propriété (J{) :
Vc > 0, il existe un couple (P, Q) E (JR [XJftel que:

Vx E [0,1] , P (x) :::;k (x) :::;Q (x) , LI (k (x) - P (x)) dx :::;c , LI (0 (x) - k (x)) dx :::;c.

On considère une série entière réelle L cnxn de rayon de convergence égal à 1. telle
que:

Vn;;:: 0, Cn ;;::a et

+co

On notera F (x) = l>nxn pour x E JO,1[.
n=D

1) a) Montrer que :
+co 1

Vp E N, lim (1- x) ~ cnxn+np = --.
",-.1 LJ P + 1

n=O

b) En déduire que :

+co Il
VR E lR. [XJ , lim (1 - x) LCnxn R (x") = R (t) dt.

",-.1 n=D 0

2) En utilisant la propriété (l(), montrer que:

3) En posant x = e-iv avec N E N* , montrer que:

N

~cn - N.L..J N-.+co
n=D

- page 4
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3) Montrer qu~ les sous-espaces vectoriels lm f et Ker f sont supplémenta.ires orthogonaux dans

E.
On suppose que f admet exactement k + 1 valeurs propres deux à deux distinctes Ào, Àl, ... ,À/c
avec k ~ 1, '\0 = 0 et 0 <IÀll ~ .. , ~ IÀkl.
Pour tout entier naturel j inférieur ou égal à k, on note Pj le projecteur orthogonal sur Ef(Àj).

4) Soit x un vecteur de E.
a) Montrer qu'il existe un unique (k+ l)-uplet (xo, Xl" . , x/c) de Ef(O) x Ef(Àl) X ... X Ef(À/c)

tel que x = Xo + Xl + ... + Xk.

b) Pour tout entier naturel j inférieur ou égal à k, montrer: Pj(x) = Xj'
Ainsi, la relation suivante est clairement vérifiée :

idE = Po + Pl +... + Pk

5)a) Etablir, pour tout couple (i,j) d'entiers naturels inférieurs ou égaux à k :

i 1= j ~ Pi 0 Pj = 6
b) Montrer: f = ÀIPI + À2P2 + ... + ÀkPk.

c) Montrer que le projecteur orthogonal P SUI lm f vérifie :
P = Pl + P2 + ... + Pk

On note f~ l'endomorphisme de E défini par fU = : Pl + ~P2 + ... + \1 Pk'
Al À2 "'k

On dit que fU est l'inverse généralisé de f.

6)a) Montrer: f 0 f~= p.

b) En déduire: V(x, y) E E2
, (f(x) = p(y) ~ X - f~(y) E Ker f) -

7) Soit y un vecteur de E.
a) Montrer: "Ix E E, (1If(x) - yll = inf Ilf(z) - yll ~ x - f~(y)E Ker f)

zEE

b) En déduire que f~(y) est le vecteur x de E de plus petite norme vérifiant:

Ilf(x) - yll = inf Ilf(z) - yll
zEE

Partie II : Application à un exemple

A = (~ ~ -~ -~)
-1 0 3 0o -1 0 1

Soit f l'endomorphisme de E associé à. la matricé A relativement à la base B.
1) Justifier que f est un endomorphisme symétrique non nul et non inversible.
2) Montrer que f admet exactement trois valeurs propres distinctes Ào, Àl,)..2 avec Ào < Àl <

)..2.

On note Pl le projecteur orthogonal SUI Ef(Àl) et Ml la matrice associée à. Pl relativement à la
base B.
On note P2 le projecteur orthogon8J. SUI Ef().'2) et M2 la matrice associée à. P2 relativement à la
base B.

3) Montrer: A = 2Ml + 4M2•

4)a) Montrer que Ef()..2) est de dimension 1 et déterminer un vecteur V2 de Ef()..2) tel que

JJv211 = l.
b) Montrer: Vx E E, ]J2(x) = (x, V2}V2.

c) Déterminer la matrice M2.
5) En déduire la matrice associée à. f~ relativement à. la base B.

Dans cette question, E est un espace euclidien de dimension 4 et B = (el, e2, e3, e4) est une base
orthonormale de E. On note :
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1
L'EPREUVE COMPORTE TROIS PARTIES INDEPENDANTES

Première partie: Echelle contre un mur

x

y B
Une échelle posée contre un mur est représentée par une barre AB dont les
mouvements éventuels ont lieu dans le plan Oxy. Le centre d'inertie G de la
barre est le milieu de AB.
Les contacts sont modélisés par les lois de Coulomb du frottement solide, avec
un coefficient de frottement f en A, entre la barre et le sol et un coefficient de
frottement 9 en B, entre la barre et le mur.

On utilisera les' notations suivantes:

8: angle que fait l'échelle avec la verticale, compris entre 0 et ;

(- P y) : poids de l'échelle.
(a x + a y ): liaison subie par l'échelle en A.
(0 x +b y): liaison subie par l'échelle en B.
P, a et 0 sont positifs.
x: vecteur unitaire horizontal, orienté dans le sens des x croissants.
y: vecteur unitaire vertical, orienté vers le haut.
L'échelle reste immobile. Établir un systéme d'égalités indépendantes vérifiées par P, a, 0, a, b et 8.
Combien trouve t-on d'égalités?
Pour 8 fixé, combien le problème comporte t'il d'inconnues?
a-t-il en général une solution unique? Expliquer concrètement ce qui se passe.

On suppose en plus, que l'échelle bien que restant immobile, est à la limite de glisser et de tomber par
terre.
a) Quelles relations a-t-on alors entre a, 0, a et b ? Combien a-t-on d'égalités maintenant?
b) En déduire que6.

Re peut pas être fixé arbitrairement. Expliquer-la conséquence concrète de cette situation.
Exprimer tan 8.
en fonction de f et de g.

c) Pour f= 0.5 et g.= 0.3 calculer l'angle 8.
en degrés et décrire qualitativement ce qui se passe si on lâche l'échelle sans vitesse initiale alors
qu'elle fait un angle de 30° avec la verticale, puis lorsqu'elle fait initialement un angle de 70° avec
la verticale.

Deuxième partie

Données:

Constante de la gravitation universelie : G = 6,67.10-11 N.m2
. kg-2

Période orbitale de révolution terrestre (année solaire ) TA = 365,26 jours solaires, de 86400 s
Rayon moyen de l'orbite terrestre: R = 1,.50.1011 m

. 24 kMasse de la Terre: MT = 5,98.10 g
Rayon du Soleil: as = 7,1.10B m
Formulaire sur les ellipses:

Soit une ellipse d'excentricité e, de paramètre p, de demi-grand axe a, de demi-petit axe b et d'aire A.

Alors:
p

a=--
}_ e2

Pb= ---
~

A = nab

Le Soleil est considéré comme un astre dont la répartition de masse est à symétrie sphérique, de
centre S et de masse Ms, très sup'érieure à celle MT de la Terre. Le référentiel de Képler (RK) = (S
XYZ) centré en S et dont les axes SX,.SY et SZ gardent des directions fixes est considéré comme
galiléen.
SaUf indication contraire, la Terre sera considérée comme à symétrie sphérique de centre T et on
suppose qu'elle ne subit que l'action du Soleil.
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1-2-4 : Discuter rapidement et sans calculs de la stabilité de cette position d'équilibre vis à vis
de petites variations de position, qu'on supposera avoir lieu le long de la droite (Sx).

1-3 : En réalité, l'orbite de la Terre n'est pas rigoureusement circulaire.

1-3-1 : Justifier que l'orbite terrestre (trajectoire de son centre T dans le référentiel de Képler)
est cependant plane; on supposera dans la suite que ce plan, appelé écliptique, est confondu
avec le plan (S XY).

La conséquence principale de la non-circularité de l'orbite terrestre est l'inégalité des durées des
saisons. Il se trouve que les dates des solstices d'hiver (de l'hémisphère nord) et d'été coïncident
respectivement avec le passage de la Terre au périhélie H (point de l'orbite le plus proche du Soleil)
et à l'aphélie E' (point de l'orbite le plus éloigné du Soleil) de son orbite: H est supposé être sur l'axe
(SX) de (RK).
Les positions des équinoxes de printemps P et d'automne A coïncident aux passages de la Terre sur
fa droite (SY) perpendiculaire à la direction (SX) = (SH).
La durée de l'hiver TH = 89,4 jours solaires moyens de 86 400 s, celle du printemps est
Tp = 93,2 jours solaires.

1-3-2 : Enoncer sans démonstration la nature géométrique de l'orbite terrestre (ou première loi
de Képler dans le cas présent). Représenter cette orbite sur un schéma où figureront aussi S,
H, P, E et A, et les axes (SX) et (SY). Pour plus de clarté, on ne craindra pas d'en exagérer
l'excen tricité.

1-3-3 : Enoncer et justifier la loi des aires (ou deuxième loi de Képler dans le cas présent).

1-3-4 : Soit e l'excentricité de l'orbite terrestre. Comme e « 1, on peut montrer que l'aire du
ab

secteur SHP de l'ellipse est AH = -- ( TC - 4 e) ,a et b représentant respectivement le demÎ-. 4
grand axe et le demi-petit axe de l'ellipse trajectoire. 1

Etablir alors la relation entre la durée de l'hiver TH, la durée TA de fannée et l'excentricité e.

1-3-5 : En déduire la valeuLnumérique de l'excentricité e de l'orbite terrestre.

1-3-6 : Donc, durant la 'belle saison' (printemps et été) de l'hémisphèr.e nord" la Terre est
en moyenne plus éloignée du Soleil que durant la 'mauvaise saison'.
A ce propos, quelle caractéristique du mouvement de la Terre permet d'interpréter le
phénomène des saisons? On illustrera la réponse par un schéma clair.
Interpréter le fait que les saisons sont plus contrastées dans l'hémisphère sud que dans
l'hémisphère nord.

Troisième partie

Ce problème ne nécessite aucune connaissance sur le fonctionnement des amplificateurs
opérationnels. Toutes les propriétés nécessaires à la réponse aux questions sont fournies dans
l'énoncé.
Les A.O. utilisés possèdent les propriétés suivantes: (figure 1)

i+ = i_ = 0
IVsl<Vsal siE=Q
vs=+Vsat SiE>O
Vs = - VSal si E < Q
Vsat étant une constante positive

fig J

A.1) Tracer la caractéristique Vs= f(E) d'un de ces A. O.
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"

On considère dans un premier temps (questions 1-1 et 1-2) que l'orbite terrestre est circulaire de
centre S et de rayon R

1.1 :
1-1-1 : Dans ces conditions, en appliquant le Principe Fondamental de la Dynamique à la Terre,

établir simplement la relation existant entre la vitesse angulaire de révolution OA de la Terre sur son
orbite, la constante de gravitation universelle G, R et Ms,

1-1-2 : Donner alors l'expression de la durée de l'année TA en fonction de G,R et Ms et en déduire
la valeur numérique de Ms,

1-2 : Tous les 11 ans en moyenne, le Soleil connaît de brutales éruptions qui éjectent violemment de
grande quantités de particules chargées, Quand ce 'vent solaire' atteint la Terre, cela nuit aux
télécommunications hertziennes, Il est donc nécessaire de disposer de satellites de surveillance du
Soleil, placés constamment entre le Soleil et la Terre,

On travaillera dans le référentiel (R')=(S xyZ) tournant autour de (SZ) par rapport au référentiel de
Képler en suivant le mouvement de la Terre, toujours supposé circulaire de rayon R. tel que T soit
constamment sur la droite (Sx),

Soit P un tel satellite, assimilable à un point matériel de masse m, P doit tourner autour de S sur une
orbite circulaire, de façon que S, P et T soient constamment alignés, P est donc supposé en équilibre

--7- --7- --7-
dans le référentiel (R'), en un point tel que PT = cl . ex où ex est le vecteur directeur de l'axe

(Sx), voir Figure 1

y

x

Orbite de la Terre

Figure J

1-2-1 : Le référentiel (R~)est-il géiiiléen ?
Effectuer le bilan des forces s'exerçant dans ce référentiel sur P, qui y sera supposé à

--7- --7- --7-

l'équilibre. Ces forces seront exprimées dans la base (ex' el' ,ez ) liée à (R') en fonction

de G, Ms. MT, R et d.

1-2-2 : Ecrire alors la condition d'équilibre de P relativement à (R'). En déduire une relation
entre Ms, MT, R et d.

1-2-3 : Résoudre cette équation en d : on utilisera le fait que d « R , et l'on pourra effectuer

un développement limité en i. On rappelle que si 1 E 1 «1, alors (1 + E) a ~ 1+ UE
R

Vérifier l'homogénéité du résultat.
Calculer numériquement cette valeur de d à l'équilibre.
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A.2) Déterminer, pour le montage de la figure 2
(non inverseur) la caractéristique
Vs=g(ve) pour - Vsat < Ve < +Vsat :
on prendra R2 = 220 kO, Rj = 10 kO, Vsat = 14 V

l
Tig

A.3.a) On considère le montage de la figure 3 où les bornes + et - ont été permutées

~R1
. On peut alors montrer que l'A.O. ne fonctionne plus.en
régime linéaire, c'est à dire 'que E est toujours non nul.

Exprimer V+ et V- en fonction de R1, R2, Vsat.
Déterminer leurs valeurs numériques (on utilisera les
données du A.2)

Exprimer E en fonction de Vaet Vs. En déduire la
condition à imposer à ve pour que l'A. O. soit
. en saturation positive (vs = +Vsal),soit ve < V+
. en saturation négative (vs = -Vsat), soit va> V-

l
+

+
~Et

A
- Vsal svi Vs

D fig4

fig 3
A.3. b) Appliquer les résultats précédents pour étudier la caractéristique Vs= h(ve).
• Pour cela, on considère l'état initial Ve= Va (avec Va < V-l, Vs= Vsa" et on fait croître Veà partir de

va. Montrer que, pour ve = V+, VSbascule à - Vsat. Si Vecontinue à augmenter, observe-t-on une
nouvelle modification de vs ?

• On considère maintenant l'état initial Ve= v'a (avec v'a > V+), VS= - Vsat,et on fait décroître ve.
Montrer que,

pour Ve= V-, VSbascule à +Vsal' Si vecontinue à décroître, observe-t-on une nouvelle modification de
vs?
• Déduire de ces remarques la caractéristique Vs= h(ve). appelée cycle d'Hysterésis, pour Vavariant

entre va et v'a .
A.3.c) On envisage maintenant le montage de la figure 4'__ -

hJR2 .

èm

(J)

• Déterminer le générateur de Thévenin équivalent au dipôle [IJ).
• Reprendre de façon précise les questions A.3.b.: exprimer en fonction de 0:, Rj, R2, R, Vsatles

nouvelles valeurs de V+ et V-, et tracer la courbe Vs= G(ve).
Déterminer les grandeurs Vm = (V+ + V. )/2 et 1:1V == V+ - V.
Application numérique: 0: = 0,2 puis 0: = 0,8 et R « R1 (par exemple R - 1 kQ)
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Epreuve de Mathématiques'

L'usage des calculatrices est interdit

Exercice 1

R est le corps des nombres réels et n un entier naturel.

E est le R espace ve~toriel normé des applications continues de [- JI, 7r ] vers R muni de la

Dorme de la convergence uniforme, ainsi pOUT 1 élément de E, 1/1Il 00 == sup 1 I(x) 1.
. XE[-Jr,Jr]

On considère un endo~wrphisme de E noté T vérifiant les deux propriétés (f]) et (P2)
suivantes:

(f]) sil est un élément de E de classe Cl, TC1 ) est de classe è1 et T( f) = T( 1)' .
et

(P2) pOUT toute suite (fn) n qui c~nverge dans (E,IIII 00)' la suite (:r(ln ») n converge

dans' (E,/I 11oo) et TC lim ln ) == lim T(ln ).
n--++oo n-H-oo

POUT tout n, n ~ 1, on considère les applications Cn et sn de [- 7f, J( ] vers R définies par :

Cn (x) = cos(n.'C) et sAx) == sin(m).

On note Co l'application de [- J(, JI] vers R définie par : c oCx) == 1.

Le but de l'exercice est d'établir qu'il existe un réel Â tel que: \::j 1E E, TC]) =).,1.

1Q Dans cette question on établit quelques résultats indépendants les uns des autres qui
pourront être utilisés dans la suite de l'exercice.

a) On suppose n ~ 1 . Quelles sont les fonctions réelles solutions sur R de l'équation
différentielle: y'" + n2y == 0 ?

l r
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4°Etude de T(/ ).

a) Soit/un élément.deE,/de classe Cl, tel que JelI") = f(-;r). On note J l'applica:tionde

R vers R, 2;r - périodique, telle que: 'yi X.E [-;r,;r L J(x) = /(x).

Etudier la convergence de la série de Fourier de / . En déduire que: T(f) = 2 f .

b) 50itfun élément de E,fimpaire. SoÏtFune primitive defsur [-;r,Jr]. Calculer T(F).

En déduire que: T(f) = 2 f .

c) Soitfun élément quelconque deE. Montrer que: T(/) = 2f.

Exercice 2

C est le corps des nombres complexes et n un entier naturel supérieur ou é:galà 2.
E est un C-espace vectoriel de djmension égale à n. On dési~ne par e l'application identique

de E. Soitf un endomorphisme de E. On définit la suite V P)p par : f o.:::'r. e et f p+l = fof P .

S'il existe un entier naturel non nul.qfel que f q = 0, l'endomorphisme/ est dit mlpotent.
Soit F un sous-espace vectoriel de E. On note .fjF la restrictjon def à F . .fjF est une

application linéaire. de F vers E. Si de plus F est stable parf, c'est à dire si f(F) est inclus
dans F, on pourra aussi considérer .!jF comme un endomorphisme de F.

Première partie: Etude de quelques propriétés des endomorphismes nilpotents.

1° Soit/un endomorphisme de E etp un entier naturel.. .:'.'

a) Prouver que: Ker fP c Ker f p+l et que f (Ker / p+l ) c Ker f P .

b) Soit Fun S04H:sp-ace ¥e{;torielde E. On pose u = flF .

Ecrire Keru en fonction de Ker f et de F.
c) Considérer la restriction defà Ker fP+1 notée u pour démontrer que:

dim Ker f p+l :::; dim Ker f P + dim Ker f .

2° Soitfun endomorphisme nilpotent de E.
a) Prouver que best la seule valeur propre -def
b) Etablir que f(l = 0 .

c) Montrer que le rang de f est inférieur ou égal à n -] .

}O Soitfun endomorphisme ÏÙlpotent de E. On suppose que le rang def est égal à n -1.
a) Montrer que: 'yi p E {O,1,2, ..... ,n} , dimKerfP = p (indication: utiliser l'inégalité

établie à la question 1°c) ci-dessus ).
b) Soit F un sous-espace vectoriel de E, stable pari, de dimension égale àp.

Soit u = fiF' Calculer up.

r
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b) Soit/un élérpefit-deE..prouver-gu'il existe-geth appartenant àE tels que:

f = g +h , g est paire , h est impaire.

c) Soit 'if l'application de R vers R, 2fT- périodique, telle que: V x E [-fT,Jr], 'if(x) = x2.

Calculer les coefficients de Fourier réels de rp.
Etudier la convergence de la série de Fourier de 'if (préciser le mode de convergence de
cette série et sa somme).

2° Premières propriétés de T.

a) Soit (un) n une suite d'éléments de E. On suppose que la série de fonctions LUn
+co

converge uniformément sur [-~,fT ].Onpose: S == l:>n'
n=O

. . ~ .

Justifier que S appartient à E, que la série de fonctions ~ T(un) converge uniformément
.+<:0

sur [-fT ,fT ] ~que : T(S) = I:T(un) .

. n=O

b) Soit/un élément deE,j de classe en, n ~ 1. Montrer que T(f) est de classe en et

. que: T(fn)) = T(/in).

En déduire que slJ est de plus une fonction polynômiale, alors T(/) est une fonction
polynômiale de degré inférieur ou égal à celui def

•...
-,;",

3° Etude de T(cl1) et de T(s.,,).

a) Prouver qu'il, existe un réel a 0 tel que: T(co) = a 0 Co et que pour n ~ 1 , il existe
. 2

(an,f3n) de R , tel que: T(cn) = ancn + f3,rSn'

b) . Soit rp l'élément-de EdéfiIÙ par :- 'ri .x ET -fT ,fT ], rp(x) =X2 . Justifier l'existence de

(A,Ji, v) de R3 tel que :V XE {-1r,n-j, T(rp)(x) = lx2+ J1X+ v.

c) En déduire que:
2+<:0 ( 1)"

VXE[-Jf,Jf],lx2+,L.!x+v=aD~ +42: ~2 (ancos(nx)+f3nsin(nx)).
n=l

d) Montrer que:

i) f.l = 0 .

ü) V n ~ 1, an = À et f3n = O.

iii) a 0 = l et v = 0 .

e) Etablir que poÙr tout n, T(cn)= len et que pour n ~ 1, T(sn) = l sn'

r
r
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IL'é1 reuve cOD1porte deux parties indé endantes

N.B: Les vecteurs sont notés en caractère gras

Première Partie: Mécanique

1- Rotation autour d'un axe horizontal.

Figure 1

Oy 00
rrr---------;a-I

1) Soit une tige cylindrique homogène, de masse M , de longueur l , à
section circulaire de faible rayon Q

On note R le référentiel galiléen (Ox, Oy, Oz), Oz étant un axe vertical
descendant (figure 1).

On désigne par }Oy et}oz les moments d'inertie de la tige par rapport aux
axes Oy et Oz.

a) Exprimer}ozDuis}oy.

b) Quelle erreur relative AJ/Dy commet-on en prenant pour JOy la valeur
Oy

MF
approchée -3-?

A/oy. l d' , . . tc) Calculer} et Joy avec es onnees numenques SUlvan es:
Oy

1= 0,5 m, a = O,Olm, M = 1 kg.

l l h' M 12 1 . . l' ,Dans la suite du problème on prendra pour }oy a va eur approc ee -3-' a section Clrcu aIre etant

considérée quasi ponctuelle.

Figure 2

Dy

z

Z) La tige OA peut tourner sans frottement autour de l'axe horizontal Oy
dans le plan xOz . Elle n'est soumise qu'à son poids et à l'action du support
La position de la tige est repérée par l'angle (Oz, OA) = e (t) (figure 2). On
lance la tige avec des conditions initiales:

. (de)e (0) = ° et e (0) = dt 0 = <:Do.

a) En appliquant le théorème de l'énergie cinétique, déterminer la relation
• dB

liant e (t) et e (t) = - = m(t). cette relation est notée {l)
dt

-b) Pour quelle valeur minimale mOm de Cûo, la tige peut elle effectuer un tour
complet?

.
c) Représenter graphiquement l'allure de e = f(B) (le portrait de phase du mouvement), dans les deux

cas suivants:

Premier cas: mo < CûOm Deuxième cas: Cùo >CûOm

d) En dérivant J'équation (1), determiner l'équation différentielle du deuxième ordre qui régit le
mouvement de la tige ( Equation (2)).

e) En appliquant le théorème du moment cinétique à la tige, retrouver J'équation (2).

f) On appelle R la résultante des actions exercées en 0 par l'axe de rotation (colinéaire à Oy) sur la tige
OA. Déterminer en fonction de e les composantes Rx et Rz de R sur la base « tournante» OX,OZ
(figure 2).

r
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."

': ~,~.;"; 7'

c) Démontrer ql\'Û existe 11+1 sous-espaces vectoriels dèB st3.o1espprfet qü'il s'agit d~s

KerfP ,pél~mentde {0,1,2, ,n}.
d)Mo~tn~r que: \j p E {O,1,2, ,n} .' ImfP :::::.Ker j n~p.

Deuxième partie.: 'Etude des endomorphismes u"'admetlant qu'un uombrejj.ni 'de sous-espaces
stables. .

~° Soitjun endomorphisme de'E et Â une valeur propre def
a) On considère deux vecteurs a et b appartenant à Ker Cf - À. e) et fJ- un nombre complexe.

Vérifier q'ue le sous-espacevectorie1.de E engendr.e:naT .Q'+ I;b .noté Yest-stableparf.. .• r,. ).J' . .

b) En déduire que si la dimension de Ker Cf - À. e) est supérieure ou égale à 2 alo~s il exi$te

une infinité de sous-espaces de 1; stables parf

-'20'Soitjunendomorphismede E admettantrval-eurspropres distinctes,ÀI;À.2, .... ,J,..< ".",. """;",,,;~,:;.

On supposé que chaque sous-'espace propredejestde:.d.imension 1 et quele:polynôme ..;,.....

caracté.ristique deI: noté PI (X) , est égal à :

,.
PI (X) = (--'ltfI (X _À.j)kj où T,kl>k2, .•... ,k,. sont des entiers naturels non nuls .

. j=l .

.Pour j élément d~ {1,2, .... .". }, on pose: K j = Ker Cf - À. j e)k j .

'a) Prouver que E est égal à 1(1 somme directe de sous-espaces vectoriels suivante :

E= KI EB K2 EB .... EB K,..

b) Soit j un êTéqJ.entde {l, 2, ,T }. Démontrer que la dimension de K j est égale à k j .

c) Soitj up.élément de {1,2, ,r}. Prouver que Kj eststableparf

En considérant 11 j :::::.(f - Â~ e)l K j , démontrer ,qu'il existe 1+ k j sous'::espaces 'yec~oriels

i de K
j

stablesparjet qu'il s'agit des KerU-À.fe)P ,pélementde tO,1,2, ..... ,kI}.

d) péterminer le nombre N de solis-espaces vectoriels de E stables par f

'1 r rjq .
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Deuxième partie: Electricité

Etude d'unftltre passe-haut du premier ordre.

1. Filtre passif théorique.

1.1 La tension Ve est une tension sinusoïdale de fréquence f.
Déterminer la fonction de transfert du réseau sur la figure 1 : li = ~ 1Y-f!,.

1.2 Tracer le diagramme de Bode de ce filtre. On pose Wo = liRe
1.3 Justifier la conclusion suivante:
Si le diagramme de Bode d'un filtre présente une pente de 20 dB par décade et un déphasage de::!:rr./2, le
montage est dérivateur.

1.4 Donner un montage utilisant un A-O (amplificateur opérationnel) monté en suiveur, pennettant
d'observer sans déformation Vs'

Ve

c

1

1=0s

vs.

Figure 1

2. Montage dérivateur avec A-OidéaL
L'A-Ofonctionne en régime linéaire.

Montrer que ce montage réalise une dérivation du
signal d'entrée.

v .
c

UnA-O idéal fonctionnant en régime linéaire est tel que V•.-y = e = 0 et I•.= L = = o.
3. Etude du montage avec A-O réeL
On modélise l'A-O réel par le schéma suivant: en particulier, le comportement de l'A-O en sortie est
modélisé par un générateur de tension idéal de valeur ~

On réalise le montage suivant:

r

.'
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3) On écarte la tige d'un angle 80, par rapport à sa position d'équilibre, et on l'abondonne sans vitesse
initiale. La tige est alors animée d'un mouvement oscillatoire autour de sa position d'équilibre.

a) Déterminer la période du mouvement de la tige en fonction d'une intégrale (le calcul de l'intégrale
n'est pas demandé).

b) Calculer la période du mouvement dans le cas des faibles oscillations. Faites l'application
numérique.

II - Choc élastique particule-tige.

La tige OA (de la partie 1) initialement immobile (OA suivant Oz) est susceptible de tourner sans frotte-
ment autour de l'axe horizontal Oy.

Considérons le choc entre une particule P (masse m, vitesse initiale Vo =V 0 Ux . et la tige en son extrémité A

(figure 3).

On note V = VUx la vitesse de la particule et (j) la vitesse angulaire de la tige, juste après le choc.

Figure]

ü; a-....
.8 ••.. Oy e '

l' ,

(mlp-----

a\\
..

A

_____~:r

1) Montrer que le moment cinétique par rapport à D, dans le référentiel
galiléen R (Ox, Oy, Oz), du système global (particule et tige) se conserve
pendant hi. durée très brève r du choc.

En déduire une relation entre V o', V, (j), m, M et 1.

2) On' considère un choc élastique particule-tige caractérisé par la
conservation de l'énergie cinétique totale du système (particule et tige). On

m
pose fl = M

a) Exprime'r V en fonction deY 0 et de fl ..

b) Pour quelle valeur de fll' énergie cinétique Ecde la tige Uuste après le choc) est-elle maximale?

III - Oscillateurs couplés.

Figure 4

AI : Az,
__ --.., •• ~, Z-z

horizontaux, dans le planx OlZl.

Soient deux tiges identiques 0lA1 et OzAz (longueur l, masse M) dont
les extrémités Al et Az sont reliées par un ressort de longueur au repos
10 = 010Z et de constante de raideur k .

Les tiges sont susceptibles de tourner sans frottement autour des axes
horizontaux 01Y1 et Ozyz (figure 4).

À l'instant t, on considère des petites déviations angulaires Eh et 9z des
tiges par rapport à leurs directions d'équilibre:

On supposera que les petits déplacements latéraux de Al et Az restent

1) Établir les équations différentielles « couplées» du 2e ordre dont éI:t(t) et 9z(t) sont solutions.

2) On s'intéresse alLXsolutions du type : éI:t = al cos ((j) t - ÇO:t) 1 9z = az cos ((j) t - <pz).

a) Montrer qu'il existe deux pulsations possibles (j) , et (j) " (appelées pulsations propres du
système) que l'on exprimera en fonction de 9 , k, 1et M .

b) En déduire la forme générale de el(t) et 9z (t).

r
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Les extrémités A et B du dipôle peuvent être court-circuitées en plaçant l'interrupteur en
position (2).

(1)

/K
(2)

;,

Figure 1

i(t) désigne l'intensité instantanée du courant dans le dipôle AB et u(t) la tension aux bornes du
condensateur .

Le condensateur étant initialement déchargé, on place l'interrupteur K en position (1), à l'instant
initial t = O.

"

1 ) On s'intéresse à la charge du condensateur~

1.1. Déterminer l'équation différentielle liant u(t) et t.
1.2. En déduire la fonction u(t).
1.3. Qu'appelle-t-on constante. de temps •. du circuit?

1.4. Donner l'expression de l'intensité i(t).

1.S.Représenter graphiquement l'allure des fonctions u(t) et'ï(t).

1.6. Application numérique. R=lkO; r=lOOO; C=15}.Œ.

Donner un ordre de grandeur du temps de charge du condensateur.

1.7. Montrer qu'au bout d'un temps infini, l'énergie fournie par le générateur est également

répartie entre le condensateur et la résistance (r+R).

2) Au bout d'un temps très long t', on bascule l'interrupteur en position (2).
2.1. Déterminer la fonction u(t).
2.2. Donner l'expression de i(t).
2.3. Représenter graphiquement ces deux fonctions.
2.4 Donner, sans démonstration, la forme sous laquelle le condensateur restitue, au

cours de la décharge, l'énergie qu'il avait emmagasinée.

3) On place en série avec C une bobine d'inductance L et de résistance négligeable, le dipôle RLC
ainsi obtenu est alimenté par un générateur de tension sinusoïdal de pulsation 6J et d'amplitude E et de
résistance interne négligeable. .

3.1. Déterminer la valeur efficace du courant électrique qui traverse le dipôle en fonction de R,
L, C, E et 6J

3.2. Calculer la tension aux bornes du condensateur, en déduire la valeur maximale de sa valeur
efficace.

3/3

..

Www.TaalimPro.com

Www.TaalimPro.com

Www.TaalimPro.com

Www.TaalimPro.com

TaalimPro.com



•

ROYAUME DU MAROC

Ecole Hassania des Travaux Publics

Concours d'Accès en- tère Année

Réservé aux ïitulaires du DEUG

o Epreuve de Mathématiques

o Durée: 3h

Mercredi 08 Juillet 2009

.. (".

"

J

Www.TaalimPro.com

Www.TaalimPro.com

Www.TaalimPro.com

Www.TaalimPro.com

TaalimPro.com



•

L'épreuve comporte trois parties indépendantes.

-ère . E d d' k'1 partze: tu e un s "leur:

On étudie le mouvement d'un skieur descendant une piste selon la ligne de plus grande pente, faisant
l'angle a avec l'horizontale.
L'air exerce une force de frottement supposée de la forme ft = - A. v , où A.est un coefficient constant
positif et v la vitesse du skieur. "
On note t et fi les composantes tangentielle et normale de la force de frottement exercée par la neige
et f le coefficient de frottement solide .
On choisit' comme origine de l'axe Ox de la ligne de plus grande pente la position initiale du skieur,
supposé partir à l'instant initial avec une vitesse négligeable. On note Oy la normale à la piste dirigée
vers le haut.

"

1. Donner l'unité SI de A..
2. Calculer t et fi .
3. Calculer la vitesse il et la position x du skieur à chaque instant.
4. Montrer que le skieur atteint une vitesse limite V, et calculer v en fonction de VI .

?
A.N. Calculer VI avec A.= 1 S.I., f = 0,9, g = 10 rn!s- , m = 80 kg et a = 45°

(on prendra Ji = 1 ,4 )
V

5. Calculer littéralement et numériquement la date t) où le skieur a une vitesse égale à _1 .
2

On prendra Ln(2) = 0,7.
6. Calculer littéralement les variations d'énergie cinétique et potentielle entre t = 0 et th en
fonction de m, g, ti , VI et a.
7. En déduire le travail de la force de frottement F entre ces mêmes instants, en fonction de m et

Retrouver directement ce résultat.

2ème partie: Lancementd'un satellite:

VI .

,-,

On considère lb'} satellite artificiel de la Terre, de masse m constante. Il est supposé soumis à la seule
action du champ de gravitation terrestre.

On considère la Terre comme une sphère de masse M, à répartition uniforme de masse, de rayon R et de
centre O.
A l'instant choisi comme origine des temps, le satellite est situé en un point Sa d'altitude h et est animé
d'une vitesse Vo ' orthogonale à OSa.

1 .Préliminaire :
On rappelle la loi locale vérifiée par le champ de gravitation g en un point P quelconque:
dive g ) = - 4 n G p ,
où G est la constante de gravitation universelle et p la masse volUInique en P.

I.a. Donner l'équivalent électrostatique de cette relation. Justifier l'analogie entre électrostatique et
gravitation. 1

1/3
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..• GM ---7 T -----;
1.b. Montrer que le cbamp gravitationnel s'écrit B = - -;i ur avec U; = T et r = 0 P . En

•.• >

:1éduire le potentiel V crée par la terre en tout point P de l'espace. On rappelle que B = - BradV

2. Etude du mouvement du satellite:

2.a. Montrer que le mouvement du satellite est plan.
2.b. Dans le plan de la trajectoire, la position S du satellite est défInie par ses coordonn~es

----+ ---+

polaires: r = OS et 8 = (OSo, OS ).
r

où 'il est le vecteur vitesse et ë est un vecteur constant que l'on

dtJMontrer que C = r2 ~ est const2nte et calculer sa valew en fonction de R, h et va .
dt

2.c. Appliquer le principe fondamental de If! dynamique au satellite. Montrer que l'-étjuation

,. , _}yf G (_ -)
smtegre en : v = -- ue+e

C e v
calculera en fonction de va ,C, G et M. On pose e = _._0 .Vo

2.d. En projetant 'il sur Ua ,en déduire l'équation de la trajectoire-sous la forme:

.-...

et calculer p et 610 .P
1+ecos(B-eo)

4.b. En A, on modifie quasi instantanément la vitesse du satellite pour que sa trajectoire soit désormais
circulaire. Calculer la vitesse en A sur la nouvelle orbite circulaire et la variation relative de vitesse.

4.a. On suppose Vo < VI . A quelle condition, la position initiale So du satellite est-elle le périgée de la
trajectoire? Dans ce cas, déterminer la position A de l'apogée et la vitesse en ce point.

3. c. D ans le cas d'une trajectoire elliptique, on note ale demi grand axe. Calculer Em.en fonction de a

G, ID etM.

3.b. Donner l'expression de l'énergie mécanique Em et calculer sa valeur en fonction de e, m G, Met C.
Retrouver la nature de la trajectoire en fonction des valeurs de Em .

3.a. Calculer la vitesse de libération VI à l'altitude h et donner, selon la valeur de Vo , la nature de la
trajectoire. Calculer la valeur Vc de Vo correspondant à une trajectoire circulaire d'altitude h.

r=

3ème tz° El ."par eo' ectrzezte
Réponse d'un circuit R-C à un échelon de tension
Un dipôle AB est constitué d'un résistor de résistance R en série avec un condensateur de

capacité C (figure 1).Lorsque l'intenupteur K est en position (1), le dipôle est alimenté par une source de tension de fé.m.

E constante et de résistance r.

2/3

Www.TaalimPro.com

Www.TaalimPro.com

Www.TaalimPro.com

Www.TaalimPro.com

TaalimPro.com



.. --_._---------_ ..-----_ ..._-

Queslit)/1 prélill1in:lire - R;lPI)eler les propnétés (fun amplificateur opémtionnel idéi1!

_ Ju~ti(ïer le fonctionnement en régime linéaire de l'amplificateur
operatIOnnel dans.le montage ci-dessus.

Il Détemuner l"équation différentielle (l) vérifiée par vit) en fonction de vit), R, R . et C.

2/ Réponse il un signal d'entrée sinusoïdal
Le signal d'encrée du filtre est Ull signal sinusoïdal de pulsation Cl) et d'amplitude V.' On a ainsi

v.(t) = V•. cos(Cl).t)

2.1/ Caractère ultégrateur
A quelle condition portant sur R'. e et Cl), le montage précédent est- il mtégrateur ?
Dételminer dans ce cas la réponse vit) du .51tre en fonction du temps. On ne fera pas intervenir de

constante d'intégration .

.2.2/ Condition de linéarité du montage
A quelle condition portant sur R', e et iù, la tension de sortie est-elle proportiolmelle à la tension
d'entrée? Montrer que le montage est alors un amplificateur inverseur dont on précisera le gain.

3/ Réponse il Ull échelon de tension
On se place dans le cas où la tension d'entrée vert) est lU1 échelon de tension tel que:

v.(t)=O pourt<O,
v. (t) = E pour t z. ° où E représente une tension constante.

3.1/ Cas général
Le condensateur étant initialement déchargé à t = 0, déterminer l'expression de Vs Ct) pour t z. 0
dans le cas général où la tension vit) vérifie l'équation différentielle (1) .

.3.2/ Caractère intégrateur
En réalisant Wl développement limité au premier ordre en de l'expression obtenue dans laRIe

question précédente, déterminer l'expression de la fonction vit). Montrer qu'alors le circuit
précédent est intégrateur. A quelle condition portant sur 'R'. C et t le résultat précédent est-il

valable?
QueUe valeur la tension vit) ne pourra-t-elle pas dépasser?

4- O.n réalise un filtre en plaçant Wlcondensateur de capacité C en série avec la résistance R
Le SIgnal d'entrée est sinusoidal de pulsation cv . .

4-1 Déterminer qualitativement la nature du filtre réalisé.

4-2 Déterminer la fonction de transfert du filtre.

4-3 Représenter son diagramme de Bode.
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2.)/ Amortissement Dilr frottement Duide

.~...:. _ ...'. .. ,".,.
: ';": 1',

Nous nous pbçons dans le cas où l'objet A est sou.nlis à un frottement fluide proportionne! à sa

vitesse. Soit h le coefficient de proportionnalité entre la force de frottement] et la vitesse v de

l'objet A. La force de frottement s'écrit donc sous la fOffile ] = -h.:V .

Etilblir l'équation différentielle du second ordre vérifiée par l'angle 8.

Les frottements sont supposés suffisamment faibles pour que le régime d'oscillations de l'objet A
soit pseudo-périodique.

Déterminer alors, dàDS le cas des petites oscillations, la solution B(l) de l'équation différentielle
du second ordre vérifiée par l'angle 8 lorsque l'objet A est abandonné sans vitesse initiale d'une

positi?n repérée par l'angle 80,

Donner, dans ce cas, l'allure de la représentation graphique de 8(t) en fonction du temps.

Deuxième partie: Rotation d'un pendule composé autour d'un a.:œ fixe

On considère un pendule composé constitué:
_ d'un disque homogène A, de masse ln, de rayon R, de centre P ;
_ d'une tige OP homogène de masse m', de longueur L, de milieu C.
Le disque et la tige sont rigidement liés l'un à l'autre et contenus dans le plan (Ory).
.L'ensemble constitué par le disque A et la tige OP peut effectuer des mouvements de rotation dans
le plan vertical (Oxy), autour de l'axe horizontal (Oz).

La position du pendule précédent est repérée par l'angle 8 que fait la tige avec la verticale.

On négligera tout frottement.
L'élude sera menée dans le référentiel terrestre considéIi comme galiléen.

L'ensemble ainsi décrit se trouve dans le champ de pesanteur terrestre caractérisé par le vecteur g
tel que g = g.e.r'

z@

x

y

1- Moments d'inertie:. V
1-1 Montrer que le moment d'inertie de la tige par rapport à l'axe horizontal Oz est ID = m' --::;-.

". 2

1-2 Montrer également que le moment d'inertie du disque A par rapport à Oz est Jo = m
R
2 + mL

2

1-3 En déduire le moment d'iJ~.;rtie J du système' {disque A + tige OP} .
.9 ../ .."
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------------_._------------_ .._-~-_.----- ..__ .._---_ ..

!- Etude dynamique
2-] Calculer le moment cinétique en 0 du système {disque A + tige OP} dans le référentiel d'étude.

2-2 En appliquant Je théorème du moment cinétique au système considéré, déterminer J'équation
• différentielle vérifiée par e.
_2-3 A l'insta.nt t = 0, le système est abandonnée sans vitesse initiale d'une position repérée par el
considéré assez petit. Montrer que le système effectue des oscillations harmoniques de période Tl
que )'on exprimera en fonction de J, L, m., m'et g.

2-4 Représenter le pOlirait de phase du mouvement ( dB en fonction de B )
dt

,- Etude énergétique
3-1 Calculer l'énergie cinétique du système étudié dans le référentiel d'étude.

3-2 Calculer l'énergie potentielle du système étudié.

3 -3 Montrer que l'énergie mécanique clu système est conservée. Retrouver]' équation différentielle
du mouvement.

1- Cas particulier

On considère les hypothèses simplificatrices suivantes:
la masse m' de la tige OP est négligeable devant la masse ln du disque,
le disque A est de très petite taille de telle sorte que l'on peut le considérer comme ponctuel.

En détaillant clairement les simplifications induites par les hypothèses précédentes, indiquer ce que
devient l'équation différentielle vérifiée par l'angle B au cours du temps.
Comparer Je cas présent au cas du pendule simple de la première partie.

Partie électricité

On considère Je montage ci-dessous dans lequel l'amplificateur opératiOlmeJ est idéal et fonctionne
en régime linéaire.

E

R'

C •

1R
A

[> S
,

(JJ

B
+

Vs
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L' épreu '/t comporte une pa.rtie mécanl CIue d une parti 0-..élèctri ci lé

Partie mécaniq LIe

Première partie: Oscillations d'un pendule simple

Un objet ponctuel A de masse m est suspendu à l'extrémité P d'un fil OP de masse négligeable et de
longueur L. II peut effectuer des mouvements de rotation dans le plan vertical (Ory~, autow- de l'axe

horizontal (Oz).
La position de l'objet A est repérée par l'angle 8 que fait Je fil avec la verticale.
L'étude sera menée dans le référentiel terrestre considéré comme galiléen.

Les frottements ml nÏveml de l'axe de rotahon seront négligés dans toutes les questions.
Lesfrottements de l 'aÏr seront négligés dans toutes les questions honnÏs dans les question 2.5 et 3.5
oit l'on envisagera un amortissement par frottement fluide.

L'ensemble ainsi décrit se trouve dans Je champ de pesanteur terrestre caractérisé par le vecteur g
tel que g = g.e.•.

Z@

A

y

x

l - Etude dvnamique : équation différentielle du mouvement

1.1/ Faire le bilan des forces appliquées à l'objetA.
En appliquant le théorème du moment cinétique en coordonnées cylindriques par rapport au
point 0, détenniner l'équation différentielle du second ordre vérifiée par l'angle 8.

1.21Déterminer à J'aide de l'équation précédente la ou les positions d'équilibre du système. Etudier,
en justifiant les résultats, la stabilité de ces positions.

2 - Petites oscillations

2.1/ A l'instant t = 0, l'objet A est abandonné sans vitesse initiale d'une position repérée par J'angle
B

o
. On se place dans le cas où l'angle 8u est petit. MontIer que le système constitue alors un

oscillatew- hanuon.ique.
En déduire la pulsation (Ù

u
et la période To des petites oscillations du système autour de sa position

d'équilibre stable. On exprimera Wo et Tu en fonction de g et L.

2.2/ Compte tenu des conditions initiales, détemliner l'expression 8(t) de l'angle (J en fonction du
temps pOUI 1 2: 0 .

2.3/ Quelle est la valeur maximale vma.< de la vitesse de l'objet A au cours de son mouvement?

On exprimera vmax en fonction de 80, L et g.

2.4/ Tracer la représentation graphique de (J en fonction du temps.

/t

..
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strictement supérieur à -1 , l'Intégrale JÎ r':' e-{( fin tl dl est convergente
1)

Montrer avec soin que la fonction' est dérivable sur [a,b]et détemliner r(:c) sousfomle d'll1tègraJe

La fonction, est donc dérivable sur ]0, +oo( . On montre de la même façon et on admet que, est

de classe C" sur JO,+co[.

5. Soitp un entier natun.:I, écrire sans justifier ,(p\.x) SoUSforme d'intégrale, (,(p) désigne la

dérivée p-ième de [ ).

II. La fonction \JI d'Euler

On montre sans difficulté, que pour tout réel x strictement positif, 1(x) > O. On peut donc défInir

sur )0, +co[ , la fonction '1/ d'Euler par \jJ(x) = ~g?.
Soit a. E JO,l[ ,

6. Relation entre \JI et des sommes.
a. Quelle relation différentielle relie \11 et ln r ? En déduiTe que

'lix E ]0, +o::{, \JI (x +1) - \jJ(x) = ~ (on pourra utiliser (F)).
b. Soit YI un entier naturel non nul, déterminer en fonction de n et de a. ,quatre réels

Ul, vl'~' V2 tels que

nI. "1
')-k-=\ll(u\)-\JI(v1! et I.-k-=\jf(~)-\jf(V2)'
f;1 -a k=l +0.

1
7. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R( X) = r2 2 puis ,en déduire que

À -a
l'on a.,pour tout entier naturel non nul n :

n 1 1 l:L 2 2 -2 (\V(1+a.)-\jI(1-o.))+-2 (\II(n+l-a.)-\V(rz+l+a.)).
k=l k -a a a.

8. Enoncer avec som l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire

(f, g) f-'» fa- f(t)g(t) dt, puis l'utiliser pour montrer que (r')2 ~,~ x r où r" désigne:: la

dérivée seconde de r .En déduire que la fonction \li est croissante.

9. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a

o ~ \lI(n + 1+ o.)-1jI(n+ 1- u):$. n ~ 1+ ~ (penser que U E }O)[).

;<xl 1 \V(l+a.)-,v(l-o.)
Conclure que L 2 2 -~-~-~-"'-

_1 n - a. 20.

ID. Etude de la fonction Gamma
10. Utiliser (F) pour déterminer un équivalent de r au voisinage de 0;.. En déduire la limite

dt: [ t:Il O.
Il. a. Justifier que r' est strictement croissante sur ]0; +00[.

b. Justi.;fier l'existence d'un réel cE]l,2[ tel que ['(c)=O. En déduire le signe de r' et
enfin, les variations de r.

12. a. Déterminer Lalimite de r en +co. On pourra utiliser des résultats précédents.
b. Dessiner l'allure du graphe de [_ On représentera., 5' il Y a lieu, les asymptotes et les

tangentes horizontales.

~/3
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n désigne un entier naturel, on note ]Rn (.X) le JR -espace vectoriel lies polynome:s i:.i ';ueH;L!I~.I:\l:.

dans IR, de degré inférieur ou égal à n.
On définit sur ]Rn [X], ['applicationj: Rn [X] -7R[X) par:

'v'P E]Rn [X]' j(P(X)) = X(P(X)-P(X -1)).

13.Résultats préliminaires
a. Calculer j(l),j(X),j(X2

).

b. Si P( X)= anXn + an-1 Xn-I + ...+ aa > avec an:;;= 0, quel est le terme de plus haut degré du

polynôme P(X -1) ?
c. Soit P ER fi [X] vérifiant P(X) = P(X -1). On pose Q(X) = P(X)- P(O). Montrer que

Q(X) est un polynôme constant que l'on précisera.

14 Montrer que/est un endomorphisme de Rn (X].,

15Déterminer le noyau de j, en déduire la dimension de l'image def

16 Dans cette question uniquement, on suppose que n = 2.
a. Quelle est la ha<;e canonique de lRz (Xl? Ecrire la matrice de l'endomorphisme f dans

cette base canonique.
b. L'endornorphismefest-il diagonalisable?

17 Etude de la diagonalisation dans le cas général
Pour tout entier naturel k, on définit les polynômes Pic par :

Po(X) = 1> ft (X) = X et pour tout k;::: 2, Pk(X) = X (1- X)( 2 - X) ... ( k -1- X) .

a. Montrer queia famille (Po,.F~,Pz, ... ,Pn) est une base de Rn [X] .
b. Soit k un entier naturel, déterminerUll nombre réel cie tel que j(PIe) = ckPIe.

c. Déterminer les valeurs propres def L'endomorphismejest-iI diagonalisahle ?

Exercice 2 Résolution d'une équation différentielle

18.on note (E) l'équation différentielle Ixly '+ (;c -l)y = ;C2 .

a. Résoudre (E) sur ]0; +co( .

b S h \ 1. d (E) J o[ l fi' 2 2 Bex ,. ac ant que es so utlOns e sur -co; sont es onctIons ;c f---? ;c + +- + - > ou;c ;c
BE lR., existe-t-il des solutions de (E) défInies sur JR ? Si oui, les expliciter.

1
1

1

1

1

,
.j

• 1

3/3 Fin de l'énoncé
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Les cczlcuiwnces soni aU!IJr1S!!'!S

NB : Le cai1didat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la \~ODClSjQnde la
rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembl er être une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené à prendre

* * *
Problème

Autour des fonctions r et 'fI d'Euler

Un des objectifs du problème qw comporte trois paragraphes est de démontrer. la
formule correspondante suivante:

uù a. E JO, I[ et \jJ

~ 1 'V(l+a.)-\V(l-a.)2: 2 2 - 2a.
n=l n - a.

e:st llile: fum:tiun « d'Euier ~ que: l' un ùéfmira ultérie:ure:menl

Dans le paragraphe T,on définit la fonction Gamma d'Euler et on en montre quelques propriétés que
l'on utilisera dans le paragraphe TTpour définir la fonction 'li d'Euler et démontrer la fonnule ci-
dessus.
Enfin, dans le paragraphe TH, on étudie plus en Mtail la fonction Gamma, dans ie but de la
représenter graphiquement.

Les paragraph.es ILe.t ru sont indépendants-mais utilisent des résultats du paragraphe I.

1. Questions préliminaires

a. Soit ct. E ]O,1[ ,justifier la convergence de la série L 2 1 2'
nLl n - a.

b. Pour quelle(s) valeur(s) de ~ l'intégrale f: tl:ldt est-elle convergente? On ne demande

pas de justifier.

J. La fonction Gamma d'Euler

2. Soit .x un réel strictement positit: justifier l'existence d'un réel A strictement positif: tel que

pour tout réel t strictement supérieur à A, on ait e-1 rx-1 < {, puis montrer que l'intégrale
t

f 0-1-«> e-1 rr-1 dt est convergente.

On peut donc définir sur ]0, -t<:o[ , la fonction Gamma cl'Euler notée r par f'(x} = f 0+<10 e- 1 ["",.1 dt .

3. Calculer 1(1) puis montrer la relation fondamentale suivante notée (F) :
V'XE]O,+CO[' r(x+l)=xr(x) (F).
En déduire [(2). Soit n un entier naturel non nul, donner une expression simple de r(n).

4. Dérivabilité de la/onction Gamma
Soient a et b des réels tels que 0 < a < b.
a. Pour tout réel t strictement positif, on définit sur ]0, +co[, la fonction hl par hr(x) = 1):-1 .

Déterminer les variations de hl. On pourra discuter selon la valeur de t.

En déduire que '<Ix E (a, b],'<1 t E JO, +«>(, 0 ~ t):-1 ~ta-! + tb-! ~.

1/3
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3.1 Calculer la fonction de transfert: li = Yl/ YI;. avec un amplificateur A-a réel caractérisé par

Il = ~ / (l+jf/fo).

On définit: la fréquence de coupure à gain nul h = Ilofo; et f2 = 1/ 2nRC

3.2 En admettant que R » R' J f2» foet Ilo» 1 J montrer que li se met sous la forme:

li= Ajx / (1 + j x/Q - x2)

avec X = f / fe , A = -fc/f2 ; fe 2 =M2; Q = 1 / fc(R'jRf2 + 1/f1)

3.3 Application numérique:

f1= 1 Mhz; R = 10 kW; C= 100 nF ; R' = 50 W; Calculer fe, C2-et A

3.4 Donner l'allure du diagramme de Bode en amplitude: GdB = 20 log 1HI en fonction de log x

3.5 Interpréter le fait que le montage n'est pas dérivateur aux fréquences voisines de 10 kHz.

3.6 Le signal d'entrée est un signal triangulaire symétrique de fréquence f = 100 Hz. On constate que le

signal de sortie n'est pas tout à fait un signal créneau mais qu'il s'y superpose des ondulations de

fréquence voisine de 10 kHz.

Justifier ces observations à partir du diagramme de Bode et de la décomposition de Fourier d'un signal

triangulaire.
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Epreuve de Mathématiques

Si, au cours de l'épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé,
d'une part il le signale au chef de salle, d'autre part HIe signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu'il est amené à prendre.

L'usage de calculatrices est interdit.

Exercice l

1. On considüe la fonction 9 de variable réelle définie par: g(u) = ( ~ sin(tu) dt.Jo 1 ~ t2
(a) Montrer que la fonction 9 est définie sur IR.

1-1 t 1
(b) Déterminer, pour tout u > 1, un réel au dans ]0, 1[ tel que: v'f=t2 dt = r;:::'

a 1- t yU

(c) Dériver tH ~ et intégrer par parties ra" ~ sin(tu) dt pour en déduire que:
I-t2 Jo I-t2

3
Vu> 1, Ig(u)1 ~ VU'

2. Soit f la fonction 27f-périodique sur IR dont la restriction à] - 1r, 7f]est représentée dans un repère
orthonormal (0, -:, jl par le demi-cercle de centre 0, de rayon 7f et d'ordonnées positives.

(a) Pour tout xE] - 1r, 7f],donner l'expression de f(x) en fonction de x.

(b) Énoncer le théorème de DIRICHLET.S'applique-t-il à la fonction f?

3. (al Exprimer, pour n E N, les coefficients de FOURIER trigonométriques de f notés an et bn.

(bl Montrer que: 'In E N*, an = ~g(7fn).
n

4. (a) Établir la convergence normale de la série de FOURIER de f. Cela contredit-il le 2"b?
(b) Montrer à l'aide du théorème de PARSEVALque la série de FOURIERde f converge vers f.

Exercice II
Soient les fonctions f : IR2 -+ IR de classe 'Tf2 telles que: V( x, y) E IR2, f (x, y) =1= 0, ainsi que l'équation:

2 a2 f af af
V(x,y) E IR , f(x,y)' axay (x,y) = ax (x,y). ay (x,y). (6")

1. (a) Montrer qu'une telle fonction f vérifie l'équation (6") si et seulement si il existe une fonction
réelle a, de classe 'Tf1 sur IR, telle que:

2 af
V(x, y) E IR , ax (x, y) = a(x) f(x, y).

(b) En déduire que le::;solutions de (6") ne s'annulant pas sont exactement les fonctions de la
forme (x,y) H cp(x)'ljJ(y), où cp et 'ljJ sont des fonctions de classe ~2 sur IR ne s'annulant
pas. Pour une telle solution f de (6"), y-a-t-il unicité du couple (cp, 'ljJ)?

(c) Soient 9 et h deux fonctions de classe ~2 de IR dans IR. et telles que g(O) = h(O).

Montrer qu'il existe une et une seule solution f de (6") ne s'annulant pas et telle que:

Yx E IR, f(x,O) = g(x) et Vy E IR, f(O, y) = h(y).

1/4
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1.4 Soit K un second sous-espace vectoriel de F, r le projecteur orthogonal de F sur K, ;\ une
valeur propre non nulle de p 0 r et u un vecteur propre associé.

a) Montrer que u est élément de H etque r( u) - ;\u est élément de Hl...
b) Établir l'égalité: J\lIuW = IIr(u)W.
c) En déduire que toutes les valeurs propres de po r sont dans le segment [0, 1].

1.5 On suppose dans cette question que p et r commutent.
a) Montrer que po r est un projecteur orthogonal.
b) Dans le cas où p 0 r est non nul, déterminer son spectre.
c) Montrer que: Ker (p 01.) = Ker p + Ker r et lm (p 0 r) = hn p n lm r.

1.6 On pose m = dim F et on choisit une base orthonormale de F telle que les matrices de p et
r dans cette base soient respectivement les matrices décomposées en blocs:

J

i
1
li

1
.~

~j

et (
A B'

R= C D)

où h est la matrice unité d'ordre k, A.une matrice carrée d'ordre k et D une matrice carrée d'ordre
m -k.

a) Montrer que les matrices A, B, C, D vérifient les relations:

A? + BC = A, AB + BD = B, CB + D2 = D, tA.="4, tB = C , tD = D

b) Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes:
i) Le spectre de po r est inclus dans {O, 1}.
ii) tec = O.
iii) C = o.
iv) pet r commutent.

PARTIE II

Dans cette partie, sont donnés un élément f de £( E, F) et un élément v de F.
II.1 En considérant la projection orthogonale de v sur l'image de f, montrer qu'il existe un

élément Xo de E tel que:
Ilf(xo) - vii =min Ilf(x) - vii

xEE

Dans la suite Xo sera appelée une pseudo-solution de l'équation:

f(x) = v

II.2 Montrer que si f est injective, alors l'équation (*) admet une pseudo-solution unique.
II.3 Montrer que Xo est pseudo-solution de l'équation (*) si et seulement si pour tout x appar-

tenant à E : (f(x) 1 f(xo) - v) = o.
lIA Soit B et C deux bases orthonormales de E et F respectivement. On appelle A la matrice

de f dans les bases B et C, V la matrice de v dans C et Xo celle de Xo dans B. Ecrire sous forme
matricielle l'équation (f( x) 1 f( xo) - v) = 0 et en déduire que Xo est pseudo-solution de l'équation
(*) si et seulement si :

tAAXo = tAV

11.5 Exemple: Dans cette question, on prend E = F = IR3 munis du produit scalaire usuel.
Relativement à la base canonique de IR 3, les matrices de f et v sont respectivement:

Déterminer les pseudo-solutions de l'équation f(x) = v.

3/4
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2. Dans cette question, f désigne une solution de et sur IR2, strictement positive.
(a) Montrer que f présente en (xo, Yo) un maximum local si et seulement si les fonctions

x H f (x, Yo) et y H f (x, yo) présentent respectivement en Xo et en Yo un maximum local.
(b) En déduire que l'ensemble des points de IR2où f présente un ma..,ximumlocal est de la forme

A x E, où A et B sont deux parties de IRà préciser.

3. Soit maintenant la fonction F : IR2 --+ IRdéfinie par: V(x, y) E IR2, F(x, y) = (xy)3 + Ixyl3.
(a) Montrer que F est de classe ~2 sur ]R2. (On pourra écrire F comme une composée).
(b) Démontrer que F vérifie l'équation (et).
(c) Montrer qu'il n'existe pas de fonctions '(J, 'IjJ de IRdans IRtelles que:

V(x, y) E IR2, F(x, y) = '(J(x) 'IjJ(y).

Problème
Notations et objectifs

Da~s tout le problème, E et F désig'1ent deux espaces vectoriels euclidiens de dimensions au
moins égales à 2. Pour chacun de ces espaces, le produit scalaire de deux vecteurs x et y et la norme
d'un vecteur x sont respectivement notés (x 1y) et Ilx Il.

£(E, F) désigne l'ensemble des applications linéaires de E dans F.
La matrice transposée d'une matrice A. est notée tA.
Les candidats pourront utiliser sans le redémontrer qu'un projecteur d'un espace eucli-

dien est un projecteur orthogonal si et seulement si il est symétrique.

L'objet de la première partie est de caractériser la composée de deux projections orthogo-
nales qui commutent. La seconde partie propose une résolution approchée d'une équation linéaire
n'ayant pas de solution en introduisant la notion de pseudo-solution et la troisième partie généralise
la notion d'inverse d'une matrice carrée à une matrice rectangulaire en introduisant la notion de
pseudo-inverse.

PARTIE l

1.1 Soit x et y deux vecteurs de E, B une base orthonormale de E, X et Y les matrices respec-
tives de x et y dans la base B. Montrer que: (x 1 y) = tXY = tyX.

1.2 Soit H un sous-espace vectoriel de F tel que 1 ~ dim H < dim F. Soit (el, e2, ... , ek) une
base orthonormale de H et p le projecteur orthogonal de F sur H.

a) Pour tout zEF, exprimer (sans justification) p(z) dans la base (el, e2, ... , ek).
b) Soit C une base orthonormale de F. Relativement à cette base C, on note Z la matrice

d'un vecteur z de F, Af(p) la matrice de p et pour tout i E {I, 2, ... , k}, Ei la matrice de ei.
k

i) Montrer que pour tout zEF, .1\1f(p)Z= ~ E/EiZ ..:......-J
k .=1

ii) En déduire 1\1f(p) = LE/E •.
i=l

c) Montrer que pour tout z E F, ilp(z)11 ~ Ilzll.
'. 1.3 Exemple: On note lU la matrice définie par

(

1 0
1 0 1

LV! = 2" -1 0
o -1

-1
o
1
o

a) Montrer que 11;1 est la matrice dans la base canonique de 1Ft4, muni du produit scalaire
usuel, d'un projecteur orthogonal de 1R4

b) Donner une base orthonormale du noyau et une base orthonormale de l'image de ce
proj ecteur.
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II.6 Application: n désignant un entier supérieur ou égal à deux, on considère trois éléments
a = (al' a2, . . . , a,..), b = (bl, b2, . .. , b,..), C = (Cl, C2, . . . , c,..) de IR'" et on souhaite troüver deux,..
réels.À et fi- tels que la somme L(.Àak + fl-bk - Ck)2 soit minimale.

k=l
a) Montrer que ce problème équivaut à la recherche des pseudo-solutions d'une équation

(*) : f(x) = v où f est un élément de ..c(1R2, IR"'). Préciser le vecteur v et donnerla matrice de f
dans" les bases canoniques de IR 2 et IR"'.

b) Comment doit-on choisir a et b pour que l'applié:"ation f soit injective?
c) Lorsque cette dernière condition est réalisée, doooer la solution du problème posé en

exprimant .Àet fi- à l'aide de Rroduits scalaires dans IR "'.

PARTIElli

Dans cette partie, f désigne toujours un élément de ..c(E, F).
IILl a) Soit y un élément de F. Montrer qu'il existe deux vecteurs x et y' tels que:

y = f(x) + y' , (x, y') E (Ker 1).1 X (Irn1).1

b) Montrer qu'un tel couple (x, y') est unique. On peut alors définir l'application 9 de F
vers E qui à y fait correspondre x.

c) Montrer que l'application 9 esLlinéaire. 9 sera appelée l'application pseudo inverse de f.

Hl.!. Déterminer le noyau et l'image de g.
III.3 a) Montrer que 9 0 f est le projecteur orthogonal de E sur (Ker 1).1.

b) Montrer que f 0 9 est le projecteur orthogonal de F sur lm f.
IlIA Prr.mip.r e;d~mple : On prend E = 1R3,F = IR? munis de leur produit scalaire usuel. La

matrice de f relativement aux bases canoniques est

Déterminer la matrice de 9 relativement aux bases canoniques.

1II.5 Dans cette question. on suppose que E = F et que f est un endomorphisme symétrique.
a) Montrer que Kff f = (lm ni. et Tm f = (Ker f).l.
b) iVlontrer que tout vecteur propre de f est vecteur propre de g. (On pourra discuter

suivant que la valeur propre associée est nulle ou non).
c) En déduire que 9 est aussi un endomorphisme symétrique de E.

111.6 Deuxième exemple: On prend E = F = IR2 muni du produit sCJ.!aire usuel. LI l1léltricc
de f relativement à la base canonique est

Déterminer la matrice de 9 relativement à la base canonique.

Fin de-l'énoncé
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L'épreuve comporte trois parties indépendantes

Première partie: Etude dJun filtre.

On considère le montage suivant où tous les compOsants sont suppssésidéaux, l'A.O.
fonctionnant en régime linéaire;

TTT

+

Vs
1) Déterminer la fonction de transfert. V

e
= HOw)

2) Dans toute la suite du problème, on prend Cl = C2::: C. Mettre H sous la forme:

jw
en posant x :::wa

On exprimera wa et Q en fonction des paramètres RI, R2 et C.

3) Quel est le type de ce filtre ?

4) Quelle valeur faut-il donner à Q pour que wa soit la fréquence de coupure à _ 3dB du filtre?
)

5) Calculer la valeur de RI et R2 pour obtenir un filtre de fréquence fa = 1000 Hz,
-fî .

de facteur Q :::""2 ,avec C = 0,1 f..!F.

6) Représenter les diagrammes de Bode d'amplitude et de phase du filtre.
On précisera les valeurs du gain et de la phase pour û) ::: w

û
.

7) Déterminer l'impédance d'entrée du montage, définie par Ze =r,On exprimera Ze en

. Vifonction de RI, Q et X et on donnera sa valeur partIculière pour 00 = 000 et Q =""2 .
Comment modifier le montage pour le rendre "idéal" ?

8) On place derrière ce filtre un deuxième filtre identiqUe au premier. Comment est modifiée
la fonction de transfert? Quel est l'intérêt de ce deuxième montage?
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TROISIEME PARTIE: Mécanique

, \

mg

A

z

figure 1

1- Une masse ponctuelle m est placé à l'extrémité A d'une tige de

masse négligeable, de longueur 1 = DA, articulée en un point fixe

o et mobile dans un plan vertical; un ressort spiral exerce sur

cette tige un couple de rappel-Ce, ou e désigne l'angle que fait

la tige avec la verticale ascendante Oz (figure 1). On désigne par

g l'intensité du champ de pesanteur. On néglige toute sorte de

frottements
1-1. Déterminer l'expression de l'énergie mécanique E du système,

montrer que E est une constante du mouvement

1-2. En déduire l'équation différentielle du mouvement.

1-3. En appliquant le théorème du moment cinétique, retrouver l'équation

du mouvement.
1-4. A quelle condition la position e = a est une position d'équilibre stable?
1-5. Cette condition étant réalisée, calculer la période T des petites oscillations autour de e = 0, on écrira T sous

forme:

Donner l'expression de A.$Si
T=2rr -

A-g

1-6. Calculer la variation relative de tlT/T si g varie de tlg.

1-7. Donner l'expression de la période To d'un pendule simple de même longueur 1. En déduire la variation

relative de Tosi g varie de tlg.

2- Système masse - ressort

Un re~sort à spires jointives de raideur k, d~ masse négligeable et de longueur à vide '0 est suspendu verticalement par

son extrémité A (figure 2). On donne g l'intensité du champ de pesanteur.

x

AA

..... - . - - - . - - ~.:+_._.
h :

.f... :.

Figure 2

t
fOl

L..
B

A l'autre extrémité on accroche une masse ponctuelle m. Le ressort s'allonge de h.

2-$. Exprimer h en fonction de g, m et k.

2-1. Application numérique: k = 33 N.m-l et m = 0,200 kg.

On mesure h = 59,5 +0,1 mm, calculer g et tlg sachant

que m et k sont connues aux millièmes prés.

2.:a A partir de sa position d'équilibre 0 prise comme

origine, on écarte la masse m d'une quantité a et on -

l'abandonne sans vitesse initiale à t = O.
2-3-1. En appliquant le principe fondamental de la dynamique,

établir l'équation du mouvement de m, on notera UJola pulsation
des oscillations. \

2-3-2. Exprimer g en fonction de h et UJo2.

2-3-3. Application numérique: pour m = 0,200 kg, on compte 113 oscillations par minute; calculer g.
2-3-4. Représenter le portrait de phase de l'oscillateur.i = f(x).

2-3-5. Donner l'allure du portait de phase si l'oscillateur est soumis aux frottements fluides modélisées par

f = -hv (v =x étant la vitesse de m)
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DEUXIEME PARTIE: Electromagnétisme

1- Electrostatique:

1-1. Rappeler les équations locales vérifiées par le champ électrostatique Ê(M), en présence des charges.

1-2.
1-2-1. A partir de l'équation de Maxwell-Gauss, retrouver la forme intégrale du théorème de Gauss.

1-2-2. Application: On considère un fil de longueur infinie portant une densité de charge linéiqueÀi.miforme

a- Montrer que le champÊ (M) est radial.

b- Calculer E(r) en fonction de r (r étant la distance entre M et le fil)

1-3.

1-3-1. Rappeler les propriétés d'un conducteur en équilibre électrostatique.

1-3-2. Application: On considère une sphère métallique de rayon a portée au potentiel Va.

a- Calculer la charge Q portée par la sphère, cette charge est-elle surfacique ou volumique?

b- En déduire la capacité de la sphère.

c- Calculer le champ électrostatique Ê(rL crée par la sphère, en un point de l'espace.

d- En déduire le champ électrostatique au voisinage de la sphère.

e- Retrouver le théorème de Coulomb.

f- Calculer l'énergie électrostatique de la sphère.

2- Régime variable:

2-1. Rappeler les quatre équations de Maxwell qui régissent le champ électromagnétique (Ê(M, t);B (M, t)) en
présence des charges et de courants

2-2. A partir des équations de Maxwell, établir:

2-2-1. L'équation de conservation de la charge électrique.

2-2-2. L'équation de conservation de l'énergie électromagnétique.

2-3. Déterminer les équations au\ dérivées partielles vérifiées par le champ électromagnétique dans le vide.

2-4. Définir le potentiel électromagnétique (A, V) associé au champ (Ë(M, t) ;B (M, t))

2-5. Le potentiel électromagnétique (If, V) est-il unique? Quel en est l'intérêt?

2-6. En rappelant la jauge de Lorentz établir les deux équations aux dérivées partielles vérifiées par V et A
2-7. Donner la solution dite solution des potentiels retardés.

\

;:,{)
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Epreuve de MATHEMATIQUES

Problème 1
Dans tout le problème lKdésigne IRou C , n un entier naturel 2: 2-,E un lK-espace vectoriel de dimension
finie n , u un endomorphisme de E , XU le polynome caractéristique de u , 7fu le polynome minimal de
u; la matrice identité se notera Ip .

L'objet du problème est l'étude de l'ensemble r des endomorphismes u de E vérifiant: (x, u(x), u2(x))
est liée pour tout x E E.

Partie l

On suppose dans cette partie que n = 2.

1) Montrer que si XU est scindé sur lK alors il existe -une base de E dans laquelle la matrice de u est
sous l'une des formes suivantes :.(~ ~) ou (~ ~) avec-À, Il E lK.

2) Si Xu n'est pas scindé sur K (donc lK= IR),montrer que XU = X2 -2aX +a2+b2où (a, b) E IRx IR*

et qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme (~ ~b).
Partie II

A- On se propose de montrer que E ne peut pas -êtïe réunion finie de lK-sous espaces vectoriels de E
tous distincts de E tels que E = U Fi.

l~i~p

1) Justifier que l'on peut supposer FI non inclus dans U Fi.
2~i~p

2) Soit Xl E FI \ U Fi et soit y E E.
2~i~p

a) Montrer qu'il existe jE {1, ... ,p} et deux éléments distincts), et Il de lK tels que Xl + >"y
et Xl + IlY appartiennent à Fj.

b) Prouver que j est égale à 1 et que y E FI'
3) Conclure.

B- 1) Soit X un vecteur fixé de E.
1. Montrer que {P E lK[X], P(u)(x) = O} est un idéal de K[X].
Il. En déduire qu'il existe un unique polynôme unitaire 7fx,u de lK[X] de degré minimal
vérifiant 7fx,u(u)(x) = O.

lll. Si X est un vecteur propre de u, trouver 7fx,u.

1
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D- On suppose que 7r1.1. n'est pas scindé dans lK (donc lK= :IR).
I) Vérifier que SPIR(u) est vide et que n est pair. On posera n = 2q où q E N*.
2) Montrer qu'il existe (Xl, ... , Xq) E Eq tel que E soit somme directe des sous espaces vectoriels

engendréS par (Xi, U(Xi)) où i E {I, ...,q}.
3) Montrer qu'il existe une baSede E dans laquelle la matrice de U est sous la forme (2) :

o
o 0 Cq

(a -b\
oùCk= \b a),kE{l, ...,q}.

E- Finalement montrer que les éléments de r qui ne sont pas diagonalisables sont les endomorphismes
représentés par une matrice de la forme (1) ou (2) dans une certaine base de E.

Problème II

On dit qu'une suite (an) .est à variation bornée si la série L: lan+l - ani est convergente.

Partie 1

A) Exemples:

A-r) Dire si la suite (an) est à variatron bomée dans les cas suivants:
1

1. an = -.
n
(_1)n

2. an= --.
n

lnn
3. an=-.n

A-2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur le réel ct pour que la suite (na) soit à
variation bornée.

B) Conditions nécessaires et suffisantes:
Soit (an) une suite- réelle.

B-I) Démontrer que si (an} est à variation bornée, alors elle est convergente. Réciproque?
B-2) On suppose que (an) est monotone et bornée; Montrer que (an) est à variation bornée.
B-3) Démontrer que-si la série L: an est absolument convergente, alors (an) est à variation bornée.

C) Une application:

G-I) Soit (En) une suite à variation bornée de limite 0, et soit L:Un une série dont la suite des
sommes partielles est bornée. Montrer que la série L: En Un est convergente.

3
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2) Montrer que pour tout xE E, 7Tx,u divise 7Tu, et en déduire que l'ensemble {7Tx,u, X E E}est
fini. On note ses éléments 7Tx;,u où i E {1, ... , q}.

3) Vérifier alors que E est égal à la réunion des noyaux des endomorphismes 7TXi,u( u), i E {1, ..., q}
et en déduire l'existence d'un élément k E {1, ... , q} tel que 7TXbU(U) soit l'endomorphisme nul.

4) En déduire que 7TXbU = 7Tu.

e- Soit u un élément de r.
1) Quepeut-on dire de r si n = 2 ?
2) Montrer que 7Tu est de degré 1 ou 2, et en déduire que le cardinal de SpJK( u) est inférieur ou

égal.,:à2 et que SP!K(u) ne peut être vide que si OC = IRet n est pair.
3) Que peut-on dire de u si pour tout x de E, on a (x, u(x)) est liée?

Dans la suite du problème, on suppose que.u est un élément de r qui n'est pas une homothètie vectorielle
de E.

Partie III

A- Montrer que 7Tu est de degré 2.
B- on suppose que 7Tu admet deux racines distinctes dans-JI(.

1) Montrer que u est diagonalisable.
2) Montrer que les seuls sous espaces vectoriels de E stables par u sont les sommes directes de

sous espaces d'espaces propres.
3) Que peut~on dire de n s'il y a 'un nombre fini de sous espaces stables par u?

C- On suppose que 7Tu admet une racine double À dans K.
1) Montrer queu est trigonalisable.
2) Soit f E LOC(E), montrer que dim( ker(J2)) ~ 2dim( ker 1) (on pourra considérer la restriction

de f sur ker(j2)).
3) Soit H un supplémentaire de ker(u - ÀIe) dans E. Montrer que:

1. 1~ dimH ::; dim(ker(u - ÀIE)).
iL (u - ÀIE)(H) C ker(u - ÀIE).
iii. dimH = dim((u - ÀIE)(H)).

4) Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est sous la forme (1) :

o

(Ào ~)où A = /\ E M2(K), i E {1, ... , q}, q 2: 1 et P + 2q = n (p peut être éventuellement

nul).

2
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\:In E N*: Yn = Xn-1 - Xn et zn = a;n-1 + Xn+1 - 2xn.

Partie II

On suppose dans cete partie que la suite (zn) est positive.

1) 1-1) Etudier la monotonie de (Yn)'
1-2) Démontrer que (Yn) est convergente. Quelle est sa limite?

1-3) Montrer que la suite (xn) est convergente.

1-4) En déduire que la suite (xr,.) est à varia,tion bornée.

2) Soient n et p deux entiers naturels non nuls tels que ri. > p; Démontrer l'inégalité:

3) En déduire la limite de la suite- (nYn)'
+ÇlO +00

4) Montrer que les séries E Yn et 2:nz", sont convergentes et que: I:nZn = LYno

n=l n=l

FIN

4
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eépreuve comporte trois parties indépendantes

Première partie: Mécanique

On considère un satellite, assimilé à un point matériel S,de masse m.le satellite est soumis à
l'attraction gravitationnelle de la terre supposée sphérique, de. centre 0, de rayon R et de •
masse M. On suppose que m « M, la terre est alors supposée comme fixe.

)(B

Figure 1

y

1) 1-1) La force exercée par la terre sur S est ft = -k 05/(OS3) , donner l'expression de k

en fonction de m, M et G la constante gravitationnelle.

1-2) Quelle est l'unité SI de G ?
1-3) Citer une autre force de nature newtonienne. \

1-4) On pose r = 05, déterminer l'énergie potentielle

Ep(r)dont dérive la force F. o
2) 2-1) Montrer que le moment cinétique ""L"; du sateJlite est

constant.
2-2j En déduire que la traJectoire du satellite est plane.

On pourra faire -l'étude en coordonnées polaires(r,e, z =.0).
'de vecteurs unitairesU;, iiêet 11;; tL;étant le vecteur
unitaire orthogonal au plan dela trajectoire.

f

2-4) Montrer que r2eest une constante dl] mouvement que l'on notera C
3) 3-1) On pose u = l/r, montrer que l'accélération adu satellite peut s'écrire:

...• 2 2 d2.u_
a= -C u (u + -~ )Ur (Formule de Binet).

d(J'"
3-2) Ecrire la relation fondamentale de la dynamique pour S, en déduire que

l'équation de la trajectoire de S s'écrit r = P , donner l'expression de pen
l+ecos(J

fonction de C, k et M.

4) On nomme périgée (P) le point de la trajectoire elliptique le plus proche de la terre et
apogée (A) le point de la trajectoire le plus éloigné de la terre. On note ( rp, Vp) et ( ra,
Va) la position et la vitesse du satellite respectivement à son périgée et à son apogée.

On supposera ra et rp très voisines.
4-1) Calculer l'excentricité e du satellite en fonction de ra et rp.
4-2) Calculer le rapport Vp/Va en fonction de e.

5) On suppose maintenant que la trajectoire est circulaire et uniforme de rayon roet
d'énergie mécanique E constante. Etablir l'expression de E et une relation simple
entre l'énergie cinétique Ec et l'énergie potentielle Ep du satellite.

6) Le satellite subit des frottements sur les hautes couches de l'atmosphère; ces
frottements sont équivalents à une force de freinage de module f = ~mv2 ; m et v
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1.5 Calculer l'énergie électrostatique de ce système de charges.

1.6 La sphère (5) coupe le segment AB en un point H. On suppose que H et A restant

fixes, le point 0 s'éloigne indéfiniment sur la droite AB. En déduire les évolutions de la

surface équipotentielle, de a et du champ électrostatique Ë sur cette surface. (on prendra

AH = 1)

Troisième partie: Electrocinétique

Un circuit électrique (Figure 1.) comprend une source alternative sinusoïdale de force

électromotrice efficace E- de fréquence f, d'impédance interne négligeable, une résistance R, une
inductance L, LIn condensateur variable de capacité C et un ampèremètre A de résistance

négligeable.

1-1) Déterminer l'intensité i(t)-du courant électrique qui traverse le circuit.

1-2) En faisant varier la.capacité du condensateur, on constate que l'intensité efficace indiquée
par l'ampèrermètre atteint une valeur maxima le la quand la capacité vaut CI). Déterminer lûet Co.

1
1-2) L'ampèremètre indique l'intensité efficace Jz pour deux valeurs Cl et C2de la capacité du

condensateur. Exprimer en fonction de Cl et Ch le coefficient Q de surtension (ou facteur
de qualité) du circuit et calculer sa valeur numérique.

1-4) Lafréquencejétant connue, déterminer les valeurs de la résistance R-et de l'inductance L en
fonction de Cl, C2etf

APPUCATIONNUMERIQUE: Cl = 120 nF; C2 = 130 nF; f= 100 kHz

Figure 1

R

A

L
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étant la masse et la vitesse du satellite , ~ est une constante positive. Ce freinage est
très faible, et on peut supposer que les révolutions restent presque circulaires et que
pour chacune.d'elle, l'altitude h du satellite diminue de !1h avec !1h « h.I'altitude h
est comptée à partir de la surface de la terre: r =-R+ h.
6-1) Calculer la variation dela vitesse!1v du satellite en fonction de !1h et de la

période T du sateliite.
6-2) Justifier l'évolution de la vitesse du satellite.
6-3) Exprimer ~ en fonction de h, !1h et R.

7) En remarquant que la perte relative d~énergie mécanique du satellite est faible à
chaque révolution, calculer le temps T au bout duquel le satellite s'écrasera sur la

terre.
On fera l'hypothèse simplificatrice que la loi de frottement reste la même pendant

toute la chute.
8) La trajectoire du satellite peut être décrite dans son plan de trajectoire par l'équation

en coordonnées polaires r = roe-aB.

8-:1)Exprimer a en fonction de !1h, Ret h.
8-2.) Exprimer en fonction de roet-a, la distance D parcourüe par le satellite au cours
d'une quasi-révolütion. On pourra mettre en évidence ce résultat comme la distance
d'ane o-rbite circulaire affectée d'un terme correctif, en tenant compte de j'ordre de

grandeur de a

.Deuxième partie: Electrostatique

En deux points A et B de l'espace sont disposées Tes charges électriques suivantes:
une charge q positive au point A et une charge négative -aq au point B.

On désigne par d la distance AB et a un nombre positif compris strictement entre
o et 1(O<a<l).
Un point Pde l'espace est défini par PA =, et PB = ,'.

1-1) Définir le potentiel électrostatique au point P. ( par convention de potentiel

coulombien, l'on prendra V= 0 à l'infini.).
1-2) Montrer que la surface équipotentielle de potentiel nul est une sphère (5) où l'on

déterminera son centre 0 et sen rayon R ; Calculer a = AG et R en fonction de a et d. En

déduire que R = aa.
-..

1.3 Déterminer en fonction de q, d, , et a le champ électrostatique résultant Ë créé par

.•. les charges précédentes en un point P de la sphère(5). Applications numériques avec
q=10-11 C, d = 10em, r = 8cm et a = D,S.Vous représenterez sur un schéma à l'échelle, la trace

de la sphère (5) dans le plan et les champs minimal et maximal résultants.
1.4 En déduire l'intensité de ce champ en fonction de q, a, R, ,.
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'(

5) Vérifier, à l'aide de la formule de LEIBNIZ, que:

( )_ 1 d
n [(v2 )n]'In E N,Ln X - 2nn! dXn .A. -1 .

6) En déduire explicitement le coefficient dominant de Ln, puis la relation

'In EN, f G)2 = (2:),
Ic=O

..
'7) 110ntrer alors que

\lnEN,\lxE1R,ILn(x)1 ~ C+2Ixl)n e:).
8) On définit, pour tout entier naturel n, le polynôme Un(X) = (X2 - Ir.

r

)

J'

a) Vérifier que:

\I(P, Q) E E2, (P~Q) = [IlP(x)Q(x) dx.

1) Justifier que l'on a ainsi défini un produit scalaire sur E.

Dans toute la suite du problème, l'espace E- et ses sous-espaces En (n EN)
seront systématiquement munis de ce produit scalaire.

(X2 - 1) U~(X) = 2nXUn(X).

b) En dérivant n + 1 fois cette relation, montrer que
\In E fil, IjJ(Ln) = n(n + I)Ln,

Partie C : Définition d'un produit scalaire
On pose,

•

'In E N, IlLn Il = V 2 .2n+ 1

5) Donner, pour tout entier naturel n, une base orthonormée de En'

2) a) Montrer que

\I(P,Q) EE2,(IjJ(P),Q) = [11(1-X2)P'(X)Q'(x) dx.

b) Que peut-on dire déduire pour les endomorphismes tpn (n E N) ?

c) En déduire, à l'aide d'un résultat de la partie B, que les polynômes Lp (p E N) sont

deux à deux orthogonaux.

3) Soit n un entier naturel.

a) Établir par récurrence sur k que
(-1)kl1 dk dn-k ')

Vk. E[I0,n1J, (Q,Ln) = 2nn! -1 dxk [Q(x)] dxn-k [(x- -lt] dx.

b) En déduire que, poour tout n E N*, Ln est orthogonal à En-l.
e) Retrouver ainsi que les polynômes Lp (p E .M) sont deux à deux orthogonaux,

4) a) À l'aide de C.3)a), exprimer, pour tout entier naturel n, IILnll2 en fonction de

In = 11(x2 _l)n dx.
-1

b) À l'aide d'une intégration par parties, montrer que
2n+ 2

\In E N, In+l = ----In.2n+ 3
e) En déduire, pour tout n E N, une expression de In faisant intervenir des factorielles.

cl) EIl dédui:re que

2/3
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l.

i•...,..•.

Les calculatrices sont interdites

* * -* * *

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision
de la rédaction. . "
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivIe sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été

amené à prendre.

Dans tout le problème, E désigne le JR-espace vectoriel JR[X] des polynômes à coefficients réels.
Pour tout entier naturel n, on note En le sous-espace de E formé par les polynômes de degré au

plus égal à n.
Selon l'usage, on convient d'identifier un polynôme et la fonction polynomiale associée.
L'espace En est muill_de sa base canonique ~n = (1,X,X2, ... ,Xn).

71.1
Les coefficients binomiaux sont notés (~) = k! (71. ~ k) J (0 ~ k ~ 71.).

Partie A : Étude d'un endomorphisme

Étant donné un polynôme P de E, on définit un polynôme rjJ(P) par:
lrf;(P)] (X) = (X2 - 1) P"(X) + 2XP'(X).

1) Justifier _qu'on a ainsi défini un endomorphisme cP de E.
2) Montrer que, pour tout entier naturel n, le sous-espace vectoriel En est stable par cP.

On notera désormais 'Pn l'endomorphisme de En induit par cP SUI En
'tIP E En, 'Pn(P) = rjJ(P)

3) Dans cette question, on suppose que 71. est égal à 3.

a) Écrire la matrice M3 de 'P3 dans la base canonique de E3.

b) Justifier que 'P3 est diagonalisable.

c) Déterminer une base de E3 diagonalisant 'P3, formée de polynômes de coefficients domi-
nants égaux à 1.

4) On revient au cas général d'un entier naturel 71. quelconque.

a) Montrer que la matrice NIn de 'Pn dans la base canonique est triangulaire supérieure et
préciser ses coefficients diagonaux.

b) En déduire que 'Pn est diagonalisable et préciser les dimensions de ses sous-espaces

propres.

Partie B : Étude d'une famille de polynômes
Pour tout entier naturel n, on définit le polynôme Ln par

1 n ?
Ln(X) = 2n L G)-(X - 1t-k(X + l)k.

k=O

1) Calculer sous forme simplifiée les polynômes Lo, LI, L2 et L3.

2) Calculer L7;(l) pour tout 71. E N.
3) Déterminer le degré de Ln en fonction de 71. (71. E fil) et donner son coefficient dominant sous

la forme d'une somme.
4) En utilisant un changement d'indice, montrer que Ln a la même parité que 71..

1/3
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(

~ontrer que Vk E 110, ni], <>, = -(2n + 1) (XLn, ~,)

I/Lkl/-
Pour tout k E 110,n - 211, vérifier que (XL., L,) = (Ln, XL,) puis montrer que <>, = 0
Par des considérations de parité, montrer que an = O.

+coOn note 8, la 'O=e de cette série entière, Vx E J-R" R,[ ,8, (x) = L: Ln (t)xn
. n~

Partie D : Une relation de récurrence
Soit n un entier natmel non nul.

Calculer le coefficient de Xn+1 dans (n + 1)Ln+1(X) _ (2n + 1)XL
n
(X).

En déduire l'existence et l'unicité de n + l réels CYk tels que
n

(n + l)Ln+l (X) - (2n + l)X Ln (X) = L akLk(X) .
k=o

En utilisant la valem des polynômes Lk au point 1, déterminer alors an-l.
~n déduire que \:InE N*, (n + l)Ln+l (X) - (2n + I)XL

n
(X) + nL

n
_
l

(X) = O.
Partie E : Fonction génératrice .

On :fixe un réel t et on considère la série entière L Ln(t)xn, de la variable réelle x.
C.) nEN1) D

't . . l - di l ,. t., '\' (1 + Itl î n (2n) ne ennmer e rayon de convergence e a sene en 1ere 6 _) n x .
nEN 2

2) En déduire que le rayon de corrvergence R, de la ,érie entière L: Ln(t)x" est ,trictement
' nEN

positif."

On donnera Uile minoration ae Rt, mais on ne cherchera pas à le calculer.

3) En utilisant le ré,ulta t de D.7), montrer que 8, est ,olution 'w" 1_ R" R, r de l'équation
différentielle suivante, d'inconnue y fonction de x :

(Ct) (1- 2tx + x2)y'(x) + (x - t)y(x) = 0
4) Pour Itl < 1, en déduire l'expression de St(x) en fonction de x.

Partie F : Proj€ction orthogonale, calcul de distance

1) Calculer, pour tout entier naturel k, l'intégrale

Jk = rI xk dx.
)-1

2) Étant donnés deux enti en naturels n et r, tels que 0" r "n, on note Pr la projection ortho
gonale de En sur Son sous-espace vectoriel Er'

Donner une expression générale de Pr(P) utilisant le produit scalaire, pOW"tout polynôme Pde En.

3) On suppose désormais n = 3 et P = X3.

a) Détenniner Po(P), Pl(P) et p2(P).

b) Calculer l.e dimance$ d(P, E,) de P aux SOUS-espacesvectoriels E, poW" tout entierktel que 0 ~ k ~ 2.

4) On note G l'ensemble des polynômes de degré 3 et de coefficient dominant égal à 1.
Montrer l'eJdstence de

1)
2)

••
,-

..~;r'" 3)•,
<1'-)
5)

6)

7)

m = min il (Q(x))2 dx
QEG -1

et préciser sa valeur, ainsi que les polynômes réalisant ce millÎ.!""TIUID.

Fin de l'énoncé
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