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Probleme

L'épreunse est constituée de trots parties, et propose Uetude de quelques propristés de la fonction
Jo de Bessel (utilisée notarmment eTl piysique).

Partie 1
Etude de la_fonction J = Jy de Bessel Développemend en serie enfiére

1 4 ,
1°.Pcu:tcrutzeR.onposc:J(I)=;/ ces(r.sun(c’?))d&’_
a

(a) Momtrer que pour toutz € K. ona:

J(z) ! /(;Trcos<r.sin(9})dﬁ_—_

"o

-

/ " cos (. sin(8)) d8.

0

AN

() Mantrer que la fonction 7+ R — R ainst définie est continue, paire et de classe C? -sar

R
(c) Justifier que J est bornée sur K.

(@) Justifier l'encadrement :

26
Vo e 0, 5], = <sin(d) <9
2 aT

En déduire un encadrement de J(z) pour z €]86, 2.
{e) Préciser les valeurs de J{0). J'(

. L
P

2°. Pour tout n € N, onpese : [, = / ain?"(6) d8.
’ 0

(a) Justifier que pour toutn € N (2n + 1) I, = 2(n 4+ 1) Lopa-

(2n)lx

(b) En déduire que pourtoutn € N: [, = (nt)222n+! '

3°. (a) Rappeler lc développement en série entiere de la fonction cos et son rayon de convergence.
En déduire que pour tout & € R fix#, I'application z — cos (I. sa_n(B)) est developpable en série

entiére sur R, et préciser ce développament.
(b) En déduire que J est développahle en séric entiére sur R, avec :
(_1) . 2n

vr € R, J(I):Zmz‘

n=0

{on précisera le théordme du cours utllisé pour Uintégration terme 4 terme).

7 inscription.ma

0). Montrer que J est strictement décroissante sur [9, =]
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Epreuve de Mathématigues

Durde 4 h

L’usage des machines & calculer est interdit

La présentation et la Agueur de la rédaction seront deux éléments importants dans I"appréciation des copies .
En particulier 1l est demandé d’énoncer avec précision les hypothases des théorémes utilisés |
L’énonce comperte tois pages .Chaque question peut &mre traitée en admettant les résuitats des questions précéders.

Exercice

Saient f et g les endamorphismes de R’ respeciivement représentés dans la base
canonique B de R* par les matrices A et B suivantes

(5 2 40 (-1 -2 —2)
A={ 12 3 8 [ 8= ¢ 3 -2f
\-12 -4 -9 Lo 4 3]

1°) Former les polyndmes caractérstiques de fet de g.
En déduire les valeurs propres de f et de g.

2°) Déterminer, par leurs équations, les sous-espaces propres de fetde g. -

3°%) Construire une base B*de R*® dont les vecteurs sont a la fois vecteurs propres
ae f et vecieurs propres de g | g premiére c:froosante non nulle de chacun de
ces vecteurs sera obligatoirement prise égale a 1.

(4N
w

4*)  Uonner les matrices de passage direcie et inverse de |a base 8 & la base 57,
ainst gue les matrices A' et B’ qui représentent respectivement f et g dans B*

% inscription.ma -
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PREMIERE PARTIE: ELECTRICITE

A- On considére le circuit ci-dessous :

e()

®

i7(| 8 [~ ] ,

e(t) est un générateur de tension sinusoidale de fe.m e(t) = E\/E cos (@t) et de résistance négligeable.

L est une bobine d'inductance L et de résistance négligeable.
C est un condensateur parfait de capacité C .
R réristors de méme résistance R
On ferme l'interrupteur K, dans la suite on s'intéressera au régime permanent
1/ Déterminer les expressions des valeurs efficaces |y et I; des courants iy{1) et ip(t) passant

respectivement dans la bobine et dans le condensateur ( On pourra utiliser la résolution complexe )
2/ Déterminer également les phases @, et @, des courants is(t) et iz(t

3/ En déduire les expressions de iy(t) et it
4/ Déterminer la relation liant R, L st C pour que iy(t) et io(t) soient en quadrature de phase ( déphase de

T . s
5 ) quelle que soit la fréquence. —

5/ La condition 4- étant établie, déterminer la valeur efficace de la tension uxg.

B- On remplace dans le montage précédent le générateur de tension sinusoidal par un générateur de
force électromotrice continue E et de résistance négligeable.

1/le condensateur C étant déchargé et aucun courant ne circulant dans le réseau, on ferme, alinstantt =0,
Finterrupteur K.

a- Déterminer I'équation différentielle vérifiée par le courant iy(t), résoudre cette equation et donner
'expression de iy(t).

b- -Déterminer également le courant i;(t) et tracer son allure .
2/ le régime permanent étant atteint, on ouvre K. :

a- Déterminer I'équation différentielle vérifiée par le courant iy (1)

| b- En déduire I'expr %u Tﬁdﬁﬁyfﬁfé‘ffﬁn . ma | .
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denx parties suiveantes zont lndépendantes.
Partie I

Etude d'une équation différentielle

4°. Vérifier que :
Vz € R, I(J(I) + J”(I)) + J'(z) =0.

B°. Montrer que l'ensemble des applications de R vcrs R, développables en série eatiére sur B
et solutions sur R de I'équation différentielle : zy' g y + zy = 0. est un cspace vectoriel réel de
dimension 1, engendré par J.

6°. Soit K € CZ(RL,R), solution sur RY de 'tquation différentielle : zy"' 4 y' + zy = 0.
Pour tout = > 0 on pose : W(z) = J'(z)K(z) — J(z)K'(z).

Montrer que W € C'(RL,R), et est telle que pour tout £ > O; cnatt: W'(z) = —% W(z).
En déduire 1a forme de W.

n

' 1
7°. Pourtoutn € N*, onpose: H, = Z L

H,
(a) Montrer que Lm < +l) = 1.
n-—-+oco Hn

2 (YA,
(b) Pour tout z € R, on posc’: () = Z _4—,)7— ”
n TZ.

n=]

Vérifier que le rayon de convergence de cette série entiére est bien égal & +o0. Pour tout réel z,
expHciter (sous forme d'une série entiére stmple) la valeur de I expression  zp''(z) + w'(z) -
T¢(z) etla comparer avec —~2 J'(z).

(e} Pour tout z > 0. on pose : K(z) = In(z) J{z) + ©(z).

Vérifier que K est solution sur R de 'éguation différentiele - Iy "Ly 4+ 2y = 0, et expliciter
la fonction W associée définie au 6° :

Que peut—on en déduire ?

rjjin

7 inscription.ma
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Y

i
on}

Figdre 3

a- Etablir 'equation différentielie verifiee par .

b- On s'intéresse aux petits mouvements de D autour de sa position d'équilibre stable.
On appelle portrait de phase la courbe repreésentant % en fonction de 8, representer le  portrait de

phase dans le cas des petits mouvements,
4- On 6te a D un canal rectiligne de dimension négligeable, un point matériel P de masse m' est place dans
ce canal',Ail peut y glisser sans frottement, Ia position de P est repéré par x, Ox étant confondu avec le
canal ( ﬂgu.re 4 ) On considére que la liaison P-canal est bilatérale.

13

F:
A

z

Figure 4

On suppose que le disque D tourne autour de son axe Oz & la vitesse angulaire .
a- Etablir I'équation différentielle vérifiée par x.
b- Déterminer les positions d'éguilibre de P par rapport & D.

c- Calculer I'énergie mécanique du systéme {D + P }.

“Z inscription.ma %
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DEUXIEME PARTIE - MECANIQUE

On considéra un disque D homogéne de centre O, de masse m et de rayon a.

1/0on note J le moment d'inertie de D par rapport & un axa

OZ passant par O, soit & l'angle que fait OZ avec
le diamétre AB de D (figure 1)

a- Calculer J en fonction de m,aet .

b- En déduire la matrice d'inertie de D par rapport au repere ( Ox, Oy Oz )( figure 2)
zZ4A zZ A
.
—>
5 |
figure 2
X
figure 1

2/ On considére D dans la situation de la figure 1, un moteur exerce un couple de forces sur D de moment

I'= I'(1)e, ce qui provoque sa rotation autour de l'axe vertical OZ & la vitesse angulaire & = we, ,

a- Calculer le moment cinétique G, de D dans son mouvement autour de o<z

b- Dans cette partie on neglige les frottements ( la liaison pivot est parfaite )

En appliquant le théoréme du moment cinétique a D, déduire I'équation différentielle vérifice par @ .

- En fait les frottements sont indvitables, leurs actions sont modélisées par un couple de moment
Tf =~hwe, .
¢-1- Le couple exercé par le moteur est constant I” = I, . déterminer o (Ysachant que D part du repos.,

¢-2- En réalité il est difficiie de réaliser un couple rigoureusemeant constant, I' () fluctue autour de T, ce que

I'on peut modeliser par I" (1) = [,(1+cosft) (B estune constante positive ) .
- Etablir la nouvelle équation vérifiée par .
- Déterminer wen régime permanent.
Comment on peut minimiser les ﬂuctuations de w ?

3/ Dans cette partie D est articulé en O' et peut tourner autour de I'axe horizontal O'z( figure 3).. la liaison

est parfaite .0 reste dans le plan vertical.

% inscription.ma
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1| Resumez ce texte en 170 mots, avec une tolérance de plus ou moins 10% . Indiquez a lafin de

votre résumeé le nombre de mots utilisés.

2 Donnez un titre 4 ce tex

- 3. VOCABULAIRE

Vous donnerez le sens , dans le texte, des expressions soulignees

- les taches les plus rebutantes;

- |a bureaucratie la plus ratllonne

- une aide bénévole

4.DISCUSSION

- Que pensez-vous du'sort réservé aux immigres ? (une page.au minimum).

Conseils pratiques

_ Résumer suppose une grande fidelité au texte.

- N'ajoutez ni ne retranchez rien;
_ Conservez la personne utilisée,
- Evitez toute formule du genre "{'auteur dit que”;
- Respectez l'ordre et la logique du texte.
arties

- Ne reprenez pas les mots - €L €ncore moins des p

de phrases - du texte.

“Z inscription.ma
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Concours d'accés en lére année EHTP
Candidats titulaires du CUES ou DEUG
EPREUVE DE FRANCAIS
DUREE 3 HEURES

Le cas des immigrés commence heureusement 4 devenir plus clair dans l'esprit de beaucoup.
Oh ! le racisme n'est pas mort, loin de la ! du moins sa dénonciarion n'est-elle plus tout 4 fait sans
effet : le plus souveat, le racisme est devenu honteux. Il se défend vigoureusement de l'érre, il
accuse, au contraire, d'ére raciste celui quil rejette pour sa langue, son origine, ou, bien sir, sa
couleur, car chacun sait'que le blanc a'est pas une couleur. Ce n'est quun progrés modeste sans
dout,e, mais c'est quand méme un progres.

Seulement, le racisme n'esﬁ quun des éléments - le plus sensible peut-&tre, noa le i)lus grave
au fond - du sort des immigres. La honte, c'est plus encore, la siation matédelle qui leur est faite.

1ls sont importés comme les animauX du Zoo et souvent moins logés qu'eux. Ils assument les taches

les plus rebutantes, les meétiers les plus durs et, parfois, les plus malsains, ceux dont les frangais n.e'
veulent plus'.'Ils sont pay‘és juste assez pour que, du fond de leur misére, dans leurs douars €crases
de soleil et leﬁrs villages aux terres arides, d'autres, malheureux comme eux, révent de devenir, aleur
tour, manoeuvres chez Repault, mineurs dans le Pas-de-Calais, éboueurs a Paris, cet eldorado.
Parqueés, rejetés, condamneés a la solitnde  ils sont des victimes de choix pour les petits chefs

les plus hargneuy, la bureaucratie la plus tatillonne la police 12 plus soupgonneuse, qui les suspecte 2

A

priori de tous les vols et de tous les viols, bien que, parmi eux, le taux de criminalité soit légeérement
inférieur, oui, inférieur a la moyenne nationale. Perdus dans un moade o\u les coutumes, les moeurs,
et souvent la langue, leur sont étrangeres, trop peu recoivent une formation, une instruction, ume
{nitiation i notre langage, sauf pour les chanceux qui bénéficient dune aide bénévole et bien
insuffisante encore.
Ies travailleurs immigres sont, dit-oq, nécessaires a l'economie, & 1a prospérité de la nation.
Alors, traitons-les humainement, non comme des bétes de somme_ Ou bien arrétons cette nouvelle
traite et acceptons une diminution de notre niveau de vie. Car lafagons dont nous agissons a leur
égard paraitra, dans quelques décennies, et peut-ire avant, non seulement incompréhensible, mais

probablement d'une sottise et d'un égoisme monsirueux.. Piecre VIANSSON-PONTE

Des jours eatre les jours.

“Z inscription.ma
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Epreuve de mathématique
Durée 3 heures

Les calculatrices sont autorisées.

Le probléme porte sur I'étude des séries factorielles, séries de fonctions de la
forme

n!
nzoa"x(x +D)(x+2)...(x+n) )

Les parties I et II traitent d'un exemple. Les parties III, IV et V, indépendantes
des deux premiéres, ont pour objet I'étude de propriétés de la somme d’une série
factorielle convergente sur l'intervalle )0, +o .

L.A - Pour tout entier p naturel non nul, on pose :

|
n(n+1).(n+p)
I.A.1) Montrer que la série Z u(n, p) est convergehte. -
1.A.2) On pose: nat

Vne IN*, u(n, p) =

op) = 3 uln,p)

n=l
Calculer o(1).
1.A3) Pour p=2, et pour n quelconque dans IN*,
exprimer u(n, p-1)-u(n+1,p-1) en fonction de p et u(n, p).
I.A.4) En déduire la valeur de o{p) en fonction de p,pour p=2.
I.B - Soient ¢ un entier =2 et N un entier naturel =1.
Donner ulle majoration du reste

+x

RN.9) = Y

n=N+1"

en le comparant & une intégrale.

ILA -

II.A.1) Montrer par récurrence l'existence de trois suites (a,), (b,) et (c))
d’entiers naturels définies pour p=2 telles que, pour tout réel x strictement
positif et pour tout-entier p-on.ait: . — °

a,

. bpx+c

—l- = i + 1
<* h=2x(x+l)...(x+k) x 1) (x +2)...(x+ p)
1L.A2) Exprimera,,,,b,, etc,, &laidedep,b, etc,.

II.A.3) Montrerque:Vp=22,b,2¢,20.

11.A.4) Calculer ay, bp,cp pour p = 2,3 et 4,

IL.B - On désire calculer une valeur décimale approchée de

i pas T -5
avec une erreur inférieure ou eg‘ale ae=510".

:’ﬁ inscription.ma |
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IILE - Soit a un élément de ..

IIL.LE.1) Montrer que, pour tout entier n la fonction x a L{x) est de classe c!
sur lintervalle 10, +{ et que :

, |
Vx>0, ju',(x) = un(x)<; + ln(l + g))
IIL.E.2) En déduire que la fonction f, est de classe c' sur lintervalle 10, +oo .

N.B. On dira alors que la fonction £, est développable en série factorielle (sous-

—____entenduicisur ]0 +=[_et en abrégé DSFA) et on admettraquurmtat-developpe-

ment est unique.

mm— ” . e ———— . ]

l Partie IV ]
IV.A - ‘

IV.AA.1) Soit n un entier naturel. On pose :
n
Vk=0..n,P, = H (X +10).
i=0,imk
Montrer que les polynémes P, forment une base de I espace vectoriel IR,[X] des
~ polyndémes a coefficients réels et de degré inférieur ou égal a n.

IV.A.2) En déduire quiil ex1ste des rationnels indépendants de x notés
ay, @, ...0, tels que:

n! '
Vx>0, P x(x+ 1) (x +2).. (x+n) 2x+k

Exprimer o, en fonctionde & et n.
IV.B - Montrer, pour x >0 et k entier naturel, 'existence de l'intégrale :

f(‘ x l+/zy

et calculer sa valeur en fonction de & et x.

IV.C - Montrer que :
1 x-1 n n!
Vx>0, V€N, [ (1-5)"" 'y'dy = e )z en)

En déduire que, pour tout élément a de & ,ona:

Vx>0, fofx) = }j ofo (1= Yy

n=20

IV.D - Soit @ un élément de ..

IV.D.1) Montrer que la série entiére 2 a,y" aunrayon de convergence supé-
rieur ou égal a 1, n'3o

- On note ¢, la fonction définie sur [0, 1] par:
400
= Y e,y
. n=0
IV.D.2) Montrer que la fonction x a f;(l -y) " |¢a(y)dy est définie sur 10, +«f,

DSFA sur ce méme intervalle et égale a £, .

)

7 inscription.ma
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IL.B.1)

En utilisant I.B, déterminer un entier naturel N suffisant pour que
+m
| oy .
Z — soit inférieura e.
n=Na+1" )

}8\2) Donner un majorant simple de :

+x

byn+cy

n:N,|n3(n+.l)...(n+4)

et montrer, 4 'aide de tout ce qui précéde, comment calculer &(3) pbur la méme

valeur de ¢ avec une valeur de N moins grand
Jaleur de &2 grande que celle trouvée a la

II'B.3) Donner une valeur décimale a
prochée & e
utilisant ce qui précede. ° ¢ pres (par défaude £3) €

L ___________ _

Partie I1I 4§

T n———

IILA -
III.A.1) Pour tout entier naturel n et pour tout réel x strictement positif, on
pose :
. Ry U g g
n x(z+1)..(x+n)’ " _(n+l) u(x)

Montrer que la série de terme général

In( wn(x)

(x)) , définie pour n = |, est convergente.
n-\ :

III.A.2) En déduire qu’il existe /(x) (dépendant de x et strictement positif) tel
que :

u,(x)

1
n-—s+0n U ( )

= I(x).

I1L.B - Soit (a,),,, une suite de complexes et x un réel strictement positif.

Montrer que la sérle E a,u,(x) est absolument convergente (en abrégé AC) si

n=0

et seulement si la série 2 a,v,(x) est AC.

nzl
1IL.C - Onvdésigne désormais par ./ I'ensemble des suites (a,),, , indexées par
IN telles que la série 2 a,u,(x) soit AC pour tout réel x strictement positif.

n=0
Soit a = (a,), ,, un élément de &, montrer que :

I11.C.1) la fonction f, définie par :

xa fulx)= 2 a, (%)

n=
est continue sur Vintervalle 0, +e[.
[11.C.2) la fonction f, tend vers 0 en +«.

111.D -

1I1.D.1) Donner un exemple d'un slément a de & avec a, non nul pour tout " -
entier n . .

[ILD.2) Donner un exemple d’une suite (a,),, , ¢ qui ne soit pas un élément de .

8
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Epreuve de Mathématigues

Durée 4 heures

Preambule

Le sujet comporte deux problémes.indépendants.

Il est demandé d'exposer les questions dans I'ordre de I'énonce .

Les candidats pourront admettre certains résultats intermeédiaires et les utiliser dans
la suite du probléme, méme s'ils ne les ont pas déemontrés , a condition de le
mentionner explicitement .

Les résultats devront étre soulignés ou encadrés .

Pour chaque question de ces problemes , on appellera * solution convenable ™ toute
suite finie d'affirmations correctement justifiées | et trés lisiblement écrites . Seules
les * solutions convenables * seront notées positivement . '

Il sera tenu le plus grand compte dans la notation de la qualité de la redaction et de

la présentation matérielle .
Premier probléme

Partie 1

Etude de la fonction J = Jy de Bessel. Développernent en série enttére

1°. Pour tout z € R, onpose : J(z) = - / cos (z.sin(6)) db.
0

(a) Montrer que pour tout z € R, on a:

/oh cos (z.sin(f)) df = % /0% cos (z.sin(6)) d6.

1

T on

J(z)

(b) Montrer que la fonction J : R — R ainsi définie est continue, paire et de classe C? sur

(c) Justifier que J est bornée sur R.

(4} Justifier 'encadrement :

¥oe 0, ), = <sn(6) <8

2 m
En déduire un encadrement de J(z) pour z €]0, 2].

(e) Préciser les valeurs de J(0). J'(0). Montrer que J est stricternent décroissante sur {0, 7]. 4

i
<

2° Pourloul n € N, on pose : [, = / '_51112“(9_) dé.
0

(a) Justifier que pourtoutn € N: (2n 4+ 1)1, =2(n+ 1) I4,.

(2n)!mr
(n_l)22‘2n+1 ’

“Z inscription.ma )

(b) En déduire que pourtoutn € N: [, =
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Detixieme probleme

Notations

Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Pour p entier supérieur ou égalal, M, ,(R)désigne le R-
espace vectoriel des matrices & coefficients réels ayant n lignes et p colonnes et M, ,(C) désigne le
C-espace vectoriel des matrices A coefficients complexes ayant n lignes et p colonnes. On identifiera
M, (R)aR", quel’on supposera muni de son produit scalaire canonigue noté (-1-).

Lorsque p = n, Maa(R) et Ma(C) sont notés plus simplement M, (R) et M,(C) et sont
munis de Jeur structure d'algébre, [, représentant Ja matrice identité.

Pour A appartenant a M, (C), ‘A désigne la matrice transposée de A : c’est un €lément de

»n(C). 0, , désigne la matrice nulle de M, ,(C).

Sl f est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n représenté par la matrice A4
dans une base donnée, on note Sp(f) ou Sp(A) I'ensemble des valeurs propres de fox; 0u xa
son polynbéme caractéristique et Tr(f) ou Tr(.4) sa trace. En outre, si A appartient 3 M, (R), on

note Spe(A) I"ensemble des valeurs propres de A, lorsque A est considérée comme un él€ment de

M(C).

R[.X]est le R-espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels, C[X] est le C-espace vectoriel
des polyndmes a coefficients complexes et N, est I’ensemble {1,2,... ,n}.

Partie ]

11Soit A € Mu(R), B € M,p(R),C € My(R)et M lamatrice de M4, (R) donnée par :

A B\
M = <Op,n c)

a) Si A est non inversible, montrer sans recourir au déterminant, que M est non inversible.

b) Si A estinversible, on pose P = (OA O}”’). Résoudre alors dans M, 4, (R ) I’équation
P P

matricielle X P = M.
c) Retrouver le résultat connu @ det M = det A-det C.

Dans toute la suite u désigne un endomorphisme de R™.
1.2 Soit F un sous-espace vectoriel de R™ stable par u. Siv désigne I’ endomorphlsme induit par

w sur [, montrer que Y, divise ..

1.3 Pour tout z élément de R", on définit I’ensemble F,(z) par:
Fu(z)={y e R*|IF € RIX], y = P(u)(z)}

Montrer que F,(z) est un sous-espace vectorie] de R™ stable par u.
1.4 Dans cette question, on suppose que z est un élément non nul de R
a) Montrer existence d'un plus petit entier naturel g pour lequel la famille de vecteurs

(. u(x)y. .. u?(x)) est lice.
q

b) Soit(ag,a,,... ,a,) une famille de nombres réels non tous nuls telle que E aui(z) =0
i=0
q

et S le polyndme de R{X] défini par S(X) = Za)-_?\’j. Montrer que a, est non nul, puis que

=0
(z,u(z),...,u?"*(z)) est une base de F (z).
c) Pourtout: € {0,1,...,¢}, on pose a; = & et on note ug 1’'endomorphisme induit par u
CLq .
sur F,(z). Montrer que X, (A) = (— Z o, X', donner la valeur de ., (u)(z) et en déduire que

le polynome canquc de u est un polynome annulateur de u.
7/ InS d“r“itﬂ‘iﬁn ma
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39 (a) Rappeler le développement en série entiére de la fonclion cos et son rayon de COnNvergence.

En déduire que pour tout § € R fixé, l'application T — cos (I, sin(f)) est développable en série
enticre sur I, et préciser ce développement.

(b) En déduire que J est développable en série entiére sur R, avec:

VIER, .](I):ZWI
(on prééisera le théoréme du cours utilisé pour I'intégration terme a terme).

Partie 11

Etude d'une équation différentielle

4°. Veérifier que : ‘
vz € R, I(J(I)-{—J”(I))—f-.}’(z):o.

5°. Montrer que l'ensemble des applications de R vers R, développables en série entiere sur R
et solutions sur R de I'équation différentielle : zy' + y' + zy = (. est un espace vectoriel réel de

_dimension 1, engendré par J.

6°. Soit K € C*(R’,,R). solution sur R} de I'équation différentielle : zy’ +y' +zy = 0.
Pour tout z > 0 on pose : W(z) = J'(2)K(z) — J(z)K'(z).
. . ' 1
Montrer que W € C*(R%,R), et est telle que pour tout z > 0, on ait : W (z) = —— W(z).
T

En déduire la forme de W.

=)

7° Pourtoutn €-N* onpose: H, = )
k=1

e

H,
(a) Montrer que lLm ( +1> = 1.

n—-+4co

“+co (_1)11+1Hn )
(b) Pour tout € R, on pose : ¢(z) = Z —W s

n=1
Vérifier que le rayon de convergence de cette série entlére est bien ggal & +oo. Pour tout réel z,
. . !
expliciter (sous forme d'une série entiére simple) la valeur de l'expression 2’ '(z) + ©'(z) +
zp(z) etla comparer avec —2 J'(z).

(c) Pour tout z > 0, on pose : K(z)=la(z) J(z) + ().

Vérifier que K est solution sur R? de T'équation differentielle : zy' + 3y + zy = 0, et expliciter
la fonction W associée définie au 6°. :

Que peut-on en déduire ?

“Z inscriptionma . .
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, e R
[L'epreuve comporle deux parties indépendantes:

PR_IE’:I\/HF,RE PARTIE: FLECTROMAGNITISMIE,

' - -
['espace est rapportd & un lriddre rectangle direct Oxyz et on désigne par i, j w

respectivement les vecleurs unilaires des axes.
On rappelle que :

o (9 IA N A AN AN, DALY
ot A= (R ) e (5T ()

- - - -

- -
rot (rot A) = grad (divA) - AA.

a2u‘ 1 9%u

L'gquation aux dérivées parlielles $iTa 30 acdimet comme solution générale -
: VA - dl

02 z
M- o [2(t C) :

1) Propagation d'ondes électromagnétiques dans le vide

/)11 se place dans le vide, en I'absence de charges et courants.

1-1) En parlant des équations de Maxuwvell, élablir les equations veclorielles reliant

—) -}
“r’ . 01 }’ . 221
AL a o0 et A3 A SR

\/1-2) T’On suppose que les champs cherchiés ne dépendent que de la coordonnége spatic

z (les dérivés partielles dles champs par rapport & x et y sont nulles). C'e
I'hypothése d'onde plane.

‘Ecrire les équations aux dérivées partielles auxquelles obéissent les composant
cdu champ électrique. '

Pour chaque composante, la solution de cetle équation est la somme de deux lerm:
A quoi correspondent-ils ? ' ’
. 1-3)

On consideére un de ces deux termes. Montrer que 'onde correspondante ¢

transversale elfexprimer sa vilesse de propagation, notée « en fonclion de Fg et |

respectivement la permittivile clectrique et la perméabilits magnelique dn vic
M o
ce, sans démonstration, que 15 et I sont arthopgona

—) - -} -}

elquele tritdre (15, 13, ¢) est direcl et que L =B " ¢ (¢ es

On adimellra pour la suite et

-3 -~} -3

tle vecteur vilesse
- -1} ¥ -} -
Vonde: ¢ =c¢k ouc =- ¢’k suivant le sens de propagation).

. ) ZN\|
Q/1-4) }_On suppose: | =Ty cos {U{l - (), '

b

G , : ' . L
Déterminer | expression ch ('hnmp magnetique d'amplitude By Préciser fe rapport o

7 inscription.ma .
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Partie i1

I1.1 Vérifier les propriétés suivantes :
a) V(X,Y)¢€ (/M,l,l(lf'i))i L VAEML(R), (AX|Y) = (X |'AY)
b) V(X,Y) e (M (R)) , To(XY)=(X|Y)
Q) V(X,Y,2) e (M (R)), X'z =(Y12)X
1.2 Soitg © Mu(R) x M, (R) = R, (A, B) — Tr(*AB). Montrer que  définit un produit
scalaire sur M, (R). Dans toute la suite ce produit scalaire sera noté (( - |-)). :
I1.3 A partir de cetle question, 7, s, [, m désignent des entiers naturels inférieurs ou égaux & n.
a) Evaluer le produit par blocs <0‘ e > (/, O,,n_,.).

b) Soit A € M, (R} une matrice de raﬁg 7. Montrer qu’il existe B dans M, .(R) et C dans
M, . (R)telles que A = BC. o

¢) Montrer qu'une matrice A de M (R) est de rang | si et seulement s’il existe deux
matrices non nulles X et Y de M, ,(R) telles que A = XY .

d) Montrer que la décomposition A = X'Y de la question précédente n’est pas unique et
déterminer les relations vérifiées par des matrices colonnes X, Y, Z, T telles que

A= XY =2Z'T
et (T})1¢;¢, deux familles libres de vecteurs de R™. Monurer que la famille

t
- est de rang €gal a rs.
PR

11:4 a) Soit (Z: ),
de matrices (Z;'T5)1
}

A,

1

IANIA A
NN

b).Soit (Xi)1cicn &1 (¥])1<;<n deux bases de R™. Que peut-on dire de ]a famille de matrices

c) Soit (\4)15,'5, et (Wj)lgsm deux familles de vecteurs de R™ de rangs respectifs r et s.
Déterminer le rang de la famille de matrices (Vi'W) 1<icr
B 1GEm

115 Montrer que si les bases (X;),¢icn et (Y5)i<i<n sont des bases orthonormales de R”, Ja

famille (J\’,~‘Y]-)1§;5n est une base orthonormale de A4, (R) muni du produit scalaire défini en I1.2.
1<5<n

La réciproque est-elle vraie ?
11.6 Soit A une matrice de M,(R) de rang 1.
a) Montrer que A = (Tr A)A.
b) Soit X et ¥ deux €léments non nuls de M, ,(R) tels que A = X'Y. Montrer I'équiva-
lence des quatre propositions suivantes :
D (X]Y) =0
n) TrA = 0.
i) Im A C Ker A.
1v) A est non diagonalisable.
11.7 Montrer que les matrices de M, (R), diagonalisables et de rang 1 engendrent M, (R).

4/4
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La distance entre les plans est donnée par :d = 5T avec n oenlier et A longueur d'onde

? ce I'onde de pulsation w. On se place dans I"approximation cdes ondes planes. On
admet qu’un systeme d’ondles stationnaires existe dans le volume délimité par les
deux plaques. On raisonne sur un volume cylindrique d'axe z, délimité par les
deux plans et de section unité.

3-1) Exprimer la densité d'énergie électrique, W, et la densité d'énergie magnétique_
Wm du champ electromagnétique en fonction de z. On prenclrd pour expressions

-

de E et B celles obtenues & la question $.3. : -

3-2) En intégrant ces grandeurs sur . le volume défini ci-dessus, exprimer Fénergie

électromagnétique totale en fonclion de d, 21 et eg. Montrer qu’elle est constante.

3;-—6) Montrer qu'il y a echange permanent entre éhergie electrique et énergie

magnétique.

DEUXIEMIL PARTIT: MECANIQUI

Dans tout le probléme, les solides sont plongés
dans le champ de pesanteur uniforme d'intensité g. Le
réferentiel du laboratoire est supposé galiléen, et associé a

un repére R, (O, x, y,'z)_ tel que-T'axe Ox soit dirigé sujvant
la verticale descendante. ' .

‘On considére le dispositif constitué de deux masses
" ety suspendues par un G incxtensible. La masse 1y

est accrochée au fil par Vintermédinire d'un ressort de
raideur k, dont Ia longueur / au repos est ly. La masse du

ressort, ainsi que celle du il sont négligeables.

Le fil est placé sur une poulie de masse égale 3
2M, et de rayon a. Elle a la forme d'un disque d'épaisscur

2e. La poulie est mobile sans [rotlement autour.de son axe.
Le fil ne glisse pas sur la poulie. T et T, désignent les

modules des lensions du i1 de part et d'autre de.la poulie,

On appelle x; labscisse de la masse my. On

appelle x,, I'abscisse de I3 masse /. L'allongement du
ressortest €égal A L, positif ou négatif. Le mouvement de Ia

poulie est repéré par Fanale 0.

On se référera an schémn (e I figure n°3.

S e et
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2) Rélexion dune onde plane sur un plan parfaitement conducleur

Une onde électromagnélique progressive plane se propage dans le vide vers un plan
metallique parfaitement conductleur et normal a la direction de propagation qui se

-
fait selon la direction Oz cdans le sens de k. Le métal est situé dans la région des
z>0. La géométrie du systeime est donnée ci-dessous.

%
< XN 3

N
AN
Y

i~
N
¢

SNl
;\‘ ]
[@»]

~

\V4

(@)

N
AN

AN

N
NN\

N
NN N

Ry

\

Fig.4?

On suppose une onde incidente E = Ej cos {w(t-g)} i.-On admet que le champ

- électrique est nul & l'intérieur du métal et que le champ magnétique n’y posséde
~ pas de composante variable dans le temps:

\/2—1) Montrer, sur la base des équations de continuité du champ électrique, qu'une

onde réfléchie prend naissance a la surface du conducteur.

' - -
\j 2-2) Exprimer les vecteurs E; et B; de cette onde réfléchie en fonction de Ei,o ¢t z ¢,
—) -
Ietj.
. ) — — ) : . .
.\j 2-3)  Exprimer les champs totaux E et B en un point de coordonnée z<0 ol coexistent
onde incidente et onde réfléchie.

2-4) Quel type d'onde obtient-on? Représenter E(z).

3) Oscillateur electromagnétique

On crée un oscillateur en disposant dans le vide deux plaris paralleles parfaitement
conducteurs selon la géométrie ci-cdessous (Fig. 9 o

N
SN
SR

NN R
NN

N \\\

A
-5\\\\
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EPREUVE DE FRANCAIS

Pour les meédias, les années 80 ont €té celles de tous les bouleversements : I’ascension,
partout en Europe des radios et des télévisions privées; I'interrogation, dans les mémes pays,
sur la raison d’étre des diffuseurs.publics; ’émergence, aux Etats Unis d' abord, sur le Vieux
Continent ensuite, de radios et de telev1srons nouvelles non plus oenerahstes mais
spécialisées, par les thémes abordés ou les audiences visées, non plus natronales par leur aire
de diffusion, mais locales, régionales ou transcontmentales voire planétaires, et parfois
payantes .c’est-a-dire ﬁnancees directement par les télé-spectateurs. )

De son coté, la presse imprimeée, immuable et changeante, a poursuivi sa progression, dans la
vole inaugurée dans les années 50: elle a joué la carte de la spécialisation, ouvrant de
nouvelles rubriques ou créant des titres nouveaux pour les minorités et pour les
preoccupatrons jusque-la délaissées; smultanement elle a informatisé toujours davantage ses
équipements, depuis la fabrication jusqu’a la redactron sans oublier la distribution. D ou le
pressentiment d’un retour en grace, au tournant des années 90, conséquence inespérée d’une
rénovation tranquille.

Enfin, entre 1980 et 1990, des meédias nouveaux ont connu, aprés d’inévitables aléas, les
débuts prometteurs d’une destinée glorieuse: le magnétoscope et la vidéocassette; le cable e,
avec son service de base, ses chames supplémentaires, ses programmes & la carte; le minitel
et la téléinformatique, professionnelle ou domestique; la télévision . directe . par satellite; le
vidéodisque interactif. ..

Depuis mars 19881, deux traits principaux apparaissent au grand jour, qui marquent
profondément I’ évolution des médias et de la communication D’un cOte, 1l s’agit du progres
accéleré des techniques : leurs prouesses concernent aussi bien I’enregistrement que la
transmission ou la réception des signaux, quelle que soit, du reste, la forme ou la finalité des
messages dont 1ils sont les vecteurs- Devant de telles performances, comment empeécher les
uns et les autres, ingénieurs ou philosophes, experts ou hommes de la rue, d’annoncer
"avénement de la communication universelle, le j jour ou n rrnporte qui pourra enfin acceder
de'n’importe ou et n 1mporte quand, a n lmporte qui ou a n’importe quoi?

D’un autre cot€, les annees 80 ont eté marquées, de facon toujours plus sromﬂcatrve par
'ouverture accrue de la plupart des pays & l’économie mondiale. La progression du
commerce international, en effet, concerne les médias au premier chef, considérés comme des
biens ou des services, au méme titre, d’ailleurs, que les capitaux et les personnes qu’ils sont
capables de mobiliser. Comment ne pas soupgonner  ces technrques d’oeuvrer plus
efficacement que jamais a la propagation, a |’échelle planetarre des mémes modes de vie et
des mémes modes de pensée? Et de contribuer, du méme coup, irrésistiblement, 2
I’accomplissement dé cette "fin de I’histoire" . ou la vie internationale, selon Francis
Fukuyama, sera beaucoup plus affaire d’économie que de politique ou de stratégie .?
Pourquot cette double évolution de la technique et de I’économie ne se poursuivrait-elle pas
demain, redoublant parfois ses effets? Il y a une fatalité de la technique, funeste ou
providentielle : les hommes adoptent tot ou tard les outils qu’ils ont inventés, méme si leurs
meérites paraissent limités.

En ce début 1990, la télévision par cible démarre enfin, en France, apres avoir franchi le seuil
fatidique des 300 000 abonnés, avec quelques années de retard sur I'Allemagne, tandis que
notre voisin découvre aprés nous les vertus. du minitel. Les satellites de la deuxiéme
génération - dont le premier exemplaire a €té lancé en Octobre 1989 -seront placés sur orbite
en meme temps pour les Etats-Unis, I'Europe et le Japon : ils serviront au téléphone, & la
telévision et a la téléinformatique. Seuls varient, selon les pays l'ordre d'arrivée des
techmques la rapidité et les modalités de leur adoptron Mais la legon du passé fait figure de
loi : dans l'univers des médias, le nouveau ne remplace pas l'ancien, 1l lul ouvre souvent une
nouvelle carnere. Entre l'écrit et l'audiovisuel, entre le cinéma et la télévision, entre la vidéo
et ie cable, entre la télévision par vole terrestre et celle des satellites et des cables on ne parle
plus, désormais d'éliminations, mais bien d'alliances, de superpositions et de

complémentarite.
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EQUATIONS DU MOUVYEMENT

Qucl est le moment d'incrlic dc’ fa poulie?

Ecrire fa relation fondamentale de la dynamique pour Jes masses my el 1,

Ecrire le théoreme tn moiment cinéligue, appliqué a 1a poulic, cn son centre d'inertie.
Ecrirc les relations reliant Xy, xy, Loetf

Exprimer les équations différentietles vérifices par les'accélérations y, el y5. des masses ny et iy,

ETUDE D'UNE SOLUTION PARTICULIERE.

Uinstanl initial, on suppose que les parametres vérifient les relations suivantes
X = x2=L.=O ;v = vy =00
Quelle est 'accéléralion y, de la masse my A U'instant inital 7

Quelle est 1a pulsation w des oscillations du-systeme ?
Délerminer 'expression de I'accélération ¥, 3 linstant 1, en fonclion de:deux constantes d'intégration.

Intégrer le systéme différentiel obtenu en W.5. Délerminer les conslantes d'intégration en fonction des

conditions inidales du probieme. On Exprimera x;, x5 el L, en fonclion des parainéures my, iy, M, &, g.

well.

» X iy Y

E.rpn'me.r.ia valeur de I'angle 8 en foncton du temps. Calculer l'allongement maximal du ressort.

Déterminer I'accéléralion y, de la masse my @ Vinstan{ initial 7

ot

\

Commenter le résultat obtenu. .
Délerminer les tensions du fil de part et d'autre de la poulie. - _ ,
Montrer que 'accélération y; reste toujours inféricurea g. . ' ' ‘ i

Exprimer la loi de conservation de I'énergie du sysiéme a I'aide des paramétres x), x5, L, v el vy, )

7 inscription.ma
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Consells pratiques

- Résumer suppose une grande f1délité au texte.

- N'ajoutez ni1 ne retrancher rien

- Ewiter toute formule du genre "l'auteur dit que.
- Respecter l'ordre et la logique du texte.

- Ne reprenez pas les mots et encore moins des parties de phrases, du texte.

1- Résume
Ce texte de Francis Balle comporte 978 mots. Vous étes priés de le résumer

au 1/5¢ de sa longueur, une marge de 10% en plus ou en imoins étant admise.
Indiquez & la fin de votre résumé le nombre de mots que vous aurez utilisés.

2- Donnez un titre a ce texte
3-Yocabulaire

Vous donnerez le sens dans le texte des mots suivants : émergence -
aléas - prouesses.

4- Questions

- Quelle a été I'évolution technique dans le secteur des médias dans le monde,
des années 90 a nos jours ? :

- Pensez vous que la télévision a un réle a jouer dans l'éducation de la
jeunesse au Maroc ? De quelle maniére 7

7 inscription.ma
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ROYAUME DU MAROC

Ecole Hassania des Travaux Publics

Concours d’Accés en 1° Année

Réservé aux Titulaires du CUES ou DEUG (option MP)

a Epreuve de Mathematiques

o Durée : 4h
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11.

. Dans cette question seulement, on pose f(t) =

(a) Montrer que @, est un endomorp Mi¥h&3 BIBE e E.

(b) Soit f un élément de E ct g = ®,(f). Montrer que g cst dérivable cn tout point z > 0 cn
exprimant g'(x) en fonction de f(z) et de g(z).

(¢c) Déterminer les valeurs propres de ®,. en précisant les différents sous-espaces propres (on
pourra former une équation différentielle vérifiée par f fonction propre associee a une
valeur propre).

(d) Montrer que &, n’est pas surjective

. Soit f un élément de E et g = @,(f). On suppose qu'il existe B > 0 et une suite réelle (a,)n

+oe

tels que pour tout z € [0, R[ . f(z) = Z a,z". Montrer qu’il existe une suite réelle (b,,), (que
) n=0 o
I'on explicitera) telle que pour tout z € [0, R, Z b,z™

et on pose g = ®,(f).

1+t
(a) En prenant R = 1, expliciter les suites (a,), et (bs)n correspondantes 2 la situation de la
question 6. "
. .y . e ) 1
(b) Montrer que g est solution sur ]0,+oo[ de 1'équation différentielle zy' + ay = - s g
. 1

étant la seule solution & avoir une limite finie en 0.

(c) Montrer que g est décroissante sur R et préciser sa limite en +co. (On pourra distinguer
lescas0<a<loa=leta> 1 en cherchant a maJorer simplement g(z ) pour z > 0)

(d) Déterminer une relation entre <P (f) et @op1(f)- En déduire hm r®a+1(f)( ).

t

. Dans cette question. seulement, on suppose o € N et f(t') = e’ et on note g = D,(f).

Exprimer lim z%g(z) en utilisant une factorielle et en déduire un équivalent simple de g(z)
r—++4o0

lorsque z tend vers 4-o0.

. Soient o 2 Oet-f>0

(a) Soit f dans E. Grace a une intégration par parties que Uon précisera, montrer que :
(@ = B)0a(@5(1) = 2p(F) ~Tulf)
(b) .En déduire que les endomorphismes &, et 5 commutent.

Soit un entier naturel n. On désigne par P,, le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions
polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

(a) Montrer que si f est dans Py, alors g = ®,(f) I'est aussi.

(b) Vérifier que la restriction de @, & P, est un endomorphisme diagoralisable de P,.

(c) On suppose n = 2. Déterminer le nombre d’endomorphismes § de P, tels que §> = &, .

Soit f un élément de E et g = ®,(f). On suppose que f tend vers le réel L en 4+-co. Montrer
que ¢ admet une limite réelle en +oco que I'on calculera en fonction de L.

Tou ] .V.P.
2/ 4 rnez la page S.V.P
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EpreuveVdel MitFésatiques

Durée 4 heures

Préeambule
| Le sujet comporte deux problemes indépendants.

Il est demandé d’exposer les questions dans 'ordre de I'énonce .
B Les candidats pourront admettre certains résultats intermédiaires et les utiliser dans
| la suite du probléme, méme s'ils ne les ont pas démontrés , a condition de le
| mentionner explicitement .
Les résultats devront étre soulignés ou encadres .
Pour chaque guestion de ces problémes , on appellera * solution convenable ™ toute
suite finie d’affirmations correctement justifiées , et trés lisiblement écrites . Seules
les * solutions convenables * seront notées positivement . . :
Il sera tenu le plus grand compte dans la notation de la qualité de la rédaction et de
la présentation matérielle . '

Premier probleme

Partie I :un exemple

, | ; : | e
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = zArctans et pourz > 0, on pose g(z) = = / t? Arctant dt.
0

1. Etudier la fonction f et tracer son graphe (en précisant les éventuelles asymptotes et la position
" du graphe de f par rapport a celles-ci).

2. Calculer g(z) pour z # 0 et montrer que g peut étre prolongée par continuité en 0. (On

‘ continue a éppeler g la fonction ainsi prolongée). A
Vérifier que g est développable en série entiere sur un intervalle ] — R, R[ que I’on précisera. et
donner ce développement. Prouver que g est indéfiniment dérivable (c’est a dire de classe )

sur R.

3.. Etudier la fonction g et tracer son graphe (en précisant les éventuelles asymptotes et la position
du graphe de g par rapport & celles-ci).

Partie 11

Dans toute la suite du probléme, on désigne par E = C(R*,R) I’espace vectoriel des fonctions
= continues de [0, +oo[ vers R et par o un réel tel que @ > g-.
Pour tout f de F, on désigne par ®,(f) I'application g de [0, +oo[ vers R 'définie par :

, _ g(0) = ﬂ(—)l et pour z >.0 g(z) = L /2 t“".lf(t) dt

o % Jq

- 4. (a) Vérifier que pour tout élément f de £, ¢ = Do (f) est élément de E.

. 1 _
{b) Montrer que pour tout z > 0, on a D, (fi(z) = / u*! f(zu) du.
' 0

(c) On suppose f de classe C! sur R* et on pose g = P, (f). Montrer que g est aussi de classe
C! sur R* et_calculer ¢’ en fonction de ®q.1(f).
Montrer que ¢ est de classe C* sur R si f lest.

f/¢ i n s d\,'mimiﬁn . m a Tournez la page S.V.P.
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T I oyl
b) Deonner la matrice de o dans la base canonigne {e;,e3,€,} de E;
N T Le . o e = mmspmee & = o femga 1= s=g wralscr = 2 wp, » -,
¢) Déterminer le noyau de o, ainsi que ses valeurs propres et ses vecteurs proprss
\ ot g Jepiy
d} o esi-il diagonalisable?

3° a) Monirer que P'application s qui & tout polyndme F € Ezvassocic fe polynéme s(P) défini par
S(FY{X) = (X -1} PX) + X P/(X) 2
définit un endomorphisme do B
b) Donner la matrice de s dans la base canonique {eg, e;,¢e,} de E,.
¢} Déterminer le noyau de s, ainsi que ses valeurs propres ¢t ses vecieurs propres.
d) s est-il diagonalisable ?
4° On considére Papplication qui & tout polynéme P € E associe le polyadme 2X P(X} — P'(X).

a) Montrer gue la restriction f de cette application au sous-espace Ep définit une application

hnéaire de F, dans .

b) Déterminer la matrice de cette 2pplication dans les bases canoniques respectives de E, et
E,.

¢} Montrer que f est un isomorphisme. o

Partie B

Seit E un espace vectoriel su r E non nécesszirement de dimensi
es, de sorte que K = Ei & E,. On désigne par s un

E, deux sous-cspaces vecten *=apylé;“cn air
endomorphisme de Ej et par f une application linéaire bijective de E; dans &Y
AzeE s’écr{vaa T =z + Ty, OU (&1,23) € E; X £y, on associe
Flz) = fHm) + flz2) + 5(z2) . )

I* =) Prouver que F est injective.
b) Prouver que F est surjective {on ne suppose PAS gue E est de dimension finie) et exprimer

FHy,ody=pn+pecEet (hnek kB

Z* a) On suppose que F admet une valeur propre A € R. Soit z 7 0 un vecteur propre associé,
< décomposé en z =z, + Z, (0lt (z,z:) € E; x Ey). Brouver que z; et z, sont non nuls et
que z, est vecteur propre de s.
b) Réciproquement, on suppose que s admet une valeur propre réelle u. Prouver que F' admet
au moins une valeur propre réelle X. Déterminer un vecteur propre de F associé a2 A en
fonction d’un vecteur propre z, de s associ€ a g

€} Montrer que si u,, ..., ¢ SOBT des vecteurs propres de s indépendants et associés 2 une
méme valeur propre g de s, alors les vecteurs propres de F précédemment calculés sont
indépendants.

On stippose déscrmais E de dimension finie, et on pase n= dim Ey.
3* a) Justifier que dim E; = dim E; = n ¢t dim F = 2n,

BY Soit g, ..., i, les valeurs nropres réelies distinetes de s, Prouver gque F admet 2p valeurs
I"i7 v 5 p W Zad Aﬂv a3 - q p
o
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Partie 111

Dans cette partie, @ = 1 et l'on notera 51mp1e1nent ® = &, ; c’est & dire si f est element de E,

g = ®(f) est définie par g(0) = f(0) et g(z / f(t)de. « 1

12. Soit f dans E et g = ®(f). Montrer que si f est intégrable sur R*, alors g admet une limite |
réelle en +0oo que I'on prec1sera La réciproque est-elle vraie? .

-, 13. (a) Soit f dans E et g = ®(f) et T un réel str1ctement positif. On suppose que f admet
pour perlode T Déterminer hmg en fonction de / f(t)dt. (on pouria commencer par
calculer g(nT') avec n entier ndturel non nul). S
(b) Déterminer en fonction de z un équivalent simple de / | sint|dt lorsque z tend vers +co.
' 0

14. On note £ I'ensemble des applications continues de [0, +-oo[ vers R telles que £? soit intégrable
sur R2.

(a) Montrer que & est un espace vectoriel réel et que 'application :

est une norme sur £.
(b) Soit 7 € & et g = ®(f). Gréace & une intégration par parties, justifier que pour tous €, A
telsque 0 <e < A,ona: N

/SA(Q(I /f t) dt) +‘7|/ g(t)f(t)dt |

(¢) En déduire que p(;ur tout f de £, ®(f) est aussi element de avec N(®(f)) <2N(f). . i
Comment interprétez-vous ce résultat ? ' |
. |

Fariie
. . . - < - < % €

On comsidire E = B[ X], Pespace vectoriel des polyndmes dedegrs inférieur ou €gal 3 5. On note

E, Pensemble des polyndmes impairs de E et E; Vensemble des polvnémes pairs de . On désigne
. 2 : Yz .
- par e; {0 € k< 5) les éléments de la base canonique de E de sorte que (X} = X*. Op nommera
»
. s = r )
" pareillement “base canonique” de B {resp. de E,) la bass {e, 25,85} (resp. {z6,2.04)) G2 By

1°  JTustifier gue B, 2t F, sont denz sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, est-3-dire
E=E 35&772-. .
Z° a) Montrer que Papplication & qui & tout polyndme F € &, associ¢ ie polyndme o(F) défini
par
o(P)(X) = (X*+1) P(X) - X P'(X) )
G&finit un endomorphisme de B

Cvﬁmiﬁn Mma e
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L épreuve comporte deux parties indépendantes. _
La plus grande importance sera donnée a la qualité de la présentation et & la précision de

I'argumentation.des réponses. Les résultats seront encadrés et accompagnés d'unités.

PREMIERE PARTIE : Mécanique

NMOUVEMENTS D'UNE TIGE CYLINDRIQUE

1 - Rotation autour dun axe horizontal.

1) Soit une tige cylindrique homogéne, de masse M, de

Figure ]
longueur /, a section circulaire de faible rayon r.

Oy @0

On note TR le référentiel galiléen (Ox, Oy, Oz), Oz étant un
axe vertical descendant (figure 1)

On désigne par Jy, et Jp. les moments d'inertie de la tige par
rapport aux axes Oy et Oz. '

1-1) Exprimer Jy; puis Jg, .

1-2) Quelle erreur relatize AJ, commet-on en prenant pour Jy,
la valeur approchée J = M12/3 calculée dans le cas d’une tige
a section circulaire quasi ponctuelle?

~ <_JE_-___'__~,________-____

1-3) Calculer AJ et Jj, avec les données numériques suivantes :

[=05m, r=0,0lm, M=1kg
Dans la suite du probléme on prendra pour J, la valeur approchée J , la section circulaire étant
considérée quasi ponctuelle.

Figure 2 2) La tige OA peut tourner sans frottement autour de l'axe

X horizontal Oy dans le plan xOz . Elle n'est soumise qu'a son poids
et-a l'action du support. La position de la tige est repérée par
l'angle (Oz, OA) = () (foure 2). On lance la tige avec des

0 g , x
Oy © > conditions initiales :
6 ' 6(0)=0 et 6(0)= .
A 2-1) En appliquant le théoréme du moment cinétique, déterminer
I’équation différentielle liant 8 (¢) et & (£). On désigne par g
‘ I'accélération (uniforme) de la pesanteur. :
Y. X
Z

2-2) Quelle est la relation entre & et 8 = w alinstant 1 7
2-3) Pour quelle valeur limite axy, de ay la tige peut-elle effectuer un tour complet ?

2-4) On appelle R la résultante des actlons exercées en O par l'axe de rotation (cohnealre a Oy) sur
la tige OA.

A inscription.ma
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H(jw) =

[tz IIC/)

- w w,
" jg( _ j
W, W

1-2)  Quelles valeurs numériques faut-il donnera L'eta C afin d'obtenir un filtre pour lequel
Q=200etwy= 4.10* rad.s'l, lorsque R=1007

1-3) Sachant que les valeurs de R, L et C ne sont connues qu'avec une précision relative de 5.107
(0,5 %), quelles sont les précisions relatives qui caractérisent les valeurs de Q et wg ?

@,
1-4) Evaluer numériquement 1| pour @ = @, x'1,05 et pour w = m

w
1-5) Représenter de fagon approximative la courbe présentant log [H| en ordonnées et log—en
3 a)()

abscisses. =
On précisera essentiellement l'axe de symétrie et les points d'intersection des asymptotes avec
... les axes des abscisses et des ordonnées. A
1-6) Décrire en une phrase le comportement de ce filtre en régime sinusoidal.
" A quelles’conditions peut-on l€ considérer comme un montage intégrateur:?
A quelles conditions peut-on le considérer comme un montage dérivateur ?

2. Recxme 1mpu151onne1

2-1)  Expliciter I équation dlfferentlelle 1ehant S MaE@® dans le casigté;{é‘ral ou E (t) nest

pas f01cement_ une _fQ1.1ct;oxa.s11_1gls:91,c1,a

N “
o

Ty

“autorise 1'écriture de la solution de’ lequatlon precedente sous la for}lne

P Lome . H ; a)[ : : : , ;~
-S(/‘)z(Acosa')otnLBsu_mzo)exp( 20) Lo _

2-3)  On suppose que la tension d'entrée présente, & la date ty , une discontinuité :
E(ty")-E(ty)=AE (voir figure 1).

( figure 1)

Montrer qu'alors :
2-3-1) le signal de sortie S (t) est continu a la date ty;

2-3-2) La dénivee du signal de sortie présente une discontinuité égale a :

aS, .\ dS, .\ w
a )= le)=J0.

“Z ins dﬁ]:s"ﬁan ma

2-2) Dans le’cas ou E (1) est 11uUe montrer que llmprecmon qui affecte W (questlon l.c. ) _ Y

o e i
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Déterminer en fonction de & les composantes Ry et R; de R sur la base « tournante » OX, 0z
(figure 2).

2-5) On se place dans le cas o 8(¢) reste petit, & étant assimilé & un infiniment petit du premier ordre
par rapport a 7 )

Les conditions initiales sont toujours £(0) = 0 et 9(0) = .

2-5-1) Etablir I'équation différentielle du mouvement de la tige
2-5-2) Donner l'expression de 4(¢).

2-5-3) Quelle est la condition sur @y permettant d'obtenir ce type de mouvement ?
V 2-5-4) Calculer numériquement la période des petites oscillations ;

données numériques: /=0,5m, M=1kg g=98m-s”

2-5-5) On appelle le portrait de phase du mouvement de la tige le graphe 5([) = f(f?(l) ).
Representer le portrait de phase dans le cas ol 8(/) est petit .

2-6) Dans cette question on tient compte des frottements qui sont modélisés par un couple de moment
I'= -h a(t) ( frottement fluide )
s .
2-6-1) On se place dans le cas ou &(¢) reste petit, etabllr P equatlon dlffexentlel!e du mouvement
de ]a tige.

2-6-2) On écarte la tige d’un angle 6 et on I’abandonne sans vitesse initiale, déterminer la

condition sur h pour avoir des oscillations sinusoidales amorties ( mouvement
pseudo périodique). Donner alors I’allure du portrait de phase du mouvement.

DEUXIEME PARTIE : ELECTRICITE

FILTRE'RLC SER/E

Pour le filtre RLC dessiné ci-aprés, on note E ( t) la tension imposée a 'entrée et S (t) la tension de
sortie. :

1. Régime sinusoidal forcé.

1-1) Mettre la fonction de transfert sous la forme ci- aples (en précisant les expressions de Q et w,
en fonctionde R, L et C):

7 inscription.ma
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Epreuve de Mathématiques

durée 4 heures

Probleme

On désigne par Fy le R-espace vectoriel des applications continues de [a, b] dans R ou a et b sont
donnés avec a < b, muni de la norme :

| fll =suplff= sup |f(B)]-
t€[a,b]

On désigne par E; le sous-espace de Ej des applications de classe C? sur [a, b].

5
Pour tout [ € Fy ond&signcpaIL(f)lapIﬁniﬁvedefqlﬂvéﬁ.ﬁe / L{(f)(®)dt =0.

n n— - ~ 0
Pour tout entler non nul 72-on pose I"=LoL* ! oua L =1id (application identique).

suite de polyndmes déefinis par P, =1et P, = L™(P,) ot T'on designe

On désigoe par (Pr) la
e sa fonction polynémiale associée a [a,d].

par le méme symbole le polynome et 1a restriction d

Partie T

1°. (a) Montrer que L est bien défini et constitue un endornorphisme de Eg.

(b) Détermminer son noyau Ker L.

dans FE, . La restriction a FE; de cet endomorphisme

(¢) Montrer que I'inage de L est incluse
ec précision la réponse) 7

T, défnit—elle un automorphisme de By {justifier av

1 N Lo g (p‘\ -
\_}%Q”\:,\\ L) =7 ’5;\) - E/o , Q= LKK) — \(‘,\QA . &C \A\/C(V\L‘a& .
3(./& YJU:\ \\° (d‘/\k JLCQK ..CQ\

] inseription.ma
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f(t) >0 pour tout i dans [a, b]. Etudier les variations de
néralement, L L™(f) lorsque n déerit V7. * ’ -

L”(f) (t) = 0} lorsque 1 déctit N,

(t) On suppose désormals que
L(f). L*(f)- L3(f)et LA(f) puis, plus geé

(¢} Calculerle cardipal de Qn = {t € [a, b] ]
(d) Détermuiner, le signe dc L "(f) (a) lorsqu" n decrlt N

Partie | III:

1°. (=) Exprimer Pl . P2 ct P3 fonction de la varlablc t—a.

(b) Etablir I'égalité n(X + b — a) P (X) = (b - a) L(n’_—f)ﬁr— lorsque n décrit N7

{c] En déduire 1a valeur de la sooune S, = z-kz-.
: k=1 :

2°. Soit P = R[X]. On défintt sur P x P yapplication © -

bR (R =5 PO Quydtes =

(a) Mo*ltrer quc p est un produit 'scalaire:

sirn et n sont deux enbers vex:lﬁant les rf:laﬁons mzn > 0 lon djspo&

(p) Monirer gug,

des égalités : .

(c) Montrer que Pa(a) = o Seulement s, 7 est tmpair et different de L. w0
30, Ondésiguc n‘:spectivement par F'P; et F P, les sous-espaces vectoriels de P engendrés par
les polynﬁmcsP J'indices pairs et Impairs. FOTTT T e AR

{a) Démontrer la1
duit scalaire .

(b) Démontrer que cette sorome directc est orthogonale pour le pro
‘ | n-! o
' 4°. On désigne par Tn 1e nombre m P,,(a) (ainsl yo-= 1).

{a) Démontrer la relation Yo = }: C nTk pour tout entlcr n supencur on egal a 2 ct en
k=0 o , D

déduire que v, est mdepcndant de a ct de b.
() Calculer v, pour 2 € {1,2, 3,4, 6,8, 10}
(c) Déterminer une base c,o—orthogona.’le du sous-espace G de F.P2

(P07P27P4:P5>-

engendré par la famille

poN]

“Z inscription.ma
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2° SDit f E EO

(a) De:montrerlegahte “L(FY(E) =————j (/ _f(u) du) dz’. pourtoutt dans [a. b] L

Y

(b) Démontrer I'existence de dewcx réels T; et T, dans [a b] ol que pcur tmit . dans [a:ﬁb]

L(f)(=:) < L(f)(f) L(f)(I)

{¢) Calculer 1a borne supérieure & de / ]:z: - t] dt lorsque z décrit [a b] En déduire que

HL(AOI < é—— H f [] L cndomorphisnm L est-il continu Uusﬁf.icr&ia rtponsc) ?

(@) Calculcr HL(PQ)” ajnsi quc [[ILm == sup [[L(f)u lorsque f decrit]aboule watte
fermée de Ey définie par || f]] < :

. On désigne par F} le sous-ensemble de’ Eq @éfind par les fonctions, f telles que fla+b—t)="

e f(t) pour tout ¢ dans g, b] avec € = —1, et F, le sous—ensermble’ "analogue avec € = +1.

at+b : .
On désig;uc par f1 iappl.caﬁon t— (t -5 ) _et par f, Yapplication -t ( -.T':_q)(?.-’.*‘qb)

oit deerit [a b]

1°. {a) Les ensembles F} et F, sont-ils vides ? réduits-a {0} Y EE

(b) Montrer que ce sont des sous—espaces vectoriels. Les COMPAreT, avec leurs images par L. o

2°. Soitfunéle:ment de F, et g la fonction définie sur [a b] par g(t) = [f (t)-l-f (a+b : t)}

(2) Vérifier que g appartient a Fa.
{b) Démontrer 1a relation Eo = F1 & F3. o o
(¢) Démontrer la relation  L™(f) (a) = L™(f)(b) pour tout entier n>» 2.

3°. Soit f un élément de F3. S Con el

( ) Dcmontrer lf:s relations

o (5 N0, BN S IR0 =0

atd

et / () (8)dt =0

I
Y
s}

% inscription.ma
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Le but du probleme est | étude de différents systemes oscillants en physigue.

Dans tout le probléme, les vecteurs sont écrits en caractéres gras.

" PREMIERE PARTIE : LE PENDULE SIMPLE

1 Un pendule simple non amorti :

On considére un point matériel M de masse m accroché 4 un point fixe
O par lintermédiaire d'un fil inextensible de longueur 1 et de masse: mulle;

. L'ensemble est situé dans le champ de pesanteur terrestre g = gi (avecg=9,81 "ol Yy
m.s2 ), i étant un vecteur unitaire de I'axe Ox. On note, langle orienté : 8= ' :
(Ox ,0M) = (i,u) ou u est un vecteur unitaire colinéaire 8 OM. On néglige les
frottements.
On lache la masse d’un angle 8, sans vitesse initiale.

o) \

‘1-1 Etude dans le cas de petites oscillations: sin{8) = 0 :

1-1-1 Montrer que le mouvement est plan.

1-1-2 Etablir I'équation différentielle du second ordre, vérifiée par 8. el L .
; 1-1-3  En supposant que “les élongations angulaires sont faibles, montrer que I’équation du mouvement est
: approchée par celle d'un oscillateur harmonique de pulsation @q dont on donnera. I'expression en fonétion de 1 et g.
En déduire 6(t). On rappelle que pour les faibles élongations aggula'ires,ﬂ sin(0) = 6. e

1-1-4 On appeile portrait.de phase d’un oscillateur le graphe 8 = f (), représenter le portrait de phase du pendule

étudié.

LI Lt

!

1-2 Etude aux grands angles : sin(8) # 0:
1-2-1 Exprimer 1’énergie potentielle de pesanteur en fonction de x .puis de 6.
1-2-2 Montrer que 1'énergie meécanique se conserve au cours du mouvement.

8.,
En déduire ’équation différentielle du premier ordre reliant dt ; 0, Bp et les parametres caractéristiques du

systéme. On garde les mémes conditions initiales.
1-2-3 Donner l'expression de la période T(8o) sous forme d’une

LN i e

bty

intégrale en fonction 8, 8 et des paramétres caractéristiques du 5'53 T(s)
systéme. On précisera soigneusement les bornes d’intégration. 4
On ne demande pas de calculer cette intégrale. 227
Une intégration numérique donne la courbe ci-contre. Commenter 5
la courbe obtenue. 1284

16%

1.4

1.2

1 €
0 0.5 1 15 2 | 25"

R 1-2-4 Proposer une méthode pour déterminer expérimentalement les valeurs de T.

Y Oscillateur amorti :

. Lorsque l'on envegistre expérimentalement (1), on constate que Tamplitude de © diminue léntement. Ou interpréte ce

résultat par la présciice de frotiements gue 1’on modélise par :
f=-o.v, v désigne ln viresse du point M et ¢, unc constante posifive.

2-1 Liablir Méauation ditfdrentielle du gecond ordre vérifide pur 9.

“Z inscription.ma *
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DEUXIEME PARTIE : LES CIRCUITSY OSCILLANTS

Aucune connaissance particuliére sur le multiplieur n'est nécessaire pour repondre aux quesnons
Un multiplieur est représenté par un circuit intégré qu1 réalise le. - P

produit des tensions d'entrée ¥y et V3 €t donne un 1on de. ... 11 0 ;
sortie vo=k v,v, (k est une constante posmve) (ﬁgure ) }\ M ‘
Les courants d'entrée sont toujours nuls ( h= 12 : 12:-)—0 A .
vl S g
V2 o Vs
, L
figure 1 i '

IV Oscillateur en régime sinusoidal forcé :

L | _ R La figure 2 montre les différents éléments du circuit; M dé:

le multiplieur .

m u(t) est la tension d'un générateur sinusoidal de pulsatlon o

tension efficace U, Eo estla fém d’un generateur contmue

:'74 la) Montrer que
LV = k() (t))Eo

A ' ' o ol uc(t) represente Ja tensmn aux bornes du condensateur: -
}\/L ‘b) En déduire l'équation vérifiée par la tensmn aux borne
condensa+°11r u(t) sous la forme : oo
d*u.  2du Yo U’ f
Vs cp=—t+o.u =w,Acos(at),
dr* T dt B N
i : m
e o ﬁgur e2 i

Detcrlmner ®g, A et T en fonction des caractéristiques du cn'cmt (U Eo R,L C k)
4-2 En-utilisant la notation complexe, déterminer I'amplitude Uc(m) en fonction de T, A, © et ®g.

On donne R =310 Q,L=0.5H, C=47 nF, Eo=0 V.
Calculer le facteur de qualité et tracer l'allure de la courbe,U(w) .
Comment peut-on tracer la courbe expenmentalement ? Peut-on utiliser un oscilloscope 7

4-3 On trouve expérimentalement :

Eo(V) 0 1 2 3 4 5 6 7"

(Do(rad/s).10‘3 6,52 6,18 5,83 5,46 - 5,05 4,61 4,13 3,57

Vérifier que 0q? est une fonction affine de Eo. En déduire la valeur de k.

7 inscription.ma




Www.TaalimPro.com

En se limitant aux petits angles, écrire I'équation sous la forme :

2
d 9+gi€+a)fﬂ:0
dt® T dt

Donner 'expression de 1 et son interprétation physique.

2-2A quelle condition obtient-on un régime pseudo—penodlque 7. :
Dans le cadre d'un régime pseudo-périodique, calculer la pseudo~pulsat1on oetla pseudo penode T

(60"
k@(ﬁ- T)

On éppelle décrément logarithmique, & la quantité ot T est la pseudo-période et t le temps.

Exprimer & en fonction de T et T.

" 2-3 La figure ci dessous représente les variations de 0 avec le temps.

On précise les coordonnées de 4 points particuliers:

Points A B C D
t(s) 0,53 L1 2,2 8,25
8(®) 0 8,95 8,02 0
A g° La masse est m =470 g.
1 : Calculer numériquement a partir des valeurs expérimentale

a) le décrément logarithmique 5;

b) la pseudo-période, T;
c) le temps T;
{ \ / .d) la constante a.

|
|
|

2-4 A quelle condition obtient-on un régime apériodique ? Donner Iallure du graphe (1) dans ce cas on suppose

que : Q(t =0)=0et Bt =0)=60

2-5 Donner I’alluré des portraits de phase du pendule amorti dans les deux cas étudiés : le régime pseudo-penodxque
et le régime apériodique.

T Oscillatenr paramétrique :

Un pendule simple est constitué d’un point matériel M
de masse m, placé a ’exirémité d un fil inextensible, de longueur
1 et de masse négligeable. L autre extrémité du fil est fixée en O’
qui oscille sinusoidalement suivant la verticale, avec une
amplitude Dy, et une pulsation @ :

Y

<> o
Y

o_
e
[

00' = Dpp.cos(o.t).i Y
On désigne par 6 l’angle que fait le pendule avec la verticale Dm.cos(at) 4
descendante. On suppose qu'il n'y a pas de frottement. On note —/ |
R(O,i,j,k) le référentiel terreste supposé galiléen et R(O,i,),K) le
référentiel 1ié au support du pendule. 6
M K“B
Y N
. wwent f.‘.inéiiq)i@ e 407, Gerire Uéguaiion du mauvenani dans ¥
Péguation peot s Eoive:
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Epreuve de Mathématigues

Durée 4 heures

L’usage de la calculatrice est interdit.

Si, au cours de I’ épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une emeur d’énoncé, il le
signale sur sa copie-et poursuit sa composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est
amené & prendre . -

LS 2 24

L éiioncé comporte deux problémes indépendants. Tis doivent-8tre rédigés sur des copies sépardes.

Probleme n® 1.

Premiére partie.

1) On considére la suite réelle 1= (1,), o définie par :

Vne N u, = Z\/_ Ln%.

a) Etudier le sens de variation de la suite v .

b) Montrer que la suite u est convergente vers un réel L que I'on ne cherchera pas 2
calculer.

¢) En déduire un équivalent de Z—l— lorsque n tend vers plus Uinfini.
=1

2) Soit la suite v = (v,),¢y définie par :

UQE]O,,—;‘[ VYn €N, v, =Ssnv,.

a) Etudier le sens de variation de la suite v.
b) Montrer que la suite v est convergente vers un réel que 'on prec1sera.

c) Déterminer un réel a tel que la suite de terme général v7,| —u; converge vers un
" réel non nul.
d) On admettra le théoréme de Césaro, a savoir :

Pour toute suite réelle w convergente vers un réel / on a 'm ( Zwk) =1l
n—*

A Taide du théoréme de Césaro, montrer que :
e

Up ~ - .
n— 400 T

-page 1
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Troisiéme partie.

On considére la série entiére réelle ¥ v,x™ oit v est la suite définie dans la partie I )
question 2), on notera V Papplication définie sur ]-1, 1[ par:

+co
Vx €]-1,1[ ,V(x)= Zvnx".
n=0

1) a) Montrer que V est bien définie.
b) On note W Papplication définie sur |-1, 1] par :

Vee -1 W(x) = 3.

Montrer que W est bien définie et que :

1

2) On pose pour tout x de ]0, 1[, A (x) = ——==.
| z(1==z)

a) Montrer que | ’application x = % est intégrable sur P'intervalle ] 0, %jl ,
x(l—x) .
1

2
calculer l'intégrale J ————gf——
0o Vx(l—x)

b) Montrer que :

- page 3
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3) On définit la suite s par :

Vn € N¥, 5n=§:vp.

=1

a) Déterminer la limite de s, lorsque n tend vers plus linfini.

b) ) Enremarquant que v, équivauta \/jB- quand n tend vers plus Uinfini, montrer
o _

que, pour tout réel & strictement positif, il existe un entier naturel NV tel que,
pour tout entier naturel n stricternent supérieur & /N on ait :

3 (=)

Sn

= 3
B) En déduire que s, équivaut a Z — quand n tend vers plus l'infini.
=1

y) Déterminer un équivalent simple de s, lorsque n tend vers plus Pinfini.

Deuxiéme partie.

On considére deux séries entiéres réelles 3 a,x" et Y 5,2” de méme rayon de conver-
gence égal 2 1 et vérifiant les propriétés suivantes :

VneN, a,>0etb, >0.

a, ~ b,.
n~ +c0

la série } a, diverge.
+o0 +c0o
On note : Vx € ]-1,1[, f(x) = Zanx” et g (x) = anx”.
=0 n=0

1) a) Montrer que f est croissante sur |0, 1[.
b) Montrer que LIDI. f (x) = +oo0.
z<1

2) a) En remarquant que a, €quivaut a b, lorsque l'entier naturel n tend vers plus
Iinfini, montrer que, pour tout réel £ strictement positif, il existe un entier naturel
N tel que, pour tout réel x appartenant a 'intervalle ]0, 1{ on ait :

Z(bn —a;)x"

b) En utilisant la questioﬁ 1I) 1) b), déterminer la limite de -l 15 quand x

tend vers 1 par valeurs inférieures.

¢) En déduire que f (x) est équivalent & g (x) ldrsque x tend vers 1 par valeurs infé-

7/ inscription.ma
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4) Soit une série entiére réelle Z d,x" de rayon de convergence égal a 1 telle que :

+0o0
1
Vn>0,d,>20 et d.x" ~ )
n e ; x}ml e

a) Donner un exemple de série de terme général d, remplissant les conditions pré-
cédentes . :

b) Onnote,Vn €N, Th= D.dyete,= D didn-s.
=0 k=0 :

a) En utilisant les questions précédentes, montrer que :

N

Zen ~ N.
N—+0

=0

B) Montrer que pour tout entier nature] IV :

N 2N
Zen < TA? < Zen.
= =

y) En déduire que T, = O (y/n) quand n tend vers plus V'infini.

9 . ) - Tr. _
§) Montrer que s'il existe A € R tel que nl_J;%o:/—_r—l = Aalors A € [1,\/5].

LEF T T o7 P &P PP 22l rr &l Pl 27l I 2 Z P77 P77 PP PPl el il P TR Ll Vavovyd

Probleme n°2.

Dans tout le probleme, n est un entier naturel supérieur ou égal & 2, et £ est un espace euclidien
de dimension n dont le produit scalaire est noté (.,.) et la norme associée est notée ||.||. On note
idg 'application identique de E, et 0 I'application nulle de E.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note FL le sous-espace vectoriel supplémentaire

orthogonal de F-dans E.

Le projecteur de-E sur F parallélement & F + est appelé projecteur orthogonal sur F'.

Pour tout endomorphisme f de E et toute valeur propre A de f, on note E £(A) le sous-espace
propre de f associé & la valeur propre A.

Partie I : Inverse généralisé d’un endomorphisme symétrique

On considére un endomorphisme symétrique f de E, c’est-a-dire un endomorphisme f tel que :

V(z,y) € E%,  (f(z),9) = (=, f(¥)

On suppose de plus que f est non inversible et non nul.
1) Montrer que 0 est valeur propre de f et que f admet au-moins une valeur propre non nulle.

2)a) Soient A et p deux valeurs propres de f.
Montrer, pour tout vecteur z de Ef()\) et pour tout vecteur y de Ef(p) :

Mz, y) = p(z,y)

b) En déduire que les sous-espaces propres de f sont deux & deux orthogonaux.

-page S
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y) En encadrant avec soin Ho,, et Homey , déterminer les limites de Hy,, et
Hoypmey lorsque m tend vers plus Pinfini.

3) Déduire des questions précédentes un équivalent simple de W (x) puis de V' (x) lorsque
x tend vers 1. |

Quatriéme partie.
Soit £ Papplication définie sur [0,1] par :
vVt € [O, ~ [,k'(t) =0.

YVt € [-,1] WAOES

On admettra la propriété (K) :
Ve > 0, il existe un couple (P, Q) € (R[X])tel que :

Vx€[0,1], P(x) < k(x) < Q (x) ,J(k(x)—P(x))dxgs j (O (%) — k(#)) dx < e.

0

On considére une série entiére réelle E cn,x" de rayon de convergence égal 2 1 telle

que :
_ 1
Vn>=20,¢c, >0 et gcnx"le T =
+co
On notera F (z) = chx“ pour x € |0, 1[.
n=0

1) a) Montrer que :

+0o
1
v : n+np _ )
pEN,ll_I}}(l—x)nE Cnx ==

b) En déduire que :

x—1

VR eER[X], lim(1 - x) icnx”R(x") = Jl R(t)d¢.

2) En utilisant la propriété (K), montrer que :

+o0o
' ];L_rfll (1—x) écnx”k (=") = J k(t)dt.
3) En posant x = e~% avec N € N* , montrer que :

N

EC” ~ N
— N— +co

-~ page 4
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3)  Montrer que les sous-espaces vectoriels Im }l SRS P sont supplémentaires orthogonaux dans
E.
On suppose que f admet exactement k+ 1 valeurs propres deux & deux distinctes Aoy ALy -+ Ak

avec k=1, \g=0et0<|N| <. .. < [ Akl
Pour tout entier naturel j inférieur ou égal & k, on note p; le projecteur orthogonal sur Ef(A;).

4) Soit z un vecteur de E.
a) Montrer qu'il existe un unique (k+1)-uplet (zo,z1...,%x) de E;(0) x Eg(A) x -+~ X E¢(Ak)
tel quez=zp+z1+ ...+ Tk-
b) Pour tout entier naturel j inférieur ou égal & k, montrer : p;(z) = Zj- o
Ainsi, la relation suivante est clairement vérifiée :

idg = po + p1+-.. T Pk
5)a) Etablir, pour tout couijle (¢,7) d’entiers naturels inférieurs ou égaux & k :
: i#j=>piop; =0

b) Montrer : f=Mp1+A2p2 + -+ APk
c) Montrer que le projecteur orthogonal p sur Im f vérifie :
p=p1+p2t- TPk

On note f! 'endomorphisme de E défini par fi= —;:pl + ')\lz‘pg 4+t /\ikpk.
On dit que f! est I'inverse généralisé de f.
6)a) Montrer : fofi=np.
b) En déduire : Y(z,y) € E?, (f(z') = p(y) <= z — f(y) € Ker f) -
7)  Soit y un vecteur de E.
2) Montrer: Vs € B, (1/(@) —yl = 1ng I1£(2) —l <= = — £(3) & Ker )

b) En déduire que #4(y) est le vecteur = de E de plus petite norme vérifiant :
Ifiz) -yl = ;ng 1 (z) —yll

Partie II : Application & un exemple

Dans cette question, E est un espace euclidien de dimension 4 et B = (e1, €2, €3, €4) est une base
orthonormale de F. On note :

3 0-1 0
|0 1 0-1
A‘—1030

0-1 0 1

Soit f Pendomorphisme de E associé & la matrice ‘A relativement & la base B.
1) Justifier que f est un endomorphisme symétrique non nul et non inversible.
2) Montrer que f admet exactement trois valeurs propres distinctes Ag, A1, Az avec Ag < A <

A2.
On note p; le projecteur orthogonal sur Ef(A\1) et M la matrice associée a p1 relativement 2 la
base B. ,
On note po le projecteur orthogonal sur E¢(A2) et M> la matrice associée & pp relativement a la -
base B.
3) Montrer : A =2M, +4M>. A
4)a) Montrer que Ef()2) est de dimension 1 et déterminer un vecteur vs de Ef(A2) tel que
llvall = 1.
b) Montrer : vz € E, po(z) = (z,v2)v2.

c) Déterminer la matrice Ma. :
5) En déduire la matrice associée & f* relativement a la base B.
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{
L' EPREUVE COMPORTE TROIS PARTIES INDEPENDANTES

Premiere partie : Echelle contre un mur

Une échelle posee contre un mur est représentée par une barre AB dont les A

mouvements éventuels ont lieu dans le plan Oxy. Le centre d'inertie G de la y
barre est le milieu de AB. '
Les contacts sont modélisés par les lois de Coulomb du frottement solide, avec
un coefficient de frottement fen A, entre la barre et le sol et un coefficient de
frottement g en B, entre la barre et le mur.

On utilisera les notations suivantes:

8: angle que fait I'echelle avec la verticale, compris entre 0 et %

(- Py): poids de I'échelle.

(a x + ay ) liaison subie par I'échelle en A.

(B x +b y): liaison subie par {'échelle en B.

P, o et B sont positifs.

x: vecteur unitaire horizontal, orienté dans le sens des x croissants.
y: vecteur unitaire vertical, orienté vers le haut.

L'échelle reste immobile. Etablir un systéme d'égalités indépendantes vérifiées par P, a, B, a, b et 8.
Combien trouve t-on d'égalites ? '

Pour 8 fixé, combien le probléme comporte t'il d'inconnues ?

a-t-il en général une solution unique ? Expliquer concrétement ce qui se passe.

On suppose en plus, que I'échelle bien que restant immobile, est & 1a limite de glisser et de tomber par
terre.
a) Quelles relations a-t-on alors entre «, B, a et b ? Combien a-t-on d'égalités maintenant ?
b). En déduire que 6.
ne peut pas étre fixé arbitrairement. Expliquer-la conségquence concréte de cette situation.
Exprimertan 6.
en fonction de f et de g.

c) Pour f= 0.5 et g = 0.3.calculer l'angle 6.
en degrés et décrire qualitativement ce qui se passe si on lache I'échelle sans vitesse initiale alors

gu'elie fait un angle de 30° avec la verticale, puis lorsqu'elle fait initialement un angle de 70° avec
la verticale.

Deuxieme partie

Données :

Constante de la gravitation universelle : G = 6,67.1 0" N.m? kg™
Période orbitale de révolution terrestre (année solaire ) T, = 365,26 jours solaires. de 86400 s

Rayon moyen de l'orbite terrestre : R = 1,.50.10"' m
Masse de la Terre : My = 5,98.10 % kg

Rayon du Soleil : ag = 7,1.10° m

Formulaire sur les ellipses :

Soit une ellipse d'excentricité e, de paramétre p, de demi-grand axe a, de demi-petit axe b et d'aire A.

=lp2 b:————‘p A = mab
—¢ l—-e

Alors . a

Le Soleil est considéré comme un astre dont la répartition de masse est & symétrie sphérique, de
centre S et de masse Mg, trés supérieure & celle My de la Terre. Le réferentiel de Képier (Rg) = (S
XYZ) centré en S et dont les axes SX,.SY et SZ gardent des directions fixes est consideré comme

galileen. ' ' ,
Sauf indication contraire, la Terre sera considérée comme & symétrie sphérique de centre T et on

suppose gu'elle ne subit que 'action du Soleil,
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[-2-4 : Discuter rapidement et sans calculs de la stabilit¢ de cette position d'équilibre vis a vis
de petites variations de position, qu'on Wppokeaiamivoictieu le long de la droite {Sx).

I-3 : En realité, 'orbite de la Terre n'est pas rigoureusement circulaire.

1-3-1 : Justifier que l'orbite terrestre (trajectoire de son centre T dans le réferentiel de Képler)
est cependant plane ; on supposera dans la suite que ce plan, appelé écliptique, est confondu
avec le plan (S XY).

La conséquence principale de la non-circularité de l'orbite terrestre est l'inégalité des durées des

saisons. !l se trouve que les dates des solstices d'hiver (de I'némisphére nord) et d'été coincident
respectivement avec le passage de la Terre au périhélie H (point de l'orbite le plus proche du Soleil)

et & 'aphélie E (point de l'orbite le plus éloigné du Soleil) de son orbite : H est suppose étre sur I'axe -
(SX) de (Rk).

Les positions des équinoxes de printemps P et d'automne A coincident aux passages de la Terre sur

Pa droite (SY) perpendiculaire & la direction (SX) = (SH). © -
La durée de I'hiver Ty = 89,4 jours solaires moyens de 86 400 s, celle du printemps est

Te = 93,2 jours solaires.

[-3-2 : Enoncer sans démonstration la nature géomeétrique de l'orbite terrestre (ou premiére loi
de Keépler dans le cas présent). Représenter cette orbite sur un schéma ou figureront aussi S,
H, P, E et A, et les axes (SX) et (SY). Pour plus de clarté, on ne craindra pas d'en exagerer
I'excentricité.

[-3-3 : Enoncer et justifier la loi des aires (ou deuxiéme loi de Képler dans le cas présent).

I-3-4 : Soit e l'excentricité de l'orbite terrestre. Comme e << 1, on peut montrer que l'aire du
a

secteur SHP de l'ellipse est Ay = —4—( n-4e) , aetbreprésentant respectivement le demi-

g?and axe et le demi-petit axe de I'ellipse trajectoire. /
Etablir alors la relation entre la durée de 'hiver Ty, la durée T, de Vannée et I'excentricité e.

1-3-5 : En déduire la valeur.numérique de I'excentricité e de l'orbite terrestre.

i-3-6 : Donc, durant la 'belle saison' (printemps et été) de 'hémispheére nord,, la Terre ast
en moyenne plus éloignée du Soleil que.durant la ‘mauvaise saison'.
A ce propos, quelle caractéristique du mouvement de la Terre permet d'interpréter le
phénomene des saisons ? On illustrera la réponse par un schéma clair.
Interpréter le fait que les saisons sont plus contrastées dans 'hémisphére sud que dans

'hémisphere nord.

Troisiéme partie

Ce probléeme ne nécessite aucune connaissance sur le fonctionnement des amplificateurs
opérationnels. Toutes les propriétés nécessaires a la réponse aux guestions sont fournies dans

I'énonce. ) .
Les A.O. utilisés possédent les propriétés suivantes : (figure 1)

ey ’
El [>Go i,=1.=0
+ Vel < Vsat sie=0
i Ve = + Vg sie>0
s Ve = - Vg sie<0

Vsat étant une constante positive

: figl
A.1) Tracer la caractéristique v = f(¢) d'un de ces A.O.

% inscription.ma
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On considére dans un premier temps (Questtagiriretol?) que l'orbite terrestre est circulaire de
centre S et de rayon R .

[-1:

[-1-1 - Dans ces conditions, en appliquant le Principe Fondamental de la Dynamique a fa Terre,
établir simplement la relation existant entre la vitesse angulaire de révolution Q24 de la Terre sur son
orbite, fa constante de gravitation universelle G, R et Ms. .

[-1-2 : Donner alors I'expression de la durée de l'année Tx en fonction de G,R et Mg et en deduire
la valeur numeérigue de Ms.

1-2 - Tous les 11 ans en moyenne, le Soleil connait de brutales éruptions qui éjectent violemment de
grande quantités de particules chargées. Quand ce ‘vent solaire’ afteint la Terre, cela nuit aux
télécommunications hertziennes. Il est donc nécessaire de disposer de satellites de surveillance du
Soleil, placés constamment entre le Soleil et la Terre.

On travaillera dans le référentiel (R)=(S xyZ) tournant autour de (SZ) par rapport au référentiel de
Képler en suivant le mouvement de la Terre, toujours suppose circulaire de rayon R, tel que T soit
constamment sur la droite (Sx). ‘

Soit P un tel satellite, assimilable & un point matériel de masse m. P doit tourner autour de S sur une
orbite circulaire, de fagon gque S, P et T soient constamment alignés. P est donc supposé en equilibre

- — - ,
dans le référentiel (R'), en un pointtelque PT=d .e, ot e, estle vecteur directeur de l'axe
(Sx), voir Figure !

YA:

T X
y
P\ d
& &

Orbite de P

Orbite de la Terre

Figure |

I-2-1 : Le r&férentiel (RY) est-il gaiiléen ? .
Effectuer le bilan des forces s'exergant dans ce référentiel sur P, qui y sera supposé a
- = -

I'équilibre. Ces forces seront exprimées dans la base ( €,.€,.€, ) lige & (R') en fonction
de G, Ms, MT, R et d.

1-2-2 : Ecrire alors la condition d'équilibre de P relativement & (R’). En déduire une relation
entre Mg, My, Retd.

1-2-3 - Résoudre cette équation en d : on utilisera le fait que d << R, et l'on pourra effectuer

d

un développement limité en —1{ . On rappelle que si ‘ € l <<1 alors (1+€)% =1+ae

Vérifier 'homogénéité du resultat.
Calculer numériguement cette valeur de d a I'equilibre.
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A.2) Déterminer, pour le montage de la ﬁ\ﬁIW'faa"mPro-con"g_— R2
(non inverseur) la caracteristique
vs =q(Ve) pour - Vsat < Ve < +Vsat:
on prendra R, = 220 kQ, Ry = 10 kQ, Vsat= 14V
d1 B

4+

Ve Vg

- 'ﬁg
A.3.a) On considére le montage de la figure 3 ou les bornes + et - ont été permutées '
- ' R1 | R2 . On peut alors montrer que I'A.O. ne fonctionne plus‘en
Q régime linéaire, c'est a dire-que g est toujours non nul.

Exprimer £ en fonction de v, et v, . En déduire la
* D condition & imposer & ve pour que I'A. O. soit

o0 - en saturation positive (vs = +Vsga), SOit v < V+
- - en saturation négative (vs = -Vsg), s0it v, > V-

Ve Exprimer V+ et V- en fonction de Ry, R2, Vsat.
Déterminer leurs valeurs numeériques {on utilisera les
données du A.2)
fig 3
A.3.b) Appliquer les résultats précédents pour étudier la caractéristique vg = h{ve).
» Pour cela, on considére I'état initial v = vo (8vec vo < V-), Vs = V.a, et on fait croitre v, & partir de
Vo. Montrer que, pour ve = V*+, Vs bascule & - V.. Si v, continue & augmenter, observe-t-on une
nouvelle modification de vs ?
« On considére maintenant 'état initial v, = Vig (@vec Vg > V+), vg = - Veuy, et On fait décroitre ve.
Montrer que,
pour Ve = V-, Vg bascule a +Vga. Si Ve continue a décroitre, observe-t-on une nouvelle modification de
vs ?
« Deéduire de ces remarques la caractéristique vs = h(v,), appelee cycle d'Hysterésis, pour v, variant
entre vp et vip .
A.3.c) On envisage maintenant le montage de la figure 4.

0<o<l ' 777 figd

« Déterminer le générateur de Thévenin équivalent au dipole 1.
« Reprendre de fagon précise les questions A.3.b.; exprimer en fonction de a, Ry, Rz, R, Vs les
nouvelles valeurs de V+ et V-, et tracer la courbe v = G(Ve).
Déterminer les grandeurs Vm = (V. + V. )/2 et AV =V, -V,
Application numeérique: o = 0,2 puis o = 0,8 et R << Ry (par exemple R ~ 1 kQ) .
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Epreuve de Mathématiques "

L’usage des calculatrices est interdit

-

Xxercice 1

R estle corps des nombres réels et # un entier naturel.

E est le R espace vectoriel normé des applications continues de [— 7,7 Jvers R muni de 1a

norme de la convergence uniforme, ainsi pour / élément de E, ” f”m = sup If(x)l.
XE{—TT, 7&'

On considére un endomorphlsme de E noté T vérifiant les deux propuetes (R) et (B)
sulvantes :

(R)  sifestun élément de E de classe C', T(f )estde classe C1et T(f)=T(fY . -
et '
(A) pour toute suite (f,),, qui cénverge dans (E,” “w), la suite (I(fn ))n converge
dans (E," “J et T( lizﬁ fn )= lm T(f, ).
n—3te N
Pour tout n, n>1, on consideére les applicaﬁons 'c,, et s, de [—7,7 ]vers R définies par:
cp(x) =cos(x) et s,(x)=sin(nx).
On note ¢, P’application de [— 7,7 Jvers R définie par :c0<x) =1.

Le but de I’exercice est d’établir qu’il existe un réel 1 tel que: V feE, T(f)=Af.

1° Dans cette question on établit quelques resu]tats indépendants les uns des autres qu1
pourront €tre utilisés dans la suite de ’exercice.

a) On suppose n21. Quelles sont les fonctions réelles solutions sur R de I’équation

différentielle : " +n’y =0 9
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4° Etude de T(f ).

2) Soit fun élément de E, fde classe C* tel que J (@)= f{-r). Onnote }7 Papplication.de

R vers R, 27 - périodique, telle que : V x € {~7r,7r}, }(x) = f(x).
Etudier la convergence de la série de Fourier de 7. En déduire que: T(f)=A1f.
'b) Soit fun élérneﬁt de E, fimpaire. Soit  une primitive Vdefsur [—71-,7; ] Calculer T(F).
En déduire que: T(f)=41f. _
¢) Soit fun élément quelconque de E. Mantrer que : T( f )=Af.

Ezercice 2

‘C est e corps des nombres complexes et 7 un entier naturel supénieur ou €gal 4 2.
E est un C-espace vectoriel de dimension égale & . On désiﬁne par e I’application identique

de E. Soit fun endomorphisme de E. On définit la suite {77 , par 'fq_: eet fP = for P
571l existe un entier naturel non nul g.tel que f?=0 , l’endomorphisméfest dit nilpotent.
Soit F un sous-espace vectoriel de E. On note ]IF la restriction de f3 F. ]TF est une

application linéaire de F vers E. Si de plus F est stable parf, c’est adire si f(F) estinclus
dans F, on pourra aussi considérer jIF comme un endomorphisme de F.

Premiére partie : Etude de quelques propriétés des endomorphismes nilpotents.

1° Soit fun endomorphisme de E et p un entier naturel.
) Prouver que : Xer f? < Ker /7 et quef(KerfP+l)C Ker /7.
b) Soit F un soys-espace vectoriel de E. On pose v = fp; .
Ecnire Keru en fonction de Ker f et de F. )
c¢) Considérer la restriction de £ 4 Ker fP*! notée pour démontrer que :
dimXer /7% < dimKer 7+ dimXer 1 .

2° Soit fun endomorphisme nilpotent de E.
a) Prouver que D est la seule valeur propre de /.

b) Etablir que f"=0.
¢) Montrer que le rang de f est inférieur ou égal 2 7 —1.

3° Soit fun endomorphisme nilpotent de E. On suppose que le rang de fest egala n-1.

a) Montrerque: V p e {0,1,2, ..... ,n} ,dimKer /= p (imdication - utiliser I’inégalité
etablie 4 la question 1°c) ci-dessus ).

b) Soit F un sous-espace vectoriel de E, stable par f, de dimension égale 4 p.

Soit u = f‘F' Calculer u? .
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b) Soit fun ¢lémesnt de E. Prouver-gu’il existe-g et -7 appartenant a E tels que
f=g+h , gestpaire , hest impaire.
c) Soit  I’application de R vers R, 27 - périodique, telle que : ¥V x e[—7,7 |, 7(x) = x°.
Calculer les coefficients de Fourier réels de @ .

Etudier la convergence de la série de Fourier de @ (préciser le mode de convergence de

cette série et sa somme).

2° Premiéres propriétés de T.

a) Soit (u,), une suite d’éléments de E. On suppose que la série de fonctions Zun
4

Ny

.converge uniformément sur [—:r,;r}.:@n pose: 8= ) u,.

n=0
Justifier que S appartient é.vE, Que la série de fonctions ET(un) oo'nvelrge uniformément
sur [—n,n] et-que: T(S) =ZT(ZJ”).
: B n=0
b) Soit fun élément de E, fde classe C”, n>1. Montrer que T( f ) est de classe C” et
“que: T(F) =T(F).

En déduire que sj, fest de plus une fonction polyndmiale, alors T(f ) est une fonction
polyndmiale de degré inférieur ou égal & celui de /.

3° Etude de T{(c,) et de T(s,).

a) Prouver qu’i existe un réel ad'_fél que : T(cg)=ageq 2t que‘ pour n2=1, U existe
(a,,B,) de R* tel que: T(c,)=a,c,+ f.s,.

b) Soit p I’élément de E défini par - V x el-n7 ] , o(x) = x* . Justifier I’existence de _
(A,u,v) de R telque: V x e{—7r,7r"], T(gp)(x):lxz«-;px+v.

c) En déduire que :

2 4@ n
Vxe [—x,zr], Axt+ px+v= aof—— +4Z£_—12)— (a, cos(x)+ B, sin(rx)).
3 n

n=1
d) Montrer que :
i) H=0.
i) VnzlLa,=1 ¢ B, =0.

1) ag=Aetv=0.

e) Etablir qué pour tout 7, T(c,) = A¢, et que pour n>1,T(s,) =As,.
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L’épreuve comporte deux parties indépendantesJ

— ;
N.B : Les vecteurs soqt notés en caractére gras @@ g é

Premiere Partie : Mécanigue P /

1- Rotation_éutour d'un axe horizontal.

1) Soit une tige cylindrique homogéne, de masse M, de 1ongueur I,

Figure 1
section circulaire de faxble rayona
Oy ©0 .
x ! On note R le référentiel galiléen (Ox, Oy, 0z), Oz étant un axe vertical
i descendant (figure 1).
' On désigne par Joy et Jor les moments d'inertie de la tige par rapport aux
.: axes Oy et Oz.
': @) Exprimer Jo; puis Jo, .
I o Aoy
B) Quelle erreur relative To commet-on en prenant pour Jo la valeur
z Yy ]
MI?
approchée 3 7
A e r = -
c) Calculer “]JD“OX et Jo, avec les données numeriques suivantes :
y .o

I=0,5m, a=0,0lm, M=1kg
Mz . o,
Dans la suite du probléme on prendra pour Jo, la valeur approchee 3 la section circulaire étant

considérée quasi ponctuelle.

Figure 2 2) La tige OA peut tourner sans frottement autcur de l'axe horizontal Oy
dans le plan xOz . Elle n'est soumise qu'a son poids et a l'action du support.
La position de la tige est repérée par l'angle (Oz, OA) = & (t) {figure 2). On -
lance la tige avec des conditions initiales :

6(0)=0 et 9’(0):@—?)‘]:@@

a) En appliquant le théoréme de 1'énergie cinétique, déterminer la relation

. do
liant @(t) et 8 (t) = —C—i—t— = at). cette relation est notée (1)

-b) Pour quelle valeur minimale wom de @y, la tige peut elle effectuer un tour
complet ?

c) Représenter graphiquement l'allure de & = f(6) (le portrait de phase du mouvement ), dans les deux
cas suivants:

Premier cas: @p < ®om Deuxiéme cas : @o >@om
d) En dérivant I'équation (1), determiner I'équation différentielle du deuxiéme ordre qui régit le
mouvement de la tige ( Equation (2)).
e) En appliquant le théoréme du moment cinétique a la tge, retrouver 'équation {2).

f) On appelle R la résultante des actions exercées en O par 'axe de rotation {colinéaire & Oy) sur la tige
OA. Déterminer en fonction de & les composantes Rx et Rz de R sur la base « tournante » OX, 0Z
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¢) Démontrer qu’il existe 17+1 s@us—espaldés vectoriels de B stables par f et qu’il s’agit des
Ker /7, p élément de {0,1,2, ..... N } '
'd) ‘Montrerque: V p € {0,1,2,... ,n} , Imf? =Kerf™ 7.

Deuxiéme partie - Etude des endomorphismes n’admettant qu’un nombre fini de souis-espaces
stables. | ' -

1° Soit fun endomorphisme de E et A une valeur i)ropre de f.
a) On considére deux vecteurs a et b appartenant a Ker(f —Ae) et pun nombre complexe.

| , Vérifier que le sous-espace vectoriel-de B engendré ‘par @+ b noté ¥V, est-stable-par 1.
b) En déduire que si la dimension de Ker (f — Ae) est supérieure ou €gale a 2 alors il existe
une infinité de sous-espaces de E stables par f. '

-<2°:Soit f un endomorphisme de E admettant + - valeurs propres distinctes AI,AQA, S e

“...On suppose que chague sous-espace propre.de f est.de-dimension 1 et quele.polynOme ... o it sk
caractéristique de £, noté Pr(X), est égal a: C ‘

- Pr(X)= (—'l)"H(X— /lj)kj- ot 7,ky,ks,.....,k, sont des entiers naturels non nuls.
o L=t '

“a) Prouver que E est-égal & la somme directe de sous-espaces vectoriels.suivante :

E: Kl @Kz @@ Kr'

En considérant u ; ={f — 2,'] G)l x> démontrer qu’il existe 1+ % ; sous-espaces 'Vect,oriels
‘ o - ¢ de K stables par fet qu’il s’agit des Ker(f-4; e)? | p élément de {O,l,?.,.....,kj‘}.

d) Déterminer le nombre /¥ de sous-espaces vectoriels deE stables par /.
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Deuxiéme partie : Electricité

Etude d'un filtre passe-haut du premier ordre.
1. Filtre passif théorique.

1.1 La tension Ve est une tension sinusoidale de fréquence f. -
Déterminer Ja fonction de transfert du réseausurlafigure 1: H=V; / V.

1.2 Tracer le diagramme de Bode de ce filtre. On pose wo =1/RC

1.3 Justifier la conclusion suivante :
Si le diagramme de Bode d'un filtre présente une pente de 20 dB par décade et un déphasage de £ n/Z, le

montage est dérivateur.

1.4 Donner un montage utilisant un A-O (amplificateur opérationnel) monté en suiveur, permettant
d'observer sans déformation V.

C IS=0 ,
{ } Figure 1
. B
2. Montage dérivateur avec A-Q idéal.
L'A-O fonctionne en régime linéaire.
. L . =®
Montrer que ce montage réalise une dérivation du c —
signal d'entrée. = JI } - s

+
Ve
V’

Un A-O idéal fonctionnant en régime linéaire est tel que Vo ~V.=e=0etl.=1.== 0.

3. Etude du montage avec A-O réel.
On modélise I'A-O réel par le schéma suivant : en particulier, le comportement de I'A-O en sortie est
modélisé par un générateur de tension idéal de valeur p&

On réalise le montage suivant:
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3) On écarte Ja tige d'un angle 6, par rapport & sa position d’équilibre, et on 'abondonne sans vitess
initiale. La tige est alors animée d'un mouveinent oscillatoire autcur de sa position d'équilibre.

a) Déterminer la période du mouvement de la tige en fonction d'une intégrale ( le calcul de I'intégrale
n'est pas demandé).

b} Calculer la période du mouvement dans le cas des falbles oscillations. Faites I'application
numérique.

II - Choc élastique particule-tige. A

La tige OA (de la partie I) 1mt1a1ement ‘immobile (OA suivant 0z) est susceptible de toumer sans frotte-
ment autour de l'axe horizontal Oy .

Considérons le choc entre une parﬁcule P (masse m, vitesse initiale Vo =V, Ux et la tige en son extrémité A
(figure 3).

On note V =-Vux la vitesse de la particule et & la vitesse angulaire de la tige, juste apres le choc.
-Figure-3 , 1) Montrer que le moment cinétique par rapport a O, dans le référentiel

galiléen R (Ox, Oy, 0z), du systéme global (particule et fige) se conserve
pendant la durée trés bréve = du choc.

A Q
iy A\ - X
Op .0y O [} as . 5
> B En déduire une relation entre Vo, V, @, m, Met!.
ﬂ“, ]
2) On' considére un choc élastique particule-tige caractérisé par la
‘ conservation de 1'énergie cinétique totale du systéme (particule et tige). On
) A pose u = Z
F =, . ; . M ’
Ve a} Exprimer V en fonctionde Vo etde u.

b) Pour quelle valeur de i I'énergie cinétique E¢ de la tige (juste aprés le -choc) est-elle maximale 7

111 - Oscillateurs couplés.

Soient deux tiges identiques 014 et 04, {longueur ], masse M) dont
les extrémités A, et Az sont reliées par un ressort de 1ongueur au repos
lo = 0403 et de constante de raideur k.

Figure 4

© Les. tiges sont susceptibles de towner sans frottement autour des axes
Oy “horizontaux Oy y; et O2y2 (figure 4).
ATinstant t, on considére des petites déviations angulaires & et &; des
tiges par rapport a leurs directions d'équilibre :
2 61(t) = (0121, 0141), 6 (t) = (0222, 02A7).
1

) On supposera que les petits déplacements latéraux de A; et A; restent
- horizontaux, dans le planx 0123 .

1) Etablir les équations différentielles « couplées » du 2¢ ordre dont 6(f) et & (%) sont solutions.
2) On s'intéresse aux solutions du type: 6y =aicos (wt- 1), & =az cos (0t~ ¢2).

a) Montrer qu'il existe deux pulsations possibles @ " et @ ” (appelées pulsations propres du
systéme) que 'on exprimera en fonctionde g, k,let M. '

- b) En déduire la forme générale de 6:(t) et & (t).
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Les extrémités A et B du dipble peuvent &tre court-circuitées en placant l'interrupteur en
position (2).

) A

7 K
r 2) C—= T u(t)
A Q R
E
i)
vB
Figure 1

i(t) désigne l'intensité instantanée du courant dans le dipble AB et u(t) la tension aux bornes du
condensateur.

Le condensateur étant initialement déchargé, on place l'interrupteur X en position-(1), a l'instant
initial t = 0.

I

1) On s'intéresse & la charge du condensateur.

1.1. Déterminer I'équation différentielle liant u(t) et t.
1.2. En déduire la fonction u(t).
1.3. Qu'appelle-t-on constante de temps T du circuit ?

1.4. Donner l'expression de l'intensité i(t).

1.5.Représenter graphiquement 'allure des fonctions u(t) eti(t).
1.6. Application numérique. R=1kQ; r=100Q; C=15pF.
Donner un ordre de grandeur du temps de charge du condensateur.
1.7. Montrer qu'au bout d'un temps infini, I'énergie fournie par le générateur est également
répartie entre le condensateur et la résistance (r+R).

2) Aubout dun temps trés long t', on bascule l'interrupteur en position (2).
2.1. Déterminer la fonction u(t).
2.2. Donner l'expression de i(t).
2.3. Représenter graphiquement ces deux fonctions.
2.4 Donner, sans démonstration, la forme sous laquelle le condensateur restitue, au
cours de la décharge, l'énergie qu'il avait emmagasinée.

3) On place en série avec C une bobine d’inductance L et de résistance négligeable, le dipole RLC
ainsi obtenu est alimenté par un générateur de tension sinusoidal de pulsation w et d’amplitude E et de
résistance interne négligeable.

3 1. Déterminer la valeur efficace du courant électrique qui traverse le dipdle en fonction de R,
L,C,Eetw

32. Calculer la tension aux bornes du condensateur, en déduire la valeur maximale de sa valeur
efficace.

3/3
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L’épreuve comporte trois parties indépendantes.

1% partie : Etude d’un skieur :

On étudie le mouvement dun skieur descendant une piste selon la ligne de plus grande pente, faisant
l'angle a avec 1'horizontale.
L'air exerce une force de frottement supposée de la forme 7 =-A7% , ol A est un coefficient constant

positif et ¥ la vitesse du skieur. .
Onnote T et N les composantes tangentielle et normale de la force de frottement exercée par la neige

et f le coefficient de frottement solide. _ -
On choisit comme origine de 'axe Ox de la ligne de plus grande pente la position initiale du skieur,
supposé partir & I'instant initial avec une vitesse négligeable. On note Oy la normale a la piste dirigée

vers le haut.

1. Donner l'unité SI de A.

2. Calculer T et N .
3. Calculer la vitesse v et la position x du skieur a chaque instant.
4. Montrer que le skieur atteint une vitesse limite v, et calculer v en fonction de v, .

AN. Calculer v; avecA =181, =109, g=10m/sz,m=80kg eta=45°
(on prendra J2 =1 4) i

- AY - - r Y v
5. Calculer littéralement et numériquement la date t; ou le skieur a une vitesse égale a -;)’— i

On prendra ILn(2) = 0,7.
6. Calculer littéralement les variations d'énergie cinétique et potentielle entre t =0 et t;, en

fonctionde m, g, t; , v; et a.
7 En déduire le travail de la force de frottement F entre ces mémes instants, en fonction de m et v;.
Retrouver directement ce résultat.

2%me partie : Lancement d’un satellite :

On considére un satellite artificiel de la Terre, de masse m constante. Il est supposé soumis a la seule
action du champ de gravitation terrestre.

On considére la Terre comme une sphére de masse M, a répartition uniforme de masse, de rayon R et de

centre O.
A l'instant choisi comme origine des temps, le satellite est situé en un point Sp d'altitude h et est animé

d'une vitesse v, , orthogonale & OSp .

1 .Préliminaire :
On rappelle la loi locale vérifiée par le champ de gravitation g en un point P quelconque:

div(g)=-4nGp,
ou G est la constante de gravitation universelle et p la masse volumique en P. P

1.a. Donner 1'équivalent électrostatique de cette relation. Justifier I'analogie entre élecﬁostatiéue et
gravitation. '

1/3
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—

M — 5
G 2= OP. En

1.b. Montrer que le champ gravitationnel s’écrit g’ =-7 U

—+

€

= 1

avec U, =

iéduire le potentiel V crée par ] terre en tout point P de ’espace. On rappelle que ﬁ = - gTadV

2. Etude du mouvement du satellite :

9 a. Montrer que le mouvement du satellite est plan.

2 b. Dans le plan de la trajectoire, la position S du satellite est définie par s€s coordonng’:és-
—— —F

polaires: T=05 et = (0S,05)

dé .
Montrer que C = r = est constante et calculer sa valeur en fonction de R, hetvg.
i

2.c. Appliquer le principe fondamental de la dynamique au satellite. Montrer que l'éguation

N _ MG, . - . . _
sinteere en @ v = U, +¢e ou v est le vecteur vitesse et ¢ estun vecteur constant que 1'on
D 8

e Vo

calculera en fonction de vo , C,GetM.Onpose €=
N
0

2.d. En projetant v sur iy en déduire I'équation de la trajectoire sous 1a forme :

I= P etcaleulerpet 6o .

1 +ecos(0—90)

3.a. Calculer la vitesse de libération Vi @ 'altitude h et donner, selon la valeur de Vo , la pature de la
trajectoire. Calculer la valeur v de Vo correspondant a une trajectoire circulaire d'altitude h.

3 b. Donner 'expression de 1'énergie mécanique En et calculer sa valeur en fonction de e, m G, M et C.
Retrouver la nature de 1a trajectoire en fonction des valeurs de Enm -

3.¢. Dans le cas dune trajectoire elliptique, on. note a le dem grand axe. Calculer Em en fonction de g,
G, metM.

4.a. On suppose vo < VI - B quelle condition, la position initiale g, du satellite est-elie le périgée de la
trajectoire 7 Dans ce cas, déterminer la position A de l'apogée et la yitesse en ce point.

4. En A, on modifie quasi ipstantanément la vitesse du satellite pour que sa trajectoire soit désormais

circulaire. Calculer la vitesse en A suT la nouvelle orbite circulaire et 1a yariation relative de vitesse.

eme . Y
3%m¢ partie : Electricite
Réponse d'up circuit R-C 2 un échelon de tension
Un dipble AB est constitué d'un résistor de résistance R en série avec un condensateur de

capacité C (figure 1).
Lorsque l'interrupteur K est en position (1), le dipdle est alimenté par une source de tension de f.€.m.
T constante et de résistance I.

2/3
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Question préliminaire . - Rappeler les propriétés d un amplificateur opérationnel idéal
- Justifier le fonctionnement en régime linéaire de I'amplificateur
opérationnel dans le montage ci-dessus.

"1/ Déterminer | équation différenticlle (1) vérifiée par vy(t) en fonction de ve(t) R,R et C.

2/ Réponse 3 un signal d’entrée sinusoidal
Le signal d’entrée du filtre est un signal sinusoidal de pulsation @ et d’amplitude ¥,. On a ainsi :

v,(t) =V, .cos(@.r)

2.1/ Caractére intégrateur _
A quelle condition portant sur R’ Cet o, le montage précédent est- il intégrateur ? '

Déterminer dans ce cas la réponse vy(t) du filtre en fonction du temps. On ne fera pas intervenir de
constante d’intégration.

"7 2/ Condition de linéarité du montage
A quelle condition portant sur R’ Cet @, la tension de sortie est-elle proportionnelle 2 la tension
d’entrée 7 Montrer que le montage est alors un amplificateur inverseur dont on précisera le gain.

3/ Réponse a un échelon de tension
On se place dans le cas ou la tension d’entrée v,(t) est un échelon de tension tel que :

v,(t) =0 pour t <0,

v (t)=E pour 120 ou E représente une tension constante.

3.1/ Cas général
Le condensateur étant initialement déchargé a t = 0, déterminer I’expression de v, (f) pour 7 2 0

dans le cas général ou la tension vs(?) vérifie 1’équation différentielle (1).

"3 2/ Caractére mtéerateur

En réalisant un développement limite au premuer ordre en e de I'expression obtenue daos la

question précédente, déterminer ’expression de la fonction vs(1). Montrer qu’alors le circuit
précédent est intégrateur. A quelle condition portant sur R’ C et f le résultat précédent est-i

valable 7
Quelle valeur la tension v,(t) ne pourra-t-elle pas depasser ?

4- O_n réalis:e un filtre en p!agant un condensateur de capacité C en série avec la résistance R
Le signal d’entrée est sinusoidal de pulsation @ . ‘
4-1 Déterminer qualitativemnent la nature du filtre réalisé.
4-2 Déterminer la fonction de transfert du filtre.

4-3 Représenter son diagramme de Bode.
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2.3/ Amortissement par frottement fluide

Nous nous placons dans le cas ou 1’objet 4 est soumis a un frottement fluide proportionnel a sa
vitesse. Soit A le coefficient de proportionnalité entre la force de frottement / etlavitesse v de

I"objet 4. La force de frottement s’écrit donc sous la forme [ =-h3.

Etablir I’équation différentielle du second ordre vérifiée par I'angle &.

Les frottements sont supposés suffisamment faibles pour que le régime d’oscillations de I'objet 4
soit pseudo-périodique.

Déterminer alors, dans le cas des petites oscillations, la solution &(r) de ’équation différentielle
du second ordre vérifiée par ’angle 6 lorsque I’objet 4 est abandonné sans vitesse umutiale d’une
position repérée par I’angle 6.

Donner, dans ce cas, [allure de la représentation graphique de 6(1) en fonction du temps.

Deuxiéme partie : Rotation d’un pendule composé autour d’un axe fixe

On considére un pendule composé consttué :
- d’un disque homogéne A, de masse m, de rayon R, de centre P
- d’une tige OP homogeéne de masse m', de longueur L, de milieu C.
Le disque et la tige sont rigidement liés I"un a I’autre et contenus dans le plan (Oxy).
L ensemble constitué par le disque 4 et la tige OP peut effectuer des mouvements de rotation dans

le plan vertical (Oxy), autour de I’ axe horizontal (Oz).

La position du pendule précédent est repérée par 1'angle @ que fait la tige avec la verticale.
On négligera tout frottement.
|’étude sera menée dans le référentiel terrestre considéré comme gahléen.

L’ensemble ainsi décrit se trouve dan

tel que g=ge,.

e
O); —

z
g
1- Moments d’inertie :
' . _ _ VL7
1-1 Montrer que le moment d’inertie de la tige par rapport al’axe horizontal Oz est [p=m’ —
S

? 2

1-2 Montrer également que le moment d’inertie du disque A par rapport 4 Oz est Jo = m—z— + mL"

1-3 En déduire le I{/%ﬂl}?ﬁdg%&(ﬁﬁ@ff&thﬁ@j m -

s le champ de pesanteur terrestre caractérisé par le vecteur g
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)- Etude dynamique
2.1 Calculer le moment cinétique en O du systéme {disque A + tige OP} dans le référentiel d"étude.

2-2 En appliquant le théoréme du moment cinétique au systéme considéré, déterminer 1'équation
différentielle vérifiée paré. :

_2-3 A Pinstant t = 0, le systéme est abandonnée sans vitesse imtiale d’une position repérée par & ;
considéré assez petit. Montrer que le systéme effectue des oscillations harmoniques de péniode T,

que I’on exprimera en fonction de J, L, m, mietg

. . ag :
2-4 Représenter le portrait de phase du mouvement ( = en foncton de & ) .
t
;- Etude énergégtique.
3-1 Calculer I’énergie cinétique du systéme étudié dans le référentiel d’étude.
3-2 Calculer I’énergie potentielle du systéme étudié.

3.3 Montrer que I’énergie mécanique du systéme est conservée. Retrouver I’équation différentielle
du mouvement.

}- Cas particulier

On considére les hypothéses simplificatrices suivantes :
} - lamasse m' de la tige OP est négligeable devant la masse m du disque,
| - le disque A est de trés petite taille de telle sorte que 1’on peut le considérer comme ponctuel.

En détaillant clairement les simplifications induites par les hypothéses précédentes, indiquer ce que
devient I’équation différentielle vérifiée par I’angle & au cours du temps.
Comparer le cas présent au cas du pendule simple de la premiére partie.

|
|
Dartie électricité

On considére Je montage ci-dessous dans lequel I’amplificateur opérationnel est idéal et fonctionne

en régime linéaire.

R’
1
[
C
1
. I
R
E A _
- D S
@ EN
Ve B ¥

Vs

/ / ST777
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[ épreuve comporte une nart;iWwwEféaJimmnnan@t une parfieglectriciie

Partie mécanique

Premiére partie : Oscillations d’un pendule simple

spendu a extrémité P d’un il OP de masse négligeable et de

Un objet ponctuel A de masse m est su
ements de rotation dans le plan vertical (Oxy), autour de ’axe

longueur L. 1] peut effectuer des mouy
horizontal (Oz).

La position de 'objet A e
L étude sera menée dans

st repérée par I'angle 8 que fait le fil avec la verticale.
le référentiel terrestre considéré comme galiléen.

. niveau de 1'axe de rotation seront négligés dans loules les questions.

Les frottements a
t négligés dans toules les questions hormis dans les question 2.5 et 3.5

Les frottements de I'air seron
oit 1'on envisagera un amortissement par frottement fluide.

se trouve dans le champ de pesanteur terrestre caractérisé par le vecteur g

L’ensemble ainsi décrit

tel que 2 =ge,.

e
o_~7 N
Ll . g
e
bd

Z )‘
Yy ¥e,
e.\'
N | _
6 L g
P
A
¥

1 — Etude dvnamique ; équation différenticlle du mouvement

1 1/ Faire le bilan des forces appliquées a I’objet 4.
En appliquant le théoréme du moment cinétique en coordonnées cylindriques par rapport au

point O, déterminer ’équation différentielle du second ordre vérifiée par ’angle 6.

1.2/ Déterminer a I’aide de ’équation précédente la ou les positions d’équilibre du systéme. Etudier,

en justifiant les résultats, la stabilité de ces positions.

2 — Petites oscillations

2.1/ A I’instant ¢ = 0, I’objet A4 est abandonné sans vitesse initiale d’une position repérée par ’angle
0,. On se place dans le cas ou I'angle &, est petit. Montrer que le systéme constitue alors un

oscillateur harmonique.
En déduire la pulsation @, et la période 7, des petites oscillations du systéme autour de sa position

d’équilibre stable. On exprimera @, et T, en fonction de get L.

2.2/ Compte tenu des conditions initiales, déterminer ’expression 8(¢) de I'angle & en fonction du

temps pour 2 0.

2.3/ Quelle est la valeur maximale v, de la vitesse de I'objet A au cours de son mouvement ?

On exprimera v_,, en fonctionde 6,, Letg.

2.4/ Tracer la représentation graphique de & en fonction du temps.
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b. Pour cetie guestion. on pourTa uuiliser librsmens te msuliae s e A
. . . B : r =t r s N P
stricternent supérieur a —1 , Vintégrale -} : e/ ‘;ln Zldz £st convergsnie
{

Montrer avec soin gue la fonction T est dérivable sur [a,b]et déterminer T (x) sous forme d’intégrale

La fonction T est donc dérivable sur ]O,+OO[. On montre de la méme facon et on admet que T est

~ de classe C* sur ]0+00[ .

| 5. Suit p un entier naturel, écrire sans justifier TP (x) sous forme &’ intégrale. (TP désigne la
dérivée p-ieme de T ).

II. La fonction v d’Euler

' On montre sans difficulté, que pour tout réet x strictement positif, I'(x)>0. On peut donc définur

I"I
ur ]0,+=o[ , Ja fonction y d’Euler par w(x)= F((;))

Soit €0, . ‘

6. Relation entre v et des sommes.
a. Quelle relation différentielle relie v et In T ? En dédwire que

Vx 0,4+, w(x%—l)—\y(x):—;— (on pourra utiliser (F)).
b. Soit n un entier naturel non nul, déterminer en fonction de n et de o, guatre réels
U, v, 1y, v, tels que
|

“ ] Y 5
;mzw(ul)—\y(vl; et ;ha =)~ W%).

7. Décomposer en éléments simples fa fraction rationnelle R(X)= 3‘2—1—-2— puis en déduire que
—ot

1’on a, pour tout entier naturel non nul 72

ékz—‘—_l_ - =‘2‘Ig(\¥’(1+0t)—‘4’(1—Ol))+2%(\v(n+1—a)—w(n+1+a)) ‘

8. Enoncer avec soin linégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
(f.g)~ J‘:’f(t)g(t) dz, puis ’utiliser pour montrer que (T')2 <T"xT ou T" désigne la
dérivée seconde de T . En déduire que la fonction y est croissante.

9. Montrer que pour tout entier naturel non nul 7, on a
. 1 1 N
O<y(n+l+a)—y(n+l-a)<—=+— (penser que o €]0,1]).

=00 y(t+a)-y(l-a)
Concl = .
onclure que g - 5

o . Etude de Ia fonction Gamma
10. Utiliser (F) pour déterminer un équivalent de I au voisinage de 0, . En déduire la limite
. de I en 0.
11. a. Justifier que T est strictement croissante sur 10;4+<of .
b. Justifier Pexistence d’un réel ¢ 5]1,2[ tel que I'(c)=0. En déduire le signe de I et
enfin, les variations de . '
12. a Déterminer la limite de T en +ec. On pourra utiliser des résultats précédents.

| b. Dessiper I’allure du graphe de I'. On représentera, s’il y a lieu, les asymptotes et les
‘ tangentes horizontales.
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5 désigne un entier naturel, on note K, [X] le R -espace vectoriel des polynomes u soefticient,

dans R, de degré inférieur ou égal a n.
On détinit sur R, [X], Vapplicationf: R, [X]— R[X] par:

VPeR,[X], f(POO)=X(PX)-F(X-1).

. 13.Résultats préliminaires

a. Caleuler £(1),/(X)./(X?).

b. Si P(X)=a,X"+a, X" +.+a,,avec a, =0, quel est le terme de plus haut degré du
polynéme P(X —1) ?

¢. Soit PeR,[X] vérifiant P(X)=P(X ~1). On pose Q(X)= P(X)~ P(0). Montrer que
O(X) est un polyndme constant que I’on précisera.

14 Montrer que fest un endomorphisme de R, [X ]

y

15 Déterminer le noyau de £, en déduire la dimension de I’image de f.

16 Dans cette question uniquement, on suppose que n=2.
a. Quelle est la base canonique de RZ[X] 9 Ecrire la matrice de ’endomorphisme j” dans

cette base canomque.
b. L’endomorphisme fest-il diagonalisable ?
17 Etude de la diagonalisation dans le cas général
Pour tout entier naturel &, on définit les polyndmes B, par :
R(X)=1, B(X)=X etpour tout k22, F(X)= X(}—-X)(2—X)...(k—]—)().
a. Montrer que la famille (B, B, B,....F,) est une base de R [X].
b. Soit k un entier paturel, déterminer un nombre réel ¢, tel que f (Pk) =c.f.

¢. Déterminer les valeurs propres de /. L’endomorphisme fest-il diagonalisable ?
Exercice 2 Résolution d’une équation différentielle
18.0n note (E) Péquation différentielle Ex‘ y+(x-Dy=x*.

a. Résoudre (£) sur J0;+e[ .

X
b. Sachant que les solutions de (E) sur J—o;0[ sont les fonctions x> x+2+%+ Bsx—> ou

B e R, existe-t-il des solutions de (£) définies sur R 7 Si ou, les expliciter.

3/3 Fin de Pénoncé
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Les calcwiutrioes soni dutyris2es
NB : Le candidat attachera la plus grande imporiance 4 la clarté, 4 la précision et a la concision de la
rédaction. _
Si un candidat est amené A repérer ce qui peut lui sembl er étre une erreur d’énoncé, il le signalera
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené & prendre

Sur osa

* % %k
) i Probléme

Autour des fonctions I' et \y d’Euler

Un des objectifs du probléme qui comporte trois paragraphes est de démontrer. la
formule correspondante suivante :

i 1 =\y(1+a)-—\y(1—a)
T _ 2 2a

. n=1 11
olt a €0, et y estune fonction « d’Euler » que J’on définira ultérieurement.

Dans e paragraphe I, on définit la fonction Gamma d’Euler et on en montre quelques propriétés que
["on utilisera dans le paragraphe IT pour définir la fonction y d’Euler et démontrer Ja formule ci-

dessus.
Enfin, dans le paragraphe 111, on éiudie plus en détail la fonctien Gamma, dans ie but de la

représenter graphiquement.

Les paragraphes I1 et 111 sont indépendants mais utilisent des résultats du paragraphe L

1. Questions préliminaires

‘ a. Soit o e ]0,1[ , justifier la convergence de la série Z 'ELT
! nzl n —a

1
b. Pour quelle(s) valeur(s) de § 1’intégrale j tdt est-elle convergente ? On ne demande
0
pas de justifier.

I. La fonction Gamma d’Euler
2. Soit x un réel strictement positif, justifier ’existence d’un réel A4 strictement positif, tel que

pour tout réel 7 strictement supérieur a 4, on ait e *~ <—li—, puis montrer que 1’intégrale
b4

a0
_[ e ' dr est convergente.
0

On peut donc définir sur }O,+co[ , la fonction Gamma d’Euler notée I' par I'(x)= j‘ el
0
3. Calculer T(I) puis montrer la relation fondamentale suivante notée (F) :
Vxel0,+0of, I'ix+1)=x(x) (F).
En déduire T'(2). Soit n un entier naturel non nul, donner une expression simple de I'(x).

. 4. Deérivabilite de la fonction Gamma
Solent a et b des réels tels que 0 <a<b.

a. Pour tout réel ¢ strictement positif, on détinit sur ]0+co[ , la fonction A, par A(x) = .

Déterminer les varations de A, . On pourra discuter selon la valeur de .

En déduire que Vi &[a,b], 1€ |0, e, 017 < £ p

‘ | AP3
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3.1 Calculer la fonction de transfert: H =V / V. avec un amplificateur A-O réel caractérisé par

= o / (1+4jf/fo).

On définit : la fréquence de coupure & gain nul f1 = pofo; et f2 =1/ 2nRC

3.2 Eh admettantque R>>R', fz2>>fpet .;10.?> 1, montrer que H se met sous la forme :
H=Ajx/(1+jx/Q-x?)
avecx=f/f, A=-f/f;f2 =f1f2; Q=1/L(R/RE+1/f]
3.3 Application numérique :
fi=1Mhz ; R=10kW;C=100nF; R =56W;Calculerfc, Q, et A
3.4 Donner l'allure du diagramme de Bode en amplitude : Gag = 20 log 1] en fonction de log x
. 3.5 Interpréter le fait que le rﬁontage n'est pas dérivateur aux fréquences voisines de 10 kHz.
3.6 Le signal d’entrée est un signal triangulaire symétrique de fréquepce f=100 Hz. On constate que le
signal de sortie n'est pas tout A fait un signal créneau mais qu'il s’y superpose des ondulations de

fréquence voisine de 10 kHz. '

Justifier ces observations a partir du diagramme de Bode et de la décomposition de Fourier d'un signal:

triangulaire.
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Epreuve de Mathématiques

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
d’une part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L'usage de calculatrices est interdit.

Exercice 1
t
1. On considéire la fonction g de variable réelle définie par : g(u) = / ——— sin(tu) dt.
g par : g( ), g (tw)
(a) Montrer que la fonction g est définie sur R.
‘ 1
t
b) Déterminer, pour tout u > 1, un réel o, dans ]0, 1 tel que : / —_—dt = —-
(b) P u 10,1{ tel q i 7

sin(tu)dt pour en déduire que :

. Oy
{(c) Dériver t — et intégrer par parties /
- 0

t t
V=12 m

Vu > 1, |g(u

3!

2. Soit f la fonction 2n-périodique sur R dont la restriction & ] — 7, 7] est représentée dans un repere
orthonormal (O, 7, _])) par le demi-cercle de centre O, de rayon = et d'ordonnées positives.

(a) Pour tout z € | — 7, 7], donner 'expression de f(z) en fonction de z.

(b) Enoncer le théoréme de DIRICHLET. S'applique-t-il 4 la fonction f ?

3. (a) Exprimer, pour n € N, les coefficients de FOURIER trigonométriques de f notés a, et b,.

2
(b) Montrer que : Yn € N*, a, = ;g(ﬂ' n).

4. (a) Etablir la convergence normale de la série de FOURIER de f. Cela contredit-il le 2°b ?
(b) Montrer 4 'aide du théoréme de PARSEVAL que la série de FOURIER de f converge vers f.

Exercice 11

Soient les fonctions f : R? — R de classe ¥ telles que : ¥(z,y) €ER?, f(z,y) # 0, ainsi que I’équation :

32
W(z,y) € B2, flz,9) 2L (z,9) = L (z,9) - % (a,). (&)
0z8y Oz Oy

1. (a) Montrer qu’une telle fonction f vérifie 'équation (&) si et seulement si il existe une fonction
réelle a, de classe ¥ sur R, telle que :

Viz,) € B, 2L (1) = a(o) f(2.0)

(b) En déduire que les solutions de (&) ne s’annulant pas sont exactement les fonctions de la
forme (z,y) = @(z) ¥ (y), ol et 1 sont des fonctions de classe €2 sur R ne s’annulant
pas. Pour une telle solution f de (&), y-a-t-il unicité du couple (¢, ) ?

(c) Soient g et h deux fonctions de classe €2 de R dans R* et telles que g(0) = A(0).

~Montrer qu'il existe une et une seule solution f de (&) ne s'annulant pas et telle que :
vz €R, f(z,0) = g(z) et Yy eR, f(0,y) = h(y).
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I.4 Soit K un second sous-espace vectoriel de F, r le projecteur orthogonal de F sur K, A une
valeur propre non nulle de p o r et u un vecteur propre associé.
a) Montrer que u est ¢lément de H et que r(u) — Au est élément de HL.
b) Etablir 'égalité : X|fu|[? = ||r(u)||%.
¢) En déduire que toutes les valeurs propres de p o r sont dans le segment [0, 1].
1.5 On suppose dans cette question que p et r commutent.
a) Montrer que p o r est un projecteur orthogonal.
b) Dans le cas ou p o r est non nul, déterminer son spectre.
¢) Montrer que: Ker(por)=Kerp+ KerretIm(por) =ImpNImr.
1.6 On pose m = dim F et on choisit une base orthonormale de F telle que les matrices de p et
r dans cette base soient respectivement les matrices décomposées en blocs :

/L0 /4 B
P‘(o 0) et R“(G D

ot /; est la matrice unité d’ordre 4, 4 une matrice carrée d’ordre & et D une matrice carrée d’ordre
m — k.
a) Montrer que les matrices A, B, C, D vérifient les relations :

A4+ BC=A,AB+BD=B,CB+D?=D,4=4,"B=C,"D=D

b) Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
i) Le spectre de p o » est inclus dans {0, 1}.
1)*CC =0.
i) C = 0.
1v) p et  commutent.
PARTIE II

Dans cette partie, sont donnés un €lément f de L( £, F) et un élément v de F.
I1.1 En considérant la projection orthogonale de v sur I'image de f, montrer qu’il existe un
élément zq de £ tel que :

1£(20) ~ o]l = min| (=) - o]

Dans la suite zq sera appelée une pseudo-solution de 1’équation :
flz)=v (%)

I1.2 Montrer que si f est injective, alors I’équation () admet une pseudo-solution unique.

I1.3 Montrer que zq est pseudo-solution de 1’équation (*) si et seulement si pour tout z appar-
tenanta E : (f(z) | f(z0) —v) = 0.

I1.4 Soit B et C deux bases orthonormales de F et F respectivement. On appelle A la matrice
de f dans les bases B et C, V la matrice de v dans C et X, celle de zg dans B. Ecrire sous forme
matricielle I’équation { f(z) | f(zo)—v) = 0 et en déduire que x4 est pseudo-solution de I’équation
(*) si et seulement si :

‘AAX, ="AV

IL.S Exemple : Dans cette question, on prend £ = F = R*® munis du produit scalaire usuel.
Relativemnent a la base canonique de R?, les matrices de f et v sont respectivement :

1 1 -1 1
A= 1 1 -1] et¥V=]0
-1 2 1 \1

Déterminer les pseudo-solutions de I’équation f(z) = v.

7 inscription.ma
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2. Dans cette question, f désigne une solution de & sur R?, strictement positive.

(a) Montrer que f présente en (z¢,yo) un maximum local si et seulement si les fonctions
z+ f(z,y0) et y — f(z,yo) présentent respectivement en zg et en yp un maximum local.

(b) En déduire que 'ensemble des points de R? o1 f présente un maximum local est de la forme
A x B, ou A et B sont deux parties de R & préciser.

3. Soit maintenant la fonction F : R? — R définie par : Y(z,y) € R?, F(z,y) = (zv)® + |zy}*.
(a) Montrer que F est de classe ¥? sur R?. (On pourra écrire F' comme une composée).
(b) Démontrer que F vérifie I'équation (&).
(c) Montrer qu’il n’existe pas de fonctions ¢, 1 de R dans R telles que :
V(z,y) € R?, F(z,y) = o(z) ¥(y).

Probleme

Notations et objectifs

Dans tout le probleme, £ et F' désignent deux espaces vectoriels euclidiens de dimensions au
moins égales 4 2. Pour chacun de ces espaces, le produit scalaire de deux vecteurs = ety et lanorme
d’un vecteur z sont respectivement notés (z | y) et ||z||.

L(E, F) désigne I’ensemble des applications linéaires de £ dans F.

La matrice transposée d’une matrice 4 est notée *A.

Les candidats pourront utiliser sans le redémontrer qu’un projecteur d’un espace eucli-
dien est un projecteur orthogonal si et seulement si il est symétrique.

L’objet de la premiére partie est de caractériser la composée de deux projections orthogo-
nales qui commutent. La seconde partie propose une résolution approchée d’une équation linéaire
n’ayant pas de solution en introduisant la notion de pseudo-solution et la troisieme partie géneralise
la notion d’inverse d’une matrice carrée a une matrice rectangulaire en introduisant la notion de
pseudo-inverse.

PARTIE 1

1.1 Soit z et ¥ deux vecteurs de £, B une base orthonormale de £, X et ¥ les matrices respec-
tives de = et y dans la base B. Montrer que : (z | y) = XY =¥ X. i
1.2 Soit H un sous-espace vectoriel de F'tel que 1 € dim H < dim F'. Soit (ey, e3,... ,€x) une
base orthonormale de H et p le projecteur orthogonal de F sur H.
a) Pourtout z € F, exprimer (sans justification) p(z) dans la base (e1, €2, . .. , €x).

b) Soit C une base orthonormale de 7. Relativement & cette base C, on note Z la matrice
d’un vecteur z de F, M(p) la matrice de p et pour tout 7 € {1,2,... , k}, E; la matrice de e;.

%
i) Montrer que pour tout z € F, M{p)Z = Z E/'B.Z.

x =1
ii) En déduire M (p) = »  E'E:.
¢) Montrer que pour tout z ézj‘?, Hp(2)]] € |l2]].
1.3 Exemple : On note M la matrice définie par
1 0 -1 0
IEREE
0 -1 0 1

a) Montrer que M est la matrice dans la base canonique de R* muni du produit scalaire
usuel, d’un projecteur orthogonal de R*.

b) DonneW or.tlhonormale du noyau et une base orthonormale de I'image de ce
_ projecteur. C\"ﬂ(i iia
- 7 inscription.ma
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I1.6 Application : »n désignant un entier supérieur ou égal 4 deux, on considére trois éléments
a = (61,82,--.,8.), b=(b1,by,...,0,), c = (c1,¢3,... , cn) de R" et on souhaite trouver deux
n

réels A et u tels que la somme Z(Aa x + pby — ex)? soit minimale.
k=1
a) Montrer que ce probleme équivaut & la recherche des pseudo-solutions d’une équation

fx) : f(z) = v ol f est un élément de L(R? R™). Préciser le vecteur v et donner la matrice de f
dans les bases canoniques de R? et R™.

b) Comment doit-on choisir e et b pour que I’ application f soit injective ?

c) Lorsque cette derniére condition est réalisée, donner la solution du problérme posé en

exprimant A et z a ’aide de produits scalaires dans R™.

PARTIE OI

Dans cette partie, f désigne toujours un élément de £(E, F).
IiL.1 a) Soit y un élément de F'. Montrer qu’il existe deux vecteurs z et y' tels que :

= flz)+v', (z,¥) € (Ker f)* x (Im f)*

b) Montrer qu’un tel couple (i, y) est unique. On peut alors définir I’application g de F ‘
vers F qui a y fait correspondre z. |
¢) Montrer que I’application g est.linéaire. g sera appelée 1’application pseudo inverse de f. |

I11.7 Déterminer le noyau et I’'image de g.
Ii1.3 a) Montrer que g o f est le projecteur orthogonal de & sur (Ker f )J‘
b) Montrer que f o g est le projecteur orthogonal de F' sur Im f.
UL.4 Premier exemple : On prend £ = R? F = R? munis de leur produit scalaire usuel. La
matrice de f relativement aux bases canoniques est

110
‘4:(0 1 1)

Déterminer la matrice de ¢ relativement aux bases canoniques.

111.5 Dans cette question, on suppose que £ = F et que -f est un endomorphisme symétrique.
a) Montrer que Keét f = (Im f{)l etIm f = (Ker 1t
b) Montrer que tout vecteur propre de f est vectcur propre de g. (Oun pourra discuter
sutvant que la valeur propre associée est nulle ou non).
¢) En deduire que ¢ est aussi un endomorphisme symétrique de £,
111.6 Deuxiéme exemple : On prend E = F = R* muni du produit scalaire usuel. La matrice
de f relativement a la base canonique est

/302 2\
A=1]2 2 0]
20 4f

Déterminer la matrice de g relativement a la base canonique.

Fin de1’énoncé
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L’épreuve comporte trois parties indépendantes

Premiere partie : Etude d’un filtre.

On considere le montage suivant ot tous les comp

Osants sont suppesés idéaux, I’A.O.
fonctionnant en régime linéaire : :

Ro

Cq

o F ﬂ— e T

Ve

1 1 Vs

77T

3

Vs .
1) Déterminer la fonction de transfert Ve = H(w)

2) Dans toute la suite du probleme, on prend C1 = C; = C. Mettre H sous la forme :

_x j®
H= % en posant x = o
1+x2+3

On exprimera wg et Q en fonction des parametres Ry, Ry et C.

3) Quel est le type de ce filtre ?

4) Quelle valeur faut-il donner 3 Q pour que wg soit la fréquence de coupure a — 3dB du filtre ?
)

5) Calculer la valeur de Rj et Ry pour obtenir un filtre de fréquence fy = 1000 Hz,

2
de facteur Q = “\;/3: »avec C=0,1 uF.

6) Représenter les diagrammes de Bode d’amplitude et de phase du filtre.
On précisera les valeurs du gain et de la phase pour = gy,

. . . - V,
7) Détermiper I'impédance d’entrée du montage, définie parZ, ===

L On exprimera Ze en

. V2
fonction de R1, Q et x et on donnera sa valeur particuligre pour o = wg et Q =5 .

Comment modifier le montage pour le rendre “idéal” 9

8) On place derrizre ce filtre un deuxigme filtre identique au premier. Comment est modifiée
la fonction de transfert 9 Quel est 1’intérét de ce deuxigme montage?

f/g ins C“'“'iﬂffﬁn Mo




Www.TaalimPro.com

ROYAUME DU MAROQCC

Ecole Hassania des Travaux Publics

Concours d’Acces en 1ére Année

Réservé aux Titulaires du DEUG

o Epreuve de Physique

o Durée : 3h

Jeudi 22 Juillet 2010

“Z inscription.ma




Www.TaalimPro.com

TROISIEME PARTIE : Mécanigue _

1- Une masse ponctuelle m est placé a Pextrémité A d’une tige de A z
masse négligeable, de longueur | = OA, articulée en un point fixe
O et mobile dans un plan vertical ; un ressort spiral exerce sur
cette tige un couple de rappel —C6, ou 8 désigne I'angle que fait
la tige avec la verticale ascendante Oz (figure 1). On désigne par
g V'intensité du champ de pesanteur. On néglige toute sorte de

frottements

1-1. Déterminer I'expression de I'énergie mécanique E du systéme,
montrer que E est une constante du mouvement

1-2. En déduire I'équation différentielle du mouvement.

1-3. En appliquant le théoréme du moment cinétidue, retrouver 'équation figure 1

du mouvement.
1-4. A quelle condition la position € = 0 est une position d’équilibre stable ?
1-5. Cette condition étant réalisée, calculer la période T des petites oscillations autour de 8 = 0, on écrira T sous

forme :

T=2m /A—l— Donner Fexpression de A.
-9

1 1-6. Calculer la variation relative de AT/T si g varie de Ag.

1-7. Donner I'expression de la période T, d’un pendule simple de méme longueur I. En déduire la variation
relative de Tysi g varie de Ag.

2- Systéme masse —ressort

Un ressort a spires jointives de raideur k, de masse négligeable et de longueur a vide l; est suspendu verticalement par
son extrémité A (figure 2). On donne g I'intensité du champ de pesanteur.

A 'autre extrémité on accroche une masse ponctuelle m. Le ressort s'allon_'ge de h.
2-&. Exprimer h en fonction de g, m et k.
2-2. Application numérique : k=33 N.m™ et m = 0,200 kg.
On mesure h=59,5 +0,1 mm, caiculer g et Ag sachant
que m et k sont connues aux milliemes prés.
2-8. A partir de sa position d’équilibre O prise comme
origine, on écarte la masse m d’une quantité aeton -
'abandonne sans vitesse initiale a t = 0.
2-3-1. En appliquant le principe fondamental de la dynamique,
établir I'équation du mouvement de m, on notera w, la pulsation
_ des oscillations. ' \ Figure 2

2-3-2. Exprimer g en fonction de h et w, .

2-3-3. Application numérique : pour m = 0,200 kg, on compte 113 oscillations par minute ; calculer g.
2-3-4. Représenter le portrait de phase de 'oscillateur x = f(x).

2-3-5. Donner I'allure du portait de phase si I'oscillateur est soumis aux frottements fluides modélisées par
f=-hv{v=x étantla vitesse de m)
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2- Régime variable :

DEU_Z(IEME PART_IE : Electromagnétisme

1- Electrostatique:

1-1. Rappeler les éguations locales vérifiées par le champ électrostatique E(M), en présence des charges.
1-2.
1-2-1. A partir de P’équation de Maxwell-Gauss, retrouver la forme intégrale du théoréme de Gauss.

1-2-2. Applicaticn : On considére un fil de longueur infinie portant une densité de charge linéique Juniforme

a~- Montrer que le Champf(M) est radial.

b— Calculer E(r) en fonction de r (r étant la distance entre M et le ﬁl)

1-3.

1-3-1. Rappeler les propriétés d’un conducteur en équilibre électrostatique.

1-3-2. Application : On considére une sphére métallique de rayon a portée au potentiel Vg,
a— Calculer la charge Q portée par la sphére, cette charge est-elle surfacique ou volumique ?
b~ En déduire la capacité de la sphére.‘

¢- Calculer le champ électrostatique E(r), crée par la sphere, en un point de I'espace.

d- Endéduire le champ électrostatique au voisinage de la sphére.
e- Retrouver le théoréme de Coulomb.
f- Calculer I'énergie électrostatique de la sphére.

2-1. Rappeler les quatre équations de Maxwell qui régissent le champ électromagnétique (E(M, t) ;§ {M, t}) en
présence des charges et de courants |
2-2. A partir des équations de Maxwell, établir:
2-2-1. i’équation de conservation de la charge électrique.
2-2-2. ’équation de conservation de I'énergie électromagnétique.
2-3. Déterminer les équations au‘x dérivées partielles vérifiées par le champ électromagnétique dans le vide.

2-4. Définir le potentiel électromagnétique (Z, V) associé au champ (E(M,'t) ;B (M, 1))

2-5. Le potentiel électromagnétique (X, V) est-il unique ? Quel en est l'intérét ?
2-6. En rappelant la jauge de Lorentz établir les deux équations aux dérivées partielles vérifiées par V et A
2-7. Donner la solution dite solution des potentiels retardés.
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Epreuve de MATHEMATIQUES

Probléeme 1

Dans tout le probléme K désigne R ou C, n un entier naturel > 2°, £ un K-espace vectoriel de dimension
finie n , u un endomorphisme de E , x, le polynome caractéristique de u , 7, le polynome minimal de

u; la matrice identité se notera I, .
L’objet du probléme est Fétude de I'ensemble I' des endomorphismes u de E vérifiant : (z, u(z), u?(z))

est liée pour tout z € E.

Partie I

On suppose dans cette partie que n = 2.
1) Montrer que si x,, est scindé sur K alors il existe une base de .E' dans laquelle la matrice de u est

sous 1’'une des formes suivantes : ( A O> ou (A 1) avec A\, € K.
\0 & 0 A

2) Si x, n’est pas scindé sur K (donc K = R), montrer que x, = X? —2aX+a2—_i—b2'o.f1 (a,b) € RxR*
et qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme (Z ;b) .

Partie II

A~ On se propose de montrer que F ne peut pas-étre réunion finie de K-sous espaces vectoriels de E
tous distincts de E tels que E = U JOR
1<i<p

1) Justifier que I'on peut supposer F; non inclus dans U F;.
2<i<p

2) Soit z; € F1 \ U F; et soity € E.
2<i<p
a) Montrer qu'’il existe j € {1, ..., p} et deux éléments distincts A et u de K tels que z; + Ay
et z; + py appartiennent a F;.
b) Prouver que j est égale & 1 et que y € F1.
3) Conclure.

B- 1) Soit z un vecteur fixé de E.
i. Montrer que {P € K[X], P(u)(z) = 0} est un idéal de K[X].
ii. En déduire qu'il existe un unique polynéme unitaire 7., de K[X] de degré minimal
vérifiant 7, . (u)(z) = 0.

ili. Si z est un vecteur propre de u, trouver 7.

1
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D- On suppose que 7, n’est pas scindé dans K (donc K = R).
1) Vérifier que Spr(u) est vide et que n est pair. On posera n = 2q ou g € N*.

2) Montrer qﬁ’il existe (z1,...,z,) € E? tel que F soit somme directe des sous espaces vectoriels
engendrés par (z;, u(z;)) ou i € {1, ..., q}.

3) Montrer qu’il existe une bq,éé’ de E dans laquelle la matrice de u est sous la forme (2) :

¢, 0 -+ 0
0 Cz :
Do 0
o ... 0 C’q

. _fa b
ouC'k—(b a),ke{l,...,q}.

E- Finalement montrer que les éléments de I" qui ne sont pas diagonalisables sont les endomorphismes
représentés par une matrice de la forme (1) ou (2) dans une certaine base de F.

Probleme I1

On dit qu’une suite (a,) est & variation bornée si la série > la,.1 — an| est convergente.
q {Gn+
Partie I

A) Exemples :

A-T) Dire si la suite (a,) est & variation bornée dans les cas suivants :

1. a, = —1-
n
2. a, = (=1) )
7
3. an, = ln_n
n

A-2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur le réel @ pour que la suite (n®) soit &
variation bornée.

B) Conditions nécessaires et suffisantes :
Soit (a,) une suite réelle.
B-1) Démontrer que si (a,) est & variation bornée, alors elle est convergente. Réciproque 7
B-2) On suppose que (a,) est monotone et bornée ; Montrer que (a,) est & variation bornée.
B-3) Démontrer quesi la série | a, est absolument convergente, alors (a,) est & variation bornée.
C) Une application :

C-1) Soit (en) une suite & variation bornée de limite 0, et soit D u, une série dont Ia suite des
sommes partielles est bornée. Montrer que la série > e,u, est convergente.
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2) Montrer que pour tout z € F, m,, divise m,, et en déduire que ’ensemble {7, .,z € E} est
fini. On note ses éléments 7, ., ou i € {1,...,¢}.

3) Vérifier alors que F est égal & la réunion des noyaux des endomorphismes 7, ,(u),7 € {1, ..., ¢}
et en déduire I’existence d’un élément k € {1, ..., ¢} tel que 75, ,(u) soit endomorphisme nul.

4) En déduire que 7y, , = .
C- Soit v un élément de T
1) Que peut-on dire de I si n =27

2) Montrer que 7, est de degré 1 ou 2, et en déduire que le cardinal de Spk(u) est inférieur ou
égal-a 2 et que Spx(u) ne peut étre vide que si K = R et n est pair.

3) Que peut-on dire de u si pour tout z de E, on a (z,u(z)) est liée ?

Dans fa suite du probleme, on suppose que u est un élément de I" qui n'est pas une homothétie vectorielle

de F.
Partie I1I

A- Montrer que m, est de degré 2.
B- on suppose que 7, admet deux racines distinctes dans K.
1) Montrer que u est diagonalisable.
2) Montrer que les seuls sous espaces vectoriels de E stables par u sont les sommes directes de
sous espaces d’espaces propres.
3) Que peut-on dire de n sil y a'un nombre fini de sous espaces stables par u 7
C- On suppose que 7, admet une racine double A dans K.
1) Montrer que u est trigonalisable.
2) Soit f € Lx(FE), montrer que dim(ker(f?)) < 2dim(ker f) (on pourra considérer la restriction
de f sur ker(f?)).
3) Soit H un supplémentaire de ker(u — Alg) dans E. Montrer que :
i. 1 <dimH < dim(ker(u — MEg)).
. (u—Ag)(H) C ker(u— Mg).
iii. dimH = dim((u — AE)(H)).
4) Montrer qu'il existe une base de £ dans laquelle la matrice de u est sous la forme (1) :

0 A :
Do 0
0 - 0 A/

oun A; = <6\ i\) € My(K),z € {1,...,9},g > 1 et p+ 2¢ = n (p peut étre éventuellement

nul).

2
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Slnn s \,-« z\.\ B

Montrer que la série i o
LR Wn -

Dans toute la suite du prebléme, on considére une suite barnée (,), et les suites définies par les relations :

C-2)

YneN': y,=12, 1~ 2Znet zy = Tp_y + Tnp1 — 225,
Partie 11

On suppose dans cete partie que la suite (z,) est positive.
1) 1-1) Etudier la monotonie de (yn).
1-2) Démontrer que (yn) est convergente. Quelle est sa limite?
1-3) Montrer que la suite (z,) est convergente.
1-4) En déduire que la suite {(zy,) est & variation bornée.
2) ‘Soient n et p deux entiers naturels non nuis tels que n > p; Démontrer l'inégalité :

nyn < 2(zp — Tn)

3} En déduire la limite de la suite (nyn).

+oo +oo
4) Montrer que les séries 3 yn et Y nz, sont convergentes et que : Z NZy = 5: Yne
n=] n=1
FIN
4
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l’épreuve comporte trois parties indépendantes

Premiére partie : Mécanique

On considére un satellite, assimilé a un point matériel S,de masse m.le satellite est soumis a
>

I'attraction gravitationnelle de la terre supposée sphérique, de centre O, de rayon R et de
masse M. On suppose que m << M, la terre est alors supposée comme fixe.

1) 1-1) La force exercée par la terre sur Sest F=-k ES"/(OS3) , donner I'expression de k

en fonction de m, M et G la constante gravitationnelle. >
1-2) Quelle est Funité St de G ? | tv o o>
1-3) Citer une autre force de nature newtonienne. S
1-4) On pose T = 0S, déterminer I'énergie potentielle
Ep(r) dont dérive la force F. o 8 X N
2) 2-1) Montrer que le moment cinétique L, du satellite est Figure 1

constant.

2-2) En déduire que la trajectoire du satellite est plane.
On.pourra faire Vétude en coordonnées polaires(r,.8, z=0),
de vecteurs unitairesi, , Uget u, ; U étant le vecteur

unitaire orthogonal au plan de la trajectoire.
1]
2-4) Montrer que 2 B-est une constante du meuvement que I'on notera C

3) 3-1) On pose u = 1/r, montrer que accélération a du satellite peut s’écrire :
> 22 a*u, .
a=-Cu (u+ 262 ) i, (Formule de Binet).

3-2) Ecrire la relation fondamentale de la dynamique pour S, en déduire que

I’équation de la trajectoire de S s’écrit r = Ttecosd’ donner 'expression de p en
ecos

fonction de C, k et M.

4) On nomme périgée (P) le point de la trajectoire elliptique le plus proche de la terre et
apogée (A) le point de la trajectoire le plus éloigné de la terre. On note ( r,, Vp) et (1s,
V,) la position et la vitesse du satellite respectivement a son périgée et a son apogée.
On supposera ra et rp trés voisines .
4-1) Calculer 'excentricité e du satellite en fonction de ra et rp.
4-2) Calculer le rapport Vp/Va en fonction de e.

5) On suppose maintenant que la trajectoire est circulaire et uniforme de rayon rp et .
d’énergie mécanique E constante. Etablir 'expression de E et une relation simple

entre I'énergie cinétique E. et I'énergie potentielle E, du satellite.

6) Le satellite subit des frottements sur les hautes couches de I'atmosphére ; ces

frottements sont équivalents a une force de freinage de module f = umvz; metv
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1.5 Calculer I'énergie électrostatique de ce systéme de charges.
1.6 La sphere (S) coupe le segment AB en un point H. On suppose que H et A restant
fixes, le point O s'éloigne indéfiniment sur la droite AB. En déduire les évolutions de |a

surface équipotentielle, de a et du champ électrostatique £ sur cette surface. (on prendra

AH = 1)

¢

Troisieme partie : Electrocinétique

Un circuit électrique (Figure 1.) comprend une source alternative sinusoidale de force
électromotrice efficace £, de fréquence f, d'impédance interne négligeable, une résistance R, une

inductance L, un condensateur variable de capacité C et un ampéremétre A de résistance

négligeable.
1-1)  Déterminer l'intensité i(t} du courant électrique qui traverse le circuit.

1-2) En faisant varier lacapacité du condensateur, on constate que I'intensité efficace indiquée
par 'amperermeétre atteint une valeur maximale /, quand la capacité vaut C,. Déterminer o et Co.

1-2)  'ampéremetre indique l'intensité efficace —= pour deux valeurs C; et C,de la capacité du
condensateur. Exprimer en fonction de C; et G, le coefficient Q de surtension (ou facteur
de qualité) du circuit et calculer sa valeur numérique.

1-4) La fréquence fétant connue, déterminer les valeurs de la résistance Ret de Iinductance L en
fonction de C;, Gyet f.

APPLICATION-NUMERIQUE : C;=120nF ; C; =130 nF ; f= 100 kHz

< ;J/L
Figure 1 £ [

©
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étant la masse et la vitesse du satellite , p est une constante positive. Ce freinage est
trés faible, et on peut supposer que les révolutions restent presque circulaires et que
pour chacune d’elle, Valtitude h du satellite diminue de Ah avec Ah << h. 'altitude h
est comptée a partir de la surface de la terre : r=R +h.

6-1) Calculer la variation de 1a vitesse Av du satellite en fonction de Ah et de la
période T du sateliite.

6-2) Justifier 'évolution de la vitesse du sateliite.

6-3) Exprimer p en fonction de h, Ah et R.

En remarquant que la perte relative d’énergie mécanique du satellite est faible a
chaque révolution, calculer le temps T au bout duquel le satellite s’écrasera sur la
terre.

On fera I’hypothese simplificatrice que la loi de frottement reste la méme pendant
toute la chute.

La trajectoire du satellite peut &tre décrite dans son plan de trajectoire par 'équation
en coordonnées polaires r = roe” 8.

8-1) Exprimer a en fonction de Ah, R et h.

8-2) Exprimer en fonction de rg et-@, la distance D parcourue par le satellite au cours
d’une quasi-révolution. Gn pourra mettre en évidence ce résultat comme la distance
d’une orbite circulaire affectée d’un terme correctif, en tenant compte de 'ordre de

grandeur de a

Deuxiéme partie : Electrostatigue

En deux points A et B de l'espace sont disposées ies charges électriques suivantes :
une charge g positive au point A et une charge négative -ag au point 8.

On désigne par d la distance AB et @ un nombre positif compris strictement entre

O et 1{0<a<1).

Un point P.de l'espace est définipar PA=ret PB=r"

1-1)

Définir le potentiel électrostatique au point P. ( par convention de potentiel

coulombien, i'on prendra V= 0 a l'infini.).

1-2)

Montrer que la surface équipotentielle de potentiel nul est une sphere (S) ou l'on

déterminera son centre O et sen rayon R ; Calculer a — AO et R en fonction de a et d. En

déduire que R = aa.

13

Déterminer en fonction de g, d, r et a le champ électrostatique résultant E créé par

les charges précédentes en un point P de la spheére(S). Applications numériques avec

q:10'11 C,d = 10cm, r = 8cm et a = 0,5. Vous représenterez sur un schéma a 'échelle, la trace

_de la sphére (S) dans le plan et les champs minimal et maximal résultants.

1.4

En déduire I'intensité de ce champ en fonctionde g, a, R, .
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5) Vérifier, & laide de la formule de LEIBNIZ, que :
1 d"° 2 n
VnEN’L”(X):ﬁan [(A —1) ]

6) PEn déduire explicitement le coefficient dominant de Ly, puis la relation
kel

meN, Y () =0
k=0

7) Montrer alors que

vn € N,Vz € R, |Ln(z)| < <1 +9|I}> (2:)
8) On définit, pour tout entier naturel 7, le polynéme Un(X) = (X2 — 1)”.
l a) Vérifier que :
(X2 — 1) UL(X) = 2nXUn(X).

} b) En dérivant n + 1 fois cette relation, montrer que
¥n € N, ¢{Ln) = n(n +1)Ln.

Partie C : Définition d’un produit scalaire _
-
On pose | h

! 1
V(P,Q) € B*(P,Q) = /_1P(:E)Q(:r) dz.

1) Justifier que I'on a ainsi défini un produit scalaire sur E.
Dans toute la suite du probléme, espace E et ses sous-espaces E, (neN)
seront systématiquement munis de ce produit scalaire.
2) a) Montrer que ’
V(P,Q) € E% (¢(P),Q) = /11(1 - z?)P'(z)Q'(z) dz.
b) Que peut-on dire déduire pour les endomorphismes ¢, (n € N) 7

c¢) En déduire, & l'aide d'un résultat de la partie B, que les polyndmes Ly (p € N) sont
deux & deux orthogonaux.

3) Soit n un entier naturel.
a) Etablir par récurrence sur k que
(__l)k 1 dk dn—k

vk € (0,001, (Q. Ln) = o | gE Q@) g (% = 1)"] da.

b) En déduire que, poour tout n € N7, L., est orthogonal & En_1.
¢) Retrouver ainsi que les polynomes L, (p € N) sont deux & deux orthogonaux.
4) a) A laide de C.3)a), exprimer, pour tout entier naturel n, | L] en fonction de
I, = /1 (2 - 1)" dz.
-1
b) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que

2n + 2
Vn & N, In+1 = '—m .

¢) En déduire, pour tout n € N, une expression de I, faisant intervenir des factorielles.

‘v’neN,HLnl]=1/2n2_+_l_

5) Donner, pour tout entier naturel 7, une base orthonormée de £n.

d) En déduire que

2/3
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LFS calculairices sont nterdites

v o om o
* %k % %k

’ N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, & la précision et a la concision

de la rédaction.

' Si un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’ énoncé, il le &@a.lera
% sur sa copie et devra poursuivie sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été

. amené a prendre.

Dans tout le probléme, F désigne le R-espace vectoriel R[X] des polynémes & coefficients réels.
Pour tout entier naturel n, on note E, le sous-espace de F formé par les polynomes de degré au

plus égal a n.
Selon 1'usage, on convient d’identifier un polynéme et la fonction polynomiale associée.
L'espace E., est muni.de sa base canonique &, = (1, X, X2 LX),

nl
Les coefficients binomiaux sont notés (7) = "= F) (0<k<n).

artie A : Btude d’un endomorphisme

g

Etant donné un polyndme P de E, on définit un polynéme ¢(P) par :
[@(P)] (X) = (X* — 1) P"(X) +2XP'(X),
1) Justifier qu'on a ainsi défini un eadomorphisme ¢ de £.

2). Montrer que, pour tout entier naturel n, le sous-espace vectoriel B, est stable par ¢.

On notera désormais w, I’endomorphisme de E, induit par ¢ sur B, : : |
VP € En, pn(P) = ()

3) Dans cette question, on suppose que n est égal a 3
a) Ecrire la matrice M3 de @3 dans la base canonique de Es.
b) Justifier que (3 est diagonalisable.
c) Déterminer une base de F3 diagonalisant w3, formée de polynémes de coefficients domi-
nants égaux a 1.
4) On revient au cas général d’un entier naturel n quelconque.

a) Montrer que la matrice Mn de pn dans la base canonique est triangulaire supérieure et
préciser ses coefficients diagonaux.

propres.

Partie B : Etude d’une famille de polynémes
Pour tout entier naturel 7, on définit Ie polynéme L, par

6
& LX) = 5 ¥ () (X -1 (X + 1)"
% 1) Calculer sous forme simplifiée les polynomes Lo, L1, Ly et La.

b) En déduire que wn est diagonalisable et préciser les dimensions de ses sous-espaces
|

2) Caleuler L(1) pour tout n € N.
* 3) Déterminer le degré de Ly, en fonction de n (n € N) et donner son coefficient dominant sous
la forme d’une somme.
4) En utilisant un changement d’indice, montrer que L, a la m2me parité que n.

113
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Partie D . Une relation de récurrence
Soit n un entier nature] non nul.

. 1) Caleuler Je coefficient de X™+1 gapg (n+ 1)Ly (X) - (2n + DXL.(X).
2) En déduire Pexistence et Punicité de 7 4 1 réels oy tels que
s P DLna(X) = (2n 4 DXL (5) = o1, (X).
k=9
by 3) Montrer que V& € [10,nf], o, = ~(2n + I)M

24
» Vérifier que (XLn,Lk) = ([,

Pour tout k ¢ (10,7 — 2]
5) Par des considérations de parité, mo

n, X Lp) puis montrer que a; = (.
ntrer que q,, = Q.

En utilisant |5 valeur des polyndmes Ly au point 1, déterminer ajors Qn_j.
N+ 1)Lnyy (X) = (2n + l)XL.n(X) +nl, ;(X)=0.

rice

7) En déduire que Vn € N*, (
Partie B . Fonction générat
On fixe un rée] ¢ ot on considére la série entizre 2 Ln(t)z?

» de la variable réelle .
neN

' 1+ N\
¢ la série entiere = <+\”\ Gr
neN 2 /
2) En déduire que le rayon de convergence R; de la série entiere 3 L, (t)z™ est strictement
. neN
positif’ 2

1) Déterminer le rayon de convergence d

On donnera upe minoration de Ry, mais on pe cherchera pas 3 le calculer.

+o -
On note g, 1 Somme de cette série entiére : Vz ¢ ]—Rt,Rt[, Si(z) = 3 Ln(t)z™
' n=0

3) En utilisant le résultat de D.7), montrer que St est solution sur |=FR:, Ry

différentielle Suivante, d’inconnue y fonction de z -

(&) (1 - 2z + 2%y (z) + (z—
4) Pour [{ <1, en déduire 1’

Partie 7 . Projec
1) Caleuler, po

de I'équation

y(z) =0
€xpression de S;(z) en fonction de .

tion orthogonale, calcnl] de distance

ur tout entier nature] k, l'intégrale

1
Jk:/ :z:k dl‘.
-1

2) Etant donnés deux entiers naturels 7, et T, tels que O

ST <N, on note Pr la projection ortho-
gonale de £, sur sop 80US-

€space vectoriel £

Donner une expression générale de Dr

(P) utilisant e produit scalaire, pour tout polynéme P
de E,,.

3) On SUuppose désormais n = 3 et P=2Xx3

a) Déterminer Po(P), p1(P) et p2(P).

b) Calculer les distances d(P, Ey) de P ayux Sous-espaces vectoriels B pour tout entier &

tel que 0<kg2
™~

4) On note ¢ Pensemble des polyndmes de degré 3 et de coefficient dominant égal 3 1.
q Montrer Pexistence de

1
m =Qm€ig/_l (Q(z))? dz

et préciser sa valeur, ainsi que les Dolyndmes réalisant ce minimum,

\ , o ‘
Fin de I'énonce i C ‘ ;
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